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1. Введение. Периодические волны  
на однородно заряженной плоской 
поверхности несжимаемой жидкости 

1. Линейные волны. Началом теоретического исследования 
периодических волн на заряженной поверхности жидкости явля-
ется работа Я.И. Френкеля [1], в которой исследован вопрос об 
условиях реализации неустойчивости поверхности жидкости по 
отношению к избытку поверхностно распределенного электриче-
ского заряда. Л.А. Тонкс за год до появления работы Френкеля 
провел качественную оценку условий реализации этой неустой-
чивости [2]. Он получил критерий неустойчивости заряженной 
поверхности жидкости с точностью до коэффициента � 2, срав-
нивая лапласовское давление под искажением, в виде сфериче-
ского сегмента, рельефа плоской поверхности с давлением на не-
го однородного электростатического поля, направленного пер-
пендикулярно невозмущенной поверхности. 

На практике неустойчивость заряженной поверхности жид-
кости по отношению к избытку электрического заряда проявляет-
ся в том, что при превышении поверхностной плотности заряда 
некоторого критического значения с поверхности жидкости на-
чинается сброс электрического заряда в виде большого числа ма-
леньких сильно заряженных капелек [3]. Сначала на поверхности 
образуются конусообразные выступы – конусы Тейлора. Затем с 
вершин этих выступов электрическое поле начинает отрывать за-
ряженные капельки [4, 5].  

Френкель строго вывел уточненный критерий неустойчиво-
сти в рамках метода нормальных мод [6]. Он рассмотрел в ли-
нейном по амплитуде волны приближении задачу определения 
спектра капиллярно-гравитационных волн на заряженной по-
верхности идеальной несжимаемой, идеально проводящей беско-
нечно глубокой жидкости. В системе координат OXYZ  с осью OZ , 
направленной вертикально вверх, и плоскостью OXY , совпадаю-
щей с равновесной в поле сил тяжести плоской поверхностью 
жидкости, полная математическая формулировка этой задачи 
имеет вид [1,7]: 

0>z :                 0=ΔΦ ;                              0<z :                      0=Δϕ ; 
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Здесь t – время; ),( xtξξ =  – отклонение свободной поверхно-
сти жидкости от плоской равновесной формы; 0κ  – поверхност-
ная плотность электрического заряда в равновесном состоянии; ρ  
и γ  – плотность и коэффициент поверхностного натяжения жид-
кости соответственно; g  – ускорение поля силы тяжести; 

),,( zxtϕϕ =  – потенциал поля скоростей в жидкости, обусловлен-
ный возмущением ее свободной поверхности; ( )zxt ,,Φ=Φ  – до-
бавка к величине электрического потенциала над поверхностью 
жидкости, вызванная отклонением формы этой поверхности от 
равновесной плоской. Для простоты движение жидкости считает-
ся не зависящим от координаты y . 

Решение задачи Френкеля в комплексной форме имеет вид 
[1, 7]:  

( ))(exp txki ωζξ −= ;          






 −+= Wk
g

kkg
γ
ρω 21 . 

Безразмерный параметр 0>W  в дальнейшем будет называть-
ся параметром Тонкса-Френкеля. Он равен отношению электри-
ческих и лапласовских сил под искривлением свободной поверх-
ности жидкости с характерным линейным масштабом, равным 
капиллярной постоянной жидкости, и определяется выражением: 

γρ
κπ
g

W
2
04= . 

Общим решением задачи Френкеля является суперпозиция 
синусоидальных прогрессивных волн различных длин k/2πλ = , 
где k  – волновое число. Принимается, что свободная поверхность 
жидкости подвержена тепловым возмущениям, которые в фикси-
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рованный момент времени образуют рельефную структуру  
с характерной высотой складок ~ /T γk , где 

( )78.31 10 /эрг моль град= ⋅ ⋅k  – постоянная Больцмана. Согласно 

принципам гармонического анализа, такой рельеф можно пред-
ставить суперпозицией «простейших гармонических складок». 
Решение Френкеля показывает, как такие простейшие возмуще-
ния, называемые в дальнейшем модами, будут эволюционировать 
во времени. 

При 20 ≤≤W  амплитуда всех возможных тепловых возмуще-
ний остается малой ~ /T γk . При W>2 существует интервал 
волновых чисел: 

( ) ( )4
2

1
4

2

1 22 −+<<−− WW
g

kWW
g

γ
ρ

γ
ρ , 

для которых амплитуды возмущений экспоненциально растут во 
времени. В рамках линейного подхода это нарастание не ограни-
чено (т.е. обеспечено до тех пор, пока амплитуда волны уже не 
сможет считаться весьма малой по сравнению с ее длиной).  

Складывается следующая картина явления. Если 20 <≤W , то 
на свободной поверхности лапласовские силы преобладают над 
электрическими на вершинах возмущений равновесной поверх-
ности, связанных со всеми возможными модами. Поэтому пло-
ская равновесная форма свободной поверхности оказывается ус-
тойчивой по отношению к любым виртуальным возмущениям.  

Для каждой моды с волновым числом k  имеется свое порого-
вое значение параметра Тонкса-Френкеля 

γ
ρ

ρ
γ g

kg
kWk

1+= , 

при котором на гребнях искажения свободной поверхности жид-
кости лапласовские и электрические силы в точности уравнове-
шиваются. Любое, даже малое, превышение параметром W  поро-
гового значения приводит к нарушению равновесия в сторону 
доминирования электрических сил, стремящихся увеличить ам-
плитуду возмущения. Мода с волновым числом 
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γ
ρ g

k =*  

 
имеет самый низкий порог *WW =  по условиям реализации неус-
тойчивости и называется основной. Напомним, что рассуждения 
Тонкса приводят к условию реализации неустойчивости 1>W , 
вдвое более слабому, чем у Френкеля.  

Модель Френкеля не дает полного представления о неустой-
чивости заряженной поверхности жидкости по отношению к из-
бытку электрического заряда. Она описывает только начальную 
стадию неустойчивости и предсказывает нестабильность возму-
щений малой амплитуды. Из решения Френкеля следует, что от-
клонение формы закритически заряженной поверхности жидко-
сти от равновесной за малое время от момента появления заряда 
на свободной поверхности превысит амплитуду термокапилляр-
ных колебаний. Вопрос о дальнейшей эволюции возмущения мо-
дель Френкеля не решает. Тем не менее предложенный Френке-
лем критерий неустойчивости малых возмущений 2>W  принят 
за условие реализации практически наблюдаемой неустойчивости 
заряженной поверхности жидкости по отношению к избытку 
электрического заряда [3 – 5]. Четкое теоретическое обоснование 
этого факта, так же как и его корректная экспериментальная про-
верка, в научной литературе не представлены. Для детального ис-
следования вопроса необходим анализ задачи Френкеля в нели-
нейной по амплитуде волнового движения постановке. Проведе-
ние такого анализа является актуальным вопросом современной 
электрогидродинамики. 

До настоящего времени в научном мире сохраняется устой-
чивый интерес к задаче Френкеля [1]. Эта задача решалась в са-
мых разнообразных постановках. Было исследованно влияние 
вязкости жидкости и ее глубины на закономерности реализации 
неустойчивости [8 – 14]. В связи с тем, что на закономерности 
распространения волн на поверхности жидкости существенное 
влияние оказывают поверхностно активные вещества [15 – 22], в 
работах [23 – 29] было изучено влияние этих веществ на законо-
мерности реализации неустойчивости заряженной поверхности 
жидкости по отношению к избытку электрического заряда. В 
[30 – 38] анализировалось влияние эффектов, обусловленных ре-
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лаксацией заряда. В моделях [39 – 41] проведен анализ совмест-
ного влияния эффектов, связанных с релаксацией заряда и по-
верхностно-активных веществ. В [42 – 48] было исследовано 
влияние внешней среды на закономерности реализации неустой-
чивости Тонкса-Френкеля.  

Главный вывод, следующий из процитированных работ, со-
стоит в том, что диссипация энергии и релаксационные эффекты 
на начальной стадии развития неустойчивости заряженной по-
верхности жидкости сказываются на величине инкремента разви-
тия неустойчивости, но не изменяют условий ее реализации. По-
ле флуктуационных (дисперсионных) сил увеличивает устойчи-
вость свободной поверхности жидкости по отношению к 
давлению электрического поля поверхностного заряда, а влияние 
внешней среды, движущейся параллельно границе раздела сред 
или в импульсном влиянии на свободную поверхность, снижает 
устойчивость по линейному приближению.  

Однако все работы [8 – 48] выполнены в линейном прибли-
жении по амплитуде волны и не дают ответа на вопрос, как про-
исходит формирование эмиссионных выступов и как различные 
физические факторы влияют на этот процесс. Моделирование не-
линейной стадии развития неустойчивости Тонкса-Френкеля яв-
ляется одной из актуальных проблем современной электрогидро-
динамики. 

Временная эволюция периодических капиллярно-
гравитационных волн, возникающих в задаче Френкеля, позволя-
ет исследовать начальную стадию развития неустойчивости Тон-
кса-Френкеля. За начальной стадией неустойчивости следует этап 
усиления влияния нелинейных членов, присутствующих в пол-
ных уравнениях электрогидродинамики и граничных условиях 
задачи. Поэтому следующим последовательным этапом улучше-
ния модели Френкеля является теоретическое исследование не-
линейных периодических капиллярно-гравитационных волн на 
заряженной поверхности жидкости.  

2. Нелинейные волны. Анализ наиболее часто цитируемых 
обзоров по распространению нелинейных волн на поверхности 
жидкости [49 – 51] показывает, что методы исследования нели-
нейных периодических капиллярно-гравитационных волн начали 
разрабатываться около ста лет назад. Первая теоретическая рабо-



8 

та по этой теме выполнена в начале двадцатого столетия 
Дж.Р. Вилтоном [52 – 53] методом прямого разложения основных 
уравнений гидродинамики идеальной жидкости и граничных ус-
ловий к ним по малому параметру, равному отношению амплиту-
ды волны к ее длине. Анализ Вилтона – первая существенная мо-
дификация нелинейной модели периодических гравитационных 
волн Г.Г. Стокса [54] на случай учета капиллярных сил. Кроме 
того, Вилтон провел процедуру решения в эйлеровых перемен-
ных, а не в лагранжевых, как это делал Стокс. 

Во второй половине ХХ века, после того как Ф.Р. Брезертон 
[55] и В.Ф. Саймонс [56] сформулировали методы нелинейного 
анализа периодических волн, процедура решения Вилтона была 
улучшена с помощью метода разных масштабов. Наиболее из-
вестные теоретические и экспериментальные результаты в облас-
ти исследования периодических нелинейных капиллярно-
гравитационных волн на поверхности жидкости принадлежат 
Л.Ф. Мак-Голдрику [57 – 60] и А.Х. Найфэ [61 – 63]. Акцент в 
исследованиях Мак-Голдрика и Найфэ сделан на исследование 
резонансного взаимодействия волн. Приведенные в их работах 
выражения для профиля волны ( , )x tξ = ξ  во втором приближении 
по ее амплитуде волны в обозначениях, использованных при об-
суждении задачи Френкеля, имеют следующую структуру:  

( ) ( )
2

2
2 2

1
cos cos 2( ) ...

0.5

k
a k x t ka k x t

k

+ αξ = −ω + −ω +
−α

;     
gρ
γα = , 

где а и k – волновое число и амплитуда волны, определяемые из 
начальных условий, а значение частоты ω  постоянно по Вилтону, 
но является медленно меняющейся функцией времени по Мак-
Голдоику и Найфэ: ( )2

0 1 a tω ω δ= + . Значение параметра δ  опре-

деляется с помощью стандартной процедуры устранения секу-
лярных членов в задаче третьего по амплитуде порядка малости.  

Независимо от метода решения при 1/ 2k α=  отношение 
слагаемого второго по безразмерной амплитуде a порядка мало-
сти в выражении для профиля волны к предыдущему слагаемому 
стремится к бесконечности. Найфэ и Мак-Голдрик связали этот 
факт с вырожденным трехмодовым резонансным взаимодействи-
ем капиллярных и гравитационных волн, а для построения при-
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годного в использовании профиля волны применили в этой си-
туации плохо обоснованные приемы, основанные на представле-
нии о перекачке энергии волны из основной гармоники с волно-
вым числом 1/k α=  в гармонику с волновым числом 2k . Но они 
не учли, что при выполнении условий резонанса в уравнениях 
движения колебательных систем весьма существенную роль иг-
рают члены уравнений, отвечающие за диссипацию энергии. Мо-
дели Мак-Голдрика и Найфэ при резонансном значении 

α2/1=k  дают неверную картину явления из-за несовершенства 
модели идеальной жидкости, а не по причине неправильности 
методики решения. При нерезонансных значениях волнового 
числа методика Мак-Голдрика и Найфэ может быть взята за ос-
нову построения модели нелинейных периодических волн на по-
верхности заряженной жидкости. В настоящей работе показано, 
как выполняется теоретическое исследование нелинейных перио-
дических волн на поверхности заряженной жидкости с помощью 
приемов, предложенных в работах Мак-Голдрика [58 – 60] и 
Найфэ [61 – 63]. 

Важно подчеркнуть, что имеется довольно много исследова-
тельских направлений, связанных с изучением волн на поверхно-
сти жидкости, которые далеки от рассматриваемой темы, несмот-
ря на схожесть названия. Отметим некоторые из этих направле-
ний, чтобы подчеркнуть их отличие от изучаемого вопроса и дать 
читателю некоторые ориентиры в значительно более широкой 
научной области исследования нелинейных волн на поверхности 
жидкости. 

Гравитационные волны [54, 64 – 70] уже в линейном по ам-
плитуде волны приближении не имеют на зависимости фазовой 
скорости от волнового числа точки минимума, а на зависимости 
частоты волны от волнового числа не имеют точки перегиба. 
Благодаря этому трехмодовое резонансное взаимодействие, ха-
рактерное для капиллярно-гравитационных волн, невозможно для 
чисто гравитационных волн. Кроме того, наиболее неустойчивая 
по Френкелю мода является волной, на гребнях которой капил-
лярные силы и силы гравитации по порядку величины сравнимы, 
что не позволяет считать наиболее неустойчивую моду чисто 
гравитационной. По аналогичной причине вне области интересов 
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настоящей работы лежат исследования по чисто капиллярным 
волнам [71]. 

Мы исключили из рассмотрения модель мелкой воды [72 – 
76], считающуюся пригодной, только если отношение длины вол-
ны к толщине жидкой пленки является малым параметром задачи, 
и связанные с ней солитонные модели распространения частице-
подобных возмущений по поверхности жидкости [76 – 77]. 

Не будем также рассматривать частные ситуации, когда по-
верхностная плотность электрического заряда и поверхностное на-
тяжение связаны между собой определенным соотношением, ис-
кусственно упрощающим задачу (так сделано в работах [78 – 79]). 

Интересно отметить, что попытки теоретического исследова-
ния нелинейных капиллярно-гравитационных волн на заряжен-
ной поверхности идеальной жидкости без использования модели 
мелкой воды уже предпринимались в работах [80 – 84]. В них со-
держалась попытка обобщить методику Найфэ [63] на случай за-
ряженной поверхности проводящей жидкости, являющейся ниж-
ним электродом конденсатора с плоской верхней обкладкой, рас-
положенной горизонтально. Они содержат большое число 
математических выражений, составляющих формальное решение, 
но в них нет физически четких выводов о значении полученных 
результатов для исследования неустойчивости Тонкса-Френкеля. 
Авторы работ [80 – 84], по-видимому, не знакомы ни с теорети-
ческой работой Френкеля [1], ни с экспериментальными работа-
ми, в которых неустойчивость Тонкса-Френкеля наблюдалась, и 
плохо представляют, над моделью какого явления работают. По-
этому результаты, полученные в [80 – 84] на настоящий момент 
не имеют правильной физической трактовки. Более того, в [82] 
для исследования влияния нелинейности волны на критические 
условия реализации неустойчивости используется необоснован-
ная методика построения разложения, приводящая к ошибочному 
результату. 

Особо следует отметить актуальность вопроса корректного 
аналитического исследования влияния диссипации на нелиней-
ные волны на поверхности жидкости не только в случае ее элек-
трической заряженности, но даже в самом простом случае, когда 
учитываются только капиллярные силы и поле сил тяжести. 
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Как уже отмечалось, первые успешные исследования нели-
нейных капиллярно-гравитационных волн были выполнены для 
идеальной жидкости сто лет назад [52 – 53]. Работы того же вре-
мени по исследованию влияния вязкости на нелинейные волны 
[53, 85] выглядели менее значимо, содержали неточности и 
ошибки. Из-за принятой для того времени координатной формы 
записи громоздкую даже в современных обозначениях полную 
математическую формулировку задачи о нелинейных волнах в 
вязкой жидкости с внятным объяснением сути ключевых этапов 
решения практически невозможно было ясно изложить в объеме 
журнальной статьи. В результате исследования нелинейных волн 
в приближении идеальной жидкости были приняты научной об-
щественностью как вполне достоверно передающие особенности 
нелинейного волнового движения и к тому же давали возмож-
ность с существенно меньшими затратами получить уникальные 
результаты, поскольку фактически это были первые шаги нели-
нейной физики. В итоге сложилась традиция в исследованиях 
свойств нелинейных волн на поверхности глубокой жидкости от-
давать приоритет приближению идеальной жидкости. 

Лавинообразно растущее число работ по аналитическому 
исследованию волн на поверхности идеальной жидкости (см., 
например [49 – 51] и указанную там литературу) существенно 
превышает количество попыток аналитически корректно описать 
влияние вязкости на временную эволюцию нелинейной поверх-
ностной волны. Имеющиеся исследования по корректному 
аналитическому исследованию волн в вязкой жидкости до сих 
пор малочисленны и выполняются в приближении малой 
вязкости в рамках теории пограничного слоя [86 – 87], пригодном 
лишь при больших значениях числа Рейнольдса.  

В настоящей монографии описывается строгий асимптотиче-
ский метод решения задачи определения профиля нелинейной 
периодической волны, распространяющейся по заряженной по-
верхности глубокой жидкости произвольной вязкости, разрабо-
танный в последние годы [89-95]. 
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2. Нелинейные периодические волны  
на однородно заряженной поверхности 

электропроводной жидкости.  
Нелинейный анализ устойчивости 
заряженной поверхности жидкости 

2.1. Нелинейные периодические капиллярно-
гравитационные волны на однородно заряженной 
поверхности идеально проводящей бесконечно 
глубокой идеальной несжимаемой жидкости 

1. Изучение критических условий реализации неустойчиво-
сти заряженной поверхности жидкости представляет значитель-
ный интерес в связи с многочисленными академическими, техни-
ческими и технологическими приложениями феномена. Тем не 
менее большая часть проведенных теоретических исследований, 
основанных на изучении устойчивости  капиллярных волн беско-
нечно малой амплитуды, выполнена в линейном приближении, 
хотя нелинейная суть феномена, основанная на нелинейности ос-
новных уравнений гидродинамики, очевидна и подтверждается 
известными экспериментами [3 – 4, 95 – 97]. Отметим, что мето-
ды асимптотического анализа нелинейных периодических волн 
достаточно хорошо разработаны в связи с исследованиями нели-
нейных капиллярно-гравитационных волн на незаряженной по-
верхности жидкости (см. «Введение» и указанную там литерату-
ру) и могут быть успешно использованы для анализа обсуждае-
мой проблемы. Следует, однако, оговориться: нелинейные волны 
на заряженной поверхности идеальной жидкости в недавнее вре-
мя изучались [75 – 79], но ориентированы цитируемые работы на 
поиск солитонных решений и не представляют интереса в плане 
исследования нелинейных периодических волн. 

2. Пусть идеальная, идеально проводящая несжимаемая жид-
кость плотностью ρ с коэффициентом поверхностного натяжения 
γ заполняет в поле сил тяжести полупространство z < 0 декарто-
вой системы координат, орт ze  которой направлен против на-

правления ускорения силы тяжести ze g
 
� . Примем также, что 
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свободная поверхность жидкости заряжена и в ее окрестности 
существует однородное электростатическое поле E0, направлен-
ное параллельно орту ze


. 

Будем рассматривать плоскую волну, бегущую по свобод-
ной поверхности граничащей с вакуумом жидкости вдоль на-
правления орта xe

 , тогда деформация свободной поверхности 
жидкости, связанная с бегущей волной, поле скоростей волнового 
движения, распределение давлений и электрического поля в ок-
рестности искаженной волновым движением свободной поверх-
ности жидкости будут зависеть, кроме времени t, только от коор-
динат x и z. Уравнение свободной поверхности жидкости, иска-
женной волновым движением малой амплитуды, представим в 
виде z = ξ(x,t).  

Поставим перед собой цель – найти в четвертом порядке 
малости по амплитуде волны, которую будем считать малой по 
сравнению с ее длиной, профиль бегущей волны, не изменяю-
щийся во времени, и нелинейную по амплитуде поправку к час-
тоте. Отметим, что чисто синусоидальный профиль сохраняется 
во времени только для волн бесконечно малой амплитуды и не 
является стационарным уже при расчетах второго порядка мало-
сти, поэтому в классических работах по теории волн конечной 
амплитуды в идеальной несжимаемой жидкости [52 – 63] задача 
расчета волны конечной амплитуды во втором порядке малости 
трактуется как задача определения профиля волны, не изменяю-
щегося с течением времени. Как будет показано ниже, появление 
в расчетах более высокого порядка малости, чем второй, нели-
нейной квадратичной по малому параметру поправки к частоте 
приведет к тому, что фазовые скорости линейной по малому па-
раметру волны и нелинейных поправок к ней будут различны. 
Это означает, что говорить о стационарном во времени профиле 
волны конечной амплитуды можно лишь на весьма ограниченных 
интервалах времени.  

3. Учитывая вышесказанное, математическая модель фено-
мена может быть сформулирована в виде краевой задачи сле-
дующим образом: 

ξ>z :                                 02 =Φ∇ ;                                                   (1) 
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ξ<z :                                           02 =∇ ϕ ;                                          (2)  

2 2

0 2
p p gz

t x z

 ∂ϕ ρ ∂ϕ ∂ϕ   = −ρ −ρ − +     ∂ ∂ ∂    
;                       (3) 

ξ=z :                                  
t x x z

∂ξ ∂ξ ∂ϕ ∂ϕ+ =
∂ ∂ ∂ ∂

;                                    (4) 

3 / 222 2
( )

128
p

xx

−
∇Φ ∂ ξ ∂ξ

+ = −γ +
π ∂∂

       
;                   (5) 

0Φ = ;                                                 (6) 

∞→z :                                zeE0−→Φ∇ ;                                         (7)  

−∞→z :                                 0→∇ϕ .                                               (8) 

Для однозначной разрешимости обсуждаемой задачи необхо-
димо сформулировать еще и начальные условия. Однако в зада-
чах подобного рода проблема выбора начальных условий оказы-
вается довольно тонким вопросом, поскольку произвольное на-
перед заданное начальное условие может привести к 
неоправданному увеличению громоздкости решения. Поэтому в 
классических построениях периодических волновых профилей на 
поверхности идеальной жидкости начальное условие выбирается 
так, чтобы аналитическое описание решения было наименее гро-
моздким. Фактически требование определения начального усло-
вия заменяется принципом – искать решение наименее громозд-
кое в смысле математического описания. Именно такой подход 
используется в настоящей работе.  

Будем полагать, что в нулевом приближении свободная по-
верхность находится в невозмущенном состоянии и описывается 
уравнением z = 0, жидкость покоится, а электрическое  поле од-
нородно во всем пространстве: 
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00 ≡ξ ;               00 ≡∇ϕ ;               zeE00 −≡Φ∇ ;            
π8

2
0

0

E
p −= . 

Подставляя эти выражения в (1) – (8), получим 

0 0E zΦ ≡ − . 

4. Разобьем решаемую задачу по порядкам малости. Но 
предварительно исключим из рассмотрения функцию давления 
p( r

 ,t) , подставив выражение для давления (3) в динамическое 
условие (5), которое тогда примет вид 

=
















∂
Φ∂+







∂
Φ∂+

















∂
∂+







∂
∂−

∂
∂−−−

22222
0

8

1

28 zxzxt
g

E

π
ϕϕρϕρξρ

π  

2

3
2

2

2

1

−


















∂
∂+

∂
∂−=

xx

ξξγ . 

Неизвестными функциями в задаче являются возмущение 
свободной поверхности ξ, потенциал скорости ϕ и электрический 
потенциал Φ. Искать их будем в виде разложений по малому па-
раметру: 

2 3 4 5

1 2 3 4 ( )Oξ = εξ + ε ξ + ε ξ + ε ξ + ε ;                      (9) 
 

2 3 4 5

0 1 2 3 4 ( )E z OΦ = − + εΦ + ε Φ + ε Φ + ε Φ + ε ;         (10) 
 

2 3 4 5

1 2 3 4 ( )Oϕ = εϕ + ε ϕ + ε ϕ + ε ϕ + ε ;           (11) 
 

~ (1)Onξ ;   ~ (1)OnΦ ;  ~ (1)Onϕ , 
 

где ε – малый безразмерный параметр, определяемый как произ-
ведение амплитуды волны a на волновое число k. 

Решать задачу будем методом многих масштабов теории 
возмущений. Для этого примем, что неизвестные функции ξn, ϕn, 
Φn зависят, помимо координат x и z, от разных временных мас-
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штабов: от основного T0 = t и более медленных T1 = ε t, T2 = ε 2 t, 
T3 = ε 3 t, то есть 

 

0 1 2 3( , , , , )n n T T T T xξ = ξ ;     0 1 2 3( , , , , , )n n T T T T x zΦ = Φ ; 

0 1 2 3( , , , , , )n n T T T T x zϕ = ϕ . 
 

С учетом этого оператор дифференцирования по времени 
примет вид 

 

)( 4

3

3

2

2

10

εεεε O
TTTTt

+
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

.              (12) 

 
Граничные условия на свободной поверхности жидкости раз-

ложим по амплитуде отклонения поверхности от равновесной 
плоской (по ε) в окрестности z = 0. Точнее говоря, все величины, 
входящие в условия (4) – (6) и зависящие от z, разложим в ряд 
Тэйлора в окрестности z = 0. Также разложим по степеням малого 
параметра величины (∂ξ/∂t) и (∂2ξ/∂x2)/(1 + (∂ξ/∂x)2)3/2. При раз-
ложении частных производных по времени (∂ξ/∂t) и (∂ϕ/∂t) будем 
учитывать выражение (12). Подставляя разложения (9) – (11) в 
(1), (2), (7), (8), собирая слагаемые при одинаковых степенях ε и 
приравнивая их к нулю, разобьем задачу на порядки малости от 
первого до четвертого. 

5. Математическая формулировка задачи первого порядка 
малости имеет вид 

0>z :                                        01
2 =Φ∇ ; 

0<z :                                        01
2 =∇ ϕ ; 

0=z :         01

0

1 =
∂
∂−

∂
∂

zT

ϕξ
;           0

2
1

2
1

4
0

0

1
1 =

∂

∂
+

∂
Φ∂

−
∂
∂

−−
xz

E

T
g

ξ
γπ

ϕ
ρξρ  ; 

0101 =−Φ ξE ; 

∞→z :                             01 →Φ∇ ; 

−∞→z :                              01 →∇ϕ . 
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Решение задачи первого порядка малости легко получается 
классическими методами: 

 
1 1

exp( ) exp( );1
2 2

i iξ = ζ ⋅ θ + ζ ⋅ − θ   

 

exp( ) exp( ) exp( ) exp( )1
2 2

i i
kz i kz i

k k

ω ω
ϕ = − ζ ⋅ ⋅ θ + ζ ⋅ ⋅ − θ ; 

 

0 0exp( ) exp( ) exp( ) exp( )1
2 2

;
E E

kz i kz iΦ = ζ ⋅ − ⋅ θ + ζ ⋅ − ⋅ − θ   

 
2 23

2 0
4

E kk
gk

γω ≡ + −
ρ πρ

;        0.kx Tθ ≡ − ω⋅  

 
Теперь можно сформулировать начальное условие, с кото-

рым будет проводиться дальнейшее рассмотрение. Примем, что 
все нелинейные поправки к профилю волны, получающемуся в 
первом порядке приближений (к функции )x,

0
T(

11
ζζ = ), будут 

функциями аргумента (m⋅θ), где целое число m > 1. Иными сло-
вами, примем, что амплитудные множители при возможных не-
линейных поправках к профилю волны с аргументом θ =θ  равны 
нулю. Начальное условие такого вида использовалось ранее в 
[61 – 63] и выяснилось, что оно обеспечивает достаточно простой 
вид получающихся решений. 

6. Математическая формулировка задачи второго порядка 
малости получится в виде 

0>z :                                     02
2 =Φ∇ ; 

 
0<z :                                       02

2 =∇ ϕ ; 
 

0=z :                   
2

2 2 1 1 1 1
1 2

0 1

;
T z T x xz

∂ξ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ξ ∂ϕ ∂ξ− = ξ − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
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2 2
02 2 2 1 1

2 12
0 1 04

E
g

T z T z Tx

∂ϕ ∂Φ ∂ ξ ∂ϕ ∂ ϕ−ρ ξ −ρ − + γ = ρ + ρξ +
∂ π ∂ ∂ ∂ ∂∂

 

 
2 2 2 22

01 1 1 1 1
1 2

1 1
;

2 2 8 4 8

E

z x z xz

∂ϕ ∂ϕ ∂Φ ∂ Φ ∂Φρ ρ       + + − + ξ −       ∂ ∂ π ∂ π π ∂∂       
 

 
1

2 0 2 1E
z

∂ΦΦ − ξ = −ξ
∂

; 

 
∞→z :                                       2 0∇Φ → ; 

 
−∞→z :                                     02 →∇ϕ . 
 

Решение сформулированной задачи легко находится: 

2 2
2(2 ( ) ) 20 ( exp(2 ) exp( 2 ))2 2

8 ( 2 )
;

k k g E k
i i

g k

π γ + ρ −
ξ = ζ ⋅ θ + ζ ⋅ − θ

π ρ − γ
 

2
220

2 2

(6 )
( exp(2 ) exp( 2 )) exp(2 );

8 ( 2 )

i k k E
i i kz

g k

ω π γ −ϕ = − ζ ⋅ θ − ζ ⋅ − θ ⋅
π ρ − γ

 

+ζζ=Φ
2
0

2
kE

 

).2exp())2exp(
2

)2exp(2(
)22(8

)
2

0)22(2(0 kzii
kg

kEgkkE
−⋅θ−ζ+θζ

γ−ρπ

−ρ+γ−π
+  

 

7. Математическая формулировка задачи третьего порядка 
малости имеет вид 

 
0>z :                                       2

3 0;∇ Φ =  
 

0<z :                                       2
3 0;∇ ϕ =  
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0=z :              3 3
3 1

0

;

T z

∂ ξ ∂ϕ
− = Ω

∂ ∂
           3 0 3 33;EΦ − ξ = Ω  

 

;
322

3

2

3

4

0

0

3

3
Ω=

∂

ξ∂
γ+

∂

Φ∂

π
−

∂

ϕ∂
ρ−ξρ−

x
z

E

T

g  

 
∞→z :                                     3 0;∇Φ →  

 
−∞→z :                                    3 0.∇ϕ →  

 
Выражения для функций неоднородностей 31 32 33, ,Ω Ω Ω  в 

правых частях граничных условий на свободной поверхности, 
определяющихся решениями первого и второго порядков мало-
сти, приведены в «Приложении А».  

Решение неоднородной задачи можно получить после мате-
матически несложной, но громоздкой процедуры: 

 
33

3 ( exp(3 ) exp( 3 ));i iξ = Χ⋅ ζ ⋅ ⋅θ + ζ ⋅ − ⋅θ  

 

2 2 2 2 2 2 4 4 2 2
(32 32 (1 ) 6 21 6)

;2 2 2 2
32(1 2 ) (1 3 )

k k W kW k W k k

k k

α + α − α + α + α +
Χ =

− α − α
 

 

3 31 ( exp( ) exp( )) exp( )i i i i kzϕ = Υ ⋅ζζ ⋅ ⋅ ζ ⋅ ⋅ θ − ⋅ ζ ⋅ − ⋅θ ⋅ +  

 
33

33 ( exp(3 ) exp( 3 )) exp(3 );i i i i kz+Υ ⋅ ⋅ ζ ⋅ ⋅ θ − ζ ⋅ − ⋅θ ⋅  
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2 2 2 2 3 3
(32 104 8 78 15 )

;
33 2 2 2 2

32(1 2 ) (1 3 )

k kW k W W k k

k k

α ω α − α − + α + α
Υ = −

− α − α

 

 

2 2 2 4 4 2 2
(2 (8 12 9) 14 25 2)

;
31 2 2

32 (1 2 )

gk kW kW k k k

k

α α − α − + α + α +
=

ω − α

Υ  

 

3 31 ( exp( ) exp( )) exp( )i i kzΦ =Θ ⋅ ζζ ⋅ ζ ⋅ θ + ζ ⋅ − θ ⋅ − +  

 
33

33 ( exp(3 ) exp( 3 )) exp( 3 );i i kz+Θ ζ ⋅ θ + ζ ⋅ − θ ⋅ −  

 

2 2 2 4 4 2 2
(8 (4 5 7) 6 33 24)

0 ;
33 2 2 2 2

32(1 2 ) (1 3 )

E k kW kW k k k

k k

α α + α − + α − α +
Θ =

− α − α

 

 

2 2 2
(4 7 12 )

0

31 2 2
16(1 2 )

E k k kW

k

α + − α
Θ =

− α

 ;         ;

2
0

4

E
W

g

=
πρ γ

        
g

γ
α ≡

ρ
, 

 

где α  – капиллярная постоянная жидкости; W  – параметр Тон-
кса-Френкеля, характеризующий устойчивость плоской однород-
но заряженной свободной поверхности электропроводной жидко-
сти [1 – 2]. 

Также в решении задачи третьего порядка малости как ре-
зультат получена следующая зависимость амплитуды волны ζ от 
временных масштабов T2 и T3: 
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exp( ) exp( );
2

1 0 1 2i i Tζ = ζ ⋅ β ⋅ δ ⋅ ζ ⋅  

 

3 2 2 2 2 2 2
( (1 2 ) 8 16 (1 ))

2 2
16 (1 2 )

g k k k kW k kW

k

α + α + − α +α −α
δ = −

ω − α

. 

Здесь ζ1 и β0 – функции, зависящие только от T3 и определяе-
мые из решения задач высших порядков малости. 

8. Математическая формулировка задачи четвертого порядка 
малости имеет вид 

0>z :                                         2
4 0;∇ Φ =  

 
0<z :                                          2

4 0;∇ ϕ =  
 

0=z :                                       4 4
41

0

;
T z

∂ξ ∂ϕ− = Ξ
∂ ∂

 

 
2

04 4 4
4 422

0 4

E
g

T z x

∂ϕ ∂Φ ∂ ξ−ρ ξ −ρ − + γ = Ξ
∂ π ∂ ∂

;          4 0 4 43EΦ − ξ = Ξ ; 

 
∞→z :                                      4 0;∇Φ →  

 
−∞→z :                                    4 0.∇ϕ →  
 

Выражения для функций неоднородностей Ξ41, Ξ42 и Ξ43 в правых 
частях граничных условий, определяющихся решениями задач 
первого, второго и третьего порядка малости,  приведены в 
«Приложении B». 

Результат решения задачи четвертого порядка малости при 
принятом начальном условии имеет вид 

04 4 4ξ = ϕ = Φ ≡ ;       
k

1

1
=ζ ;           .0

0
=β  
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Таким образом, в решении всей задачи будут отсутствовать 
величины четвертого порядка малости.  

9. Окончательные выражения для профиля нелинейной вол-
ны на однородно заряженной свободной поверхности жидкости, 
для потенциала поля скоростей и для потенциала электрического 
поля  имеют вид 

* *
2 3cos( ) cos(2 ) 2 cos 3 ;a a aξ= ⋅ θ + ⋅Λ⋅ θ + ⋅Χ⋅ θ               (13) 

 

* *

(3 2 )2exp( ) sin( ) exp(2 ) sin(2 )
2 2

2(1 2 )

k k W
a kz a kz

k k

ω ωα α −
ϕ = ⋅ θ + ⋅ θ +

− α

 

);3sin)3exp(
33

2sin)exp(
31

2(3 θ⋅⋅Υ−θ⋅⋅Υ−+ kzkza  

+
∗
θ⋅−⋅⋅+⋅−=Φ )cos()exp(

00
kzEazE  

+
















∗θ⋅−
α−

α−α−
++ )2cos()2exp(

22
21

2
22

2
1

2

02 kz

k

kWkkE
a  

);3cos)3exp(
33

2cos)exp(
31

2(3 θ⋅−⋅Θ+θ⋅−⋅Θ⋅+ kzkza  

2 2

2 2

(1 2 )
;

2(1 2 )

k k kW

k

+α − α
Λ ≡

− α
       2 2

* .a t kx t a tθ ≡ θ + δ⋅ ⋅ ≡ − ω ⋅ + δ⋅  

 
10. Из проведенного решения и выражения (13) для профиля 

волны видно, что о существовании стационарного во времени 
профиля волны конечной амплитуды можно говорить лишь ус-
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ловно. Стационарный во времени профиль волны получится, если 
ограничить расчеты вторым порядком малости. В этом случае 
нелинейной добавки к частоте не будет и профиль волны опреде-
лится первыми двумя слагаемыми (13) при δ = 0 (при θθ ≡∗ ). В 
расчетах третьего порядка малости нелинейная по амплитуде до-
бавка к частоте появляется в (13) в линейном по a  слагаемом, а в 
квадратичном ее еще не будет. Следует отметить, что в работах 
по нелинейным волнам [61 – 63] нелинейные поправки к часто-
там, найденные в расчетах третьего порядка малости, включают-
ся во все компоненты выражения, описывающего профиль, от 
линейной до кубической, что представляется некорректным. В 
самом деле, если в (13) в квадратичном по малому параметру сла-
гаемом разложить косинус в окрестности θ по степеням малого 
параметра, то слагаемое, пропорциональное δ, будет иметь ми-
нимум  четвертый порядок малости, приводить которое в расче-
тах третьего порядка некорректно. В выше проведенных расчетах 
четвертого порядка малости нелинейная поправка к частоте 
вполне законно появляется в квадратичном слагаемом, но в куби-
ческом по малому параметру слагаемом фигурирует невозму-
щенный аргумент θ.  

Сказанное означает, что в расчетах и третьего, и четвертого 
порядка малости фазовые скорости различных компонент 
профиля волны будут различны, что приведет к его деформации 
со временем. Остается надежда получить стационарный во 
времени профиль волны в расчетах следующего пятого порядка 
малости, если в этом приближении, так же как в расчетах 
четвертого порядка малости, нелинейная добавка к профилю 
волны окажется равной нулю. Но в этом случае нелинейную 
добавку к частоте можно будет на законном основании привести 
в поправке к амплитуде третьего порядка малости (в третьем 
слагаемом в (13)).  

11. Полученное выражение для профиля нелинейной волны 
на свободной заряженной поверхности идеальной жидкости в 
пределе W→ 0 совпадает с известным (см. [61 – 63]) выражением 
для профиля нелинейной капиллярно-гравитационной волны на 
незаряженной поверхности идеальной жидкости (с учетом выше 
сказанного о некорректности включения поправок к частотам в 
нелинейные по амплитуде слагаемые профиля). Из приведенных 
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выражений видно, что амплитудный коэффициент поправки вто-
рого порядка малости Λ резонансно нарастает при ./kk 212 ⋅≡= α  
Амплитудный коэффициент поправки третьего порядка малости 
Χ имеет уже два резонанса: при 2kk =  и при 313 ⋅≡= α/kk . В 
квадратичном приближении (когда имеется лишь один резонанс 
при 2kk = ) при резонансном взаимодействии энергия перека-
чивается от длинных волн с волновыми числами 2kk =  к более 
коротким с волновыми числами 22kk = . Из (13) видно, что 
аналогичным будет и направление перекачки энергии в 
окрестности резонанса 3kk = : энергия будет перекачиваться от 
длинных волн с волновыми числами 3kk = к волнам с 33kk = , но 
сам эффект будет иметь более высокий порядок малости. 

Из (13) также видно, что нелинейная добавка к частоте 
пропорциональна квадрату амплитуды волны a  и отрицательна (в 
представляющей интерес в смысле исследования устойчивости 
заряженной поверхности жидкости области значений волновых 
чисел 2kk  ), а сам эффект имеет третий порядок малости. 
Интересно, что нелинейная добавка к частоте, так же как и 
амплитудные множители Λ и Χ, имеет резонансный вид. Это 
означает ограниченную применимость выражения (13) в 
окрестности волновых чисел 2kk =  и 3kk = , поскольку как 
амплитудные множители, так и добавка к частоте должны быть 
лишь малыми поправками к величинам первого порядка малости. 

Учтем теперь, что критические условия реализации 
неустойчивости Тонкса-Френкеля определяются условиями 
прохождения через ноль квадрата частоты виртуальной волны и 
равенством нулю первой производной от частоты по волновому 
числу (из последнего условия определяется волновое число 
капиллярной волны, обладающей максимальным инкрементом 
неустойчивости) [1]. При расчетах в линейном приближении 
критическое значение параметра Тонкса-Френкеля ∗=WW  и 
волнового числа ∗= kk  получаются в виде [1] 

 

1 1 1; 2.k W k k− − −
∗ ∗ ∗= α = α + α =  
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В рассматриваемой нелинейной ситуации система алгебраи-
ческих уравнений относительно W и k  получается весьма 
громоздкой, но, поскольку нас интересует лишь оценка по 
порядку величины, представим искомые значения параметра 
Тонкса-Френкеля и волнового числа в виде разложений по 
квадрату амплитуды волны в виде: 

2 22 ; 1 .W w k≈ − ⋅ε α ≈ − κ ⋅ε  

Подставляя такие разложения в систему уравнений для 
определения критических условий неустойчивости, легко найти 
w  = 11/8  и  κ = 23/16. 

Таким образом, нелинейный анализ показывает, что критиче-
ская для реализации неустойчивости заряженной поверхности 
жидкости поверхностная плотность заряда и волновое число 
наиболее неустойчивой моды снижаются по сравнению с 
предсказываемыми линейной теорией. 

Напомним также, что расчеты в четвертом порядке малости 
по амплитуде волны показывают, что в нелинейной добавке к 
частоте отсутствует слагаемое, пропорциональное третьей 
степени амплитуды. Будет ли отлична от нуля добавка к частоте, 
пропорциональная четвертой степени амплитуды, можно будет 
узнать при расчетах пятого порядка малости. Такие расчеты 
желательно провести, чтобы выяснить дальнейшие тенденции 
изменения нелинейных поправок к критическим условиям 
реализации неустойчивости заряженной поверхности жидкости.  

12. Дальнейший анализ выражения (13) ограничим первыми 
двумя слагаемыми, образующими в использованном прибли-
жении не изменяющийся во времени профиль волны конечной 
амплитуды.  

Как отмечалось выше, амплитудный коэффициент Λ в 
слагаемом второго порядка малости имеет резонансный вид: при 

2kk =  знаменатель выражения для  Λ обращается в нуль, а сама 
добавка стремится к бесконечности. Этот феномен для нелиней-
ных волн на незаряженной поверхности жидкости исследован 
[61]. В отличие от случая незаряженной поверхности жидкости 
выражение для Λ в (13) содержит в числителе параметр W, 
входящий в него с отрицательным знаком и характеризующий 
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устойчивость заряженной поверхности жидкости по отношению 
к давлению электрического поля собственного заряда. Сказанное 
означает, что при определенных соотношениях физических 
параметров Λ может остаться конечным даже при равном нулю 
знаменателе. Знаменатель Λ обращается в нуль при 2kk → , но 
если одновременно устремить 061223 .)/(WW ≈=→ × , то при 
таком предельном переходе числитель Λ также будет стремиться 
к нулю. В итоге при ×=WW  в  пределе 2kk →  для величины Λ 
получается неопределенность типа 0/0, которая при вычислении 
по правилу Лапиталя дает Λ = 1/8. Сама зависимость )k(αΛΛ ∗=  
становится непрерывной. Она приведена пунктирной линией на 
рис. 1, где показаны зависимости безразмерного множителя Λ от 
безразмерного волнового числа kα  при различных значениях W. 

Отметим, что независимо от величины W при приближении 
k  к значению 2k  разложение (13) становится непригодным для 
представления решения, т.к. величина квадратичной по безраз-
мерной амплитуде a  добавки становится значительно больше 
линейного по a  члена разложения. В этой связи интересно оце-
нить влияние вязкости, играющей важную роль в резонансных 
явлениях. Проделаем это на примере воды.  

Как будет показано в следующей главе, на незаряженной 
поверхности вязкой жидкости для воды влияние вязкости на 
профиль волны существенно на интервале ).;.(Dk 7060≡∈α . На 
концах этого интервала амплитуда добавки второго порядка 
малости, оцененная без учета вязкости, оказывается завышенной 
на несколько процентов своей величины, но при 2kk →  это 
завышение становится бесконечным. Вне указанного интервала 
модели вязкой и невязкой воды дают хорошо согласующиеся 
результаты. В этой связи нижеследующий анализ проводится для 
волн, у которых Dk∉α . Части зависимостей, которые на рис. 1 
попадают внутрь области D, лишены физического смысла, т.к. 
они построены в области несовершенства исходной модели, 
подразумевающей отсутствие вязкости.  
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Рис. 1. Зависимости безразмерного амплитудного множителя )k(αΛΛ =  
от безразмерного параметра W: 

a –  05,0−= ×WW  (1);    25,0−= ×WW  (2);    5,0−= ×WW  (3); 

b –  05,0+= ×WW  (1);    25,0+= ×WW  (2);    5,0+= ×WW  (3); 
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Из рис. 1 видно, что физически достоверные части зависи-
мостей )k(αΛΛ =  в пределе ×→WW  стремятся к зависимости 

)k(αΛΛ ∗= . Значение ×=WW  естественно принять за критерий 
разделения волновых движений. При таком W  знак асимпто-
тического значения Λ в пределе 2kk →  на рассмотренных зависи-
мостях меняется на противоположный. Видно также, что добавка 
второго порядка малости к линейной части решения стремится к 
нулю при ×→WW . 

На рис. 1а показано семейство зависимостей )k(αΛΛ = , 
построенных при различных значениях ×≤WW . В этой области 
значений W  амплитуда добавки второго порядка малости при 
изменении волнового числа ведет себя так же, как и для 
незаряженной поверхности: для волнового движения характерны 
профили с заостренной вершиной у длинных волн с 2kk   и с 
притупленной вершиной у коротких волн с 2kk  . Это наглядно 
продемонстрировано на рис. 2 (см. подробнее в [61 – 63]).  

На рис. 1b изображены зависимости )k(αΛΛ = , рассчитан-
ные при различных значениях параметра W  из диапазона 

2≤≤× WW . Несложно видеть, что приведенные зависимости в 
некотором смысле обратны изображенным на рис. 1a: правые 
физически достоверные части этих зависимостей, отвечающие 
коротким волнам, положительны в достаточно протяженной 
правой окрестности точки 2kk = , а не отрицательны, как на 
рис. 1a (ветвь 1 уходит в область отрицательных значений на 
достаточно большом расстоянии от 2kk = ). Поэтому нелинейные 
волны, соответствующие этим зависимостям естественно интер-
претировать в качестве нового, ранее неизвестного, типа перио-
дического волнового движения на поверхности идеальной жидко-
сти, появление которого связано с наличием поверхностного 
заряда. Профили таких волн приведены на рис. 3 в сравнении с 
профилями волн на незаряженной поверхности жидкости. Не-
сложно видеть, что профили капиллярно-гравитационных волн на 
заряженной и незаряженной поверхности жидкости различаются 
существенным образом. Обнаруженные волны на заряженной 
поверхности идеальной несжимаемой жидкости уместно назвать 
электро-капиллярно-гравитационными, или просто электрокапил-
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лярными, пренебрегая слабым в рассматриваемом диапазоне 
волновых чисел влиянием поля сил тяжести. 
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Рис. 2. Профили волн на воде, рассчитанные по формуле (13)  
при W = 0; 0,8 (линии 1,2) для 5,0=kα  (2a) и 9,0=kα  (2b) 
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Рис. 3. Профили волн на воде, рассчитанные по формуле (13)  
при W = 0; 1,2(линии 1,2) для 5,0=kα  (3a) и 9,0=kα  (3b) 
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13. Заключение. При решении задачи о расчете профиля бе-
гущей периодической капиллярно-гравитационной волны на од-
нородно заряженной идеальной несжимаемой электропроводной 
жидкости выяснилось, что в асимптотических расчетах более 
высокого порядка малости, чем второй, получающиеся профили 
волн не являются стационарными, а расплываются из-за того, что 
фазовые скорости поправок различных порядков малости к 
профилю волны различны. 

Нелинейная, зависящая от квадрата амплитуды поправка к 
частоте волны появляется в расчетах третьего порядка малости, 
имеет резонансный вид и приводит к возникновению нелинейных 
поправок к критическим условиям реализации неустойчивости 
свободной поверхности жидкости по отношению к поверхност-
ному заряду. Критическая для реализации неустойчивости по-
верхностная плотность заряда и волновое число наиболее 
неустойчивой волны снижаются в использованном в расчетах 
четвертом порядке малости пропорционально квадрату 
амплитуды волны. 

Нелинейные волны на заряженной поверхности жидкости 
качественно отличаются от нелинейного волнового движения на 
незаряженной поверхности. Кривизна вершин электрокапилляр-
ных волн увеличивается с ростом поверхностной плотности 
заряда (с ростом параметра W ) при 2→× WW  . При ×→WW  
электрический заряд оказывается фактором, уменьшающим 
эффективность нелинейного взаимодействия, поскольку при этом 
добавка второго порядка малости стремится к нулю.  
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Подставляя в эти выражения решения задач первого и второ-
го порядков малости, получим 

1 1 22
exp( ) exp( )

31 3131 2 2
2 2

i i
T T

∂ζ ∂ζ
Ω ≡ − + Ψ ζ ⋅ζ θ − − Ψ ζ⋅ζ − θ −

∂ ∂

   
   
   
   
   

 

);3exp(
3

33
)3exp(3

33
θ−⋅ζ⋅Ψ+θ⋅ζ⋅Ψ− ii  



33 

;

)
2

2(16

)
2

0
3)5

2
8((

2

31
kg

kEgkik

γ−ρπ

−ρ+γπω
=Ψ       ;

)
2

2(4

)
2

0
)

2
(2(

32
kg

kEgkk

γ−ρπ

−ρ+γπ
=Ψ  

;

)
2

2(16

)
2

0
)

2
4((

2
9

33
kg

kEgkik

γ−ρπ

−ρ+γπω
=Ψ  

−θ−⋅ζ+θ⋅ζΚ−≡Ω ))3exp(
3

)3exp(3(
3332

ii  

);exp(
2

31
2

2
)exp(

2

31
2

2
θ−ζζΚ−

∂

ζ∂
⋅

ρω
+θζζΚ+

∂

ζ∂
⋅

ρω
−
































i

Tk

i
i

Tk

i
 

−γπ+γπ−

γ−ρπ

=Κ 4221232
0

424
0

(

)
2

2(
2

32

2

31
kkEkE

kg

k
 

);222622242
0

4 ρπ−ργπ+ρπ− ggkkgE  

−γπ+γπ−

γ−ρπ

=Κ 4226032
0

2024
0

5(

)
2

2(
2

32

2

33
kkEkE

kg

k
 

);222622482
0

20 ρπ+ργπ+ρπ− ggkkgE  



34 

+θ−⋅ζ⋅ζ⋅Μ+θζ⋅ζ⋅Μ≡Ω )exp(
2

31
)exp(2

3133
ii  

);3exp(
3

33
)3exp(3

33
θ−⋅ζ⋅Μ+θ⋅ζ⋅Μ+ ii  

;
)

2
2(16

)
2

0
3)7

2
4((

2

0
31

kg

kEgkkE

γ−ρπ

−ρ+γπ
=Μ     .

)
2

2(16

)
2

0
3(

2

0
3

33
kg

kEgkE

γ−ρπ

−ρπ
=Μ  

15. Приложение B.  
Функции неоднородностей в правых частях граничных ус-

ловий на свободной поверхности жидкости при z = 0 задачи чет-
вертого порядка малости имеют вид: 
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Подставляя сюда решения первого и второго порядков, полу-
чим 
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где A410, A412, A413, A414, A420, A422, A423, A424, A420, A422, A423, A424 – 
некоторые функции временных масштабов T1, T2, T3. 

2.2. Нелинейные поправки к критическим условиям 
реализации неустойчивости плоской заряженной 

поверхности электропроводной жидкости 

1. В предыдущем параграфе была построена математическая 
модель распространения нелинейных волн по поверхности иде-
альной электропроводной жидкости и решена задача определения 
профиля капиллярно-гравитационной волны методом разных 
масштабов в четвертом приближении по малому параметру, рав-
ному отношению амплитуды волны к ее длине. Наиболее инте-
ресный результат этой главы – выражение для нелинейной по-
правки к частоте волнового движения. Оно содержит лишь сла-
гаемое, пропорциональное квадрату безразмерной амплитуды 
волны. Другие слагаемые, пропорциональные первой степени и 
кубу амплитуды, как оказалось, равны нулю. Квадратичная по 
амплитуде поправка к частоте такова, что минимальное значение 
поверхностной плотности заряда, необходимое для реализации 
неустойчивости, и волновое число наиболее неустойчивой волны 
в расчетах четвертого порядка малости снижаются с ростом ам-
плитуды волны. В данной главе проверяется характер влияния на 
критические условия реализации неустойчивости поправки к час-
тоте, имеющей четвертый порядок малости по амплитуде волны. 

2. В результате решения задачи (1)–(8) предыдущего пара-
графа методом многих масштабов в пятом порядке малости по 
амплитуде волны можно найти профиль капиллярно-
гравитационной волны в виде 
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где α – капиллярная постоянная жидкости, а W – параметр Тон-
кса–Френкеля. 

Приведенное выражение функции ( )tx,ξξ = , которая описы-
вает форму нелинейной волны на свободной заряженной поверх-
ности идеальной жидкости с точностью до величин третьего по-
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рядка малости совпадает в пределе W → 0 (то есть σ → 0) с из-
вестным [61 – 63] выражением для формы нелинейных капилляр-
но-гравитационных волн на незаряженной поверхности идеаль-
ной жидкости. 

Амплитудный множитель поправки второго порядка малости 
Λ нарастает резонансно при k ≈  k2 = 1/(α ⋅ 21/2), а множитель по-
правки третьего порядка малости X – при k ≈ k2 и 
k ≈  k3 = 1/(α ⋅ 31/2). Амплитудный множитель поправки четверто-
го порядка малости Z2 имеет три резонанса – при k ≈  k2, при 
k ≈  k3 и при k ≈  k4 = 1/(α ⋅ 41/2). В квадратичном приближении по 
амплитуде волны (когда есть только одно резонансное волновое 
число k = k2) при резонансном взаимодействии происходит пере-
качка энергии от длинных волн с волновыми числами k ≈  k2 к бо-
лее коротким с k ≈  2k2. Из выражения для ( )tx,ξξ =  легко видеть, 
что аналогичные эффекты будут иметь место при k ≈  k3 и при 
k ≈ k4: энергия будет перекачиваться от длинных волн с волновы-
ми числами k ≈ k3 к волнам с k ≈ 3k3, но данный эффект будет 
иметь более высокий порядок малости. Также будет происходить 
перекачка энергии от волн с k ≈  k4 к волнам с k ≈  4k4, а сам эф-
фект будет иметь еще более высокий порядок малости. 

Несложно заметить, что добавка к частоте ~ δ2 содержит 
квадрат амплитуды, а добавка ~ δ4 содержит амплитуду в четвер-
той степени. На рис. 1 – 2 приведены расчетные зависимости по-
правок δ2 и δ4 от величины параметра Тонкса–Френкеля W и без-
размерного волнового числа x ≡ α k. Эффект влияния этих попра-
вок к частотам имеет соответственно третий и пятый порядок 
малости (это можно показать разложением 
a ⋅ cos[(ω + a2 δ2 + a4 δ4) ⋅ t] по степеням a2 δ2 или a4 δ4). 

Нелинейные поправки к частоте, а также амплитудные 
множители Λ, X, Z1, Z2 имеют резонансный вид (имеют в знаме-
нателях множители, обращающиеся при определенных значениях 
волнового числа в нуль). Сказанное означает, что выписанное 
выражение имеет ограниченную применимость для ( )tx,ξξ =  в 
окрестности волновых чисел k = k2 , k = k3, k = k4, так как ампли-
тудные множители добавок к частоте δ2 и δ4 и амплитудные ко-
эффициенты Λ, X, Z1, Z2 должны быть порядка O(1). 
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Рис. 1. Зависимость безразмерного множителя при поправке  
к частоте второго порядка малости δ2  

от параметров  x ≡ α k ( 20 ≤≤ x ) и W ( 20 ≤≤W ) 

Частота основной волны задается выражением 
(ω + a2 δ2 + a4 δ4). Критические условия реализации неустойчиво-
сти свободной поверхности жидкости по отношению к поверхно-
стному заряду определяются двумя соотношениями: равенством 
нулю квадрата частоты Ω2 ≡ (ω + a2 δ2 + a4 δ4) 2 α /g  виртуальной 
волны и равенством нулю производной от частоты Ω по волно-
вому числу. Из первого соотношения определяется критическое 
значение параметра Тонкса–Френкеля W*, а из второго – волно-
вое число наиболее неустойчивой волны k*. Как было показано 
ранее [1], в рамках линейной модели критические значения W* и 
k* определяются равенствами: 
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В решаемой нелинейной задаче искомые критические для 
реализации неустойчивости значения параметра Тонкса-Френ-
келя и волнового числа представим в виде разложений 

44

4

22

2* 2 akwakwW −−≈ ;           44

4

22

2* 1)( akhakhk −−≈α . 

Подставив данные разложения в уравнения для критических 
условий реализации неустойчивости Тонкса–Френкеля, нетрудно 
получить, что w2 = 11/8, w4 = 135/32,    h2 = 23/16,     h4 = 7489/512. 

 

 

Рис. 2. Зависимость безразмерного множителя при поправке  
к частоте четвертого порядка малости δ4  

от параметров  x ≡ α k ( 20 ≤≤ x ) и W ( 20 ≤≤W ) 
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Как видно из этой и предыдущей глав, критическая для реа-
лизации неустойчивости поверхностная плотность заряда и вол-
новое число наиболее неустойчивой по Тонксу-Френкелю капил-
лярной волны снижаются по сравнению с предсказываемыми ли-
нейной теорией. Поправки как второго, так и четвертого 
порядков малости по амплитуде волны к критическому значению 
параметра Тонкса-Френкеля W* и к волновому числу с наиболь-
шим инкрементом неустойчивости  k*  отрицательны.  

3. Заключение. В рамках нелинейной модели  поправки к 
частоте плоской капиллярно-гравитационной волны, бегущей по 
однородно заряженной свободной поверхности идеальной не-
сжимаемой жидкости, зависят от квадрата амплитуды и ее чет-
вертой степени и имеют резонансный вид. Критические для реа-
лизации неустойчивости поверхностная плотность заряда и вол-
новое число наиболее неустойчивой волны в нелинейном 
приближении снижаются. Более того, выявляется тенденция бо-
лее быстрого уменьшения этих критических значений с ростом 
амплитуды волны. 

 

2.3. Нелинейный анализ временной эволюции 
неустойчивой заряженной плоской свободной 

поверхности жидкости 

1. Исследование физических закономерностей реализации 
неустойчивости заряженной плоской поверхности жидкости 
представляет интерес в связи с многочисленными академически-
ми, техническими и технологическими приложениями (см., на-
пример, обзоры [98 – 106] и цитируемую там литературу). Боль-
шая часть проведенных к настоящему времени теоретических ис-
следований выполнена в линейном приближении по амплитуде 
деформации плоской поверхности жидкости, и лишь недавно 
появились работы, отражающие его нелинейную суть [107 – 109]. 
Но, несмотря на значительный интерес к этому феномену и дли-
тельную историю его изучения, многое в нем остается непонят-
ным. В частности, практически не исследованным остается во-
прос о закономерностях формирования «конусов Тейлора» – вы-
ступов на заряженной поверхности жидкости, образующихся на 
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нелинейной стадии реализации ее неустойчивости, с вершин ко-
торых идет сброс избыточного заряда путем эмиссии высокодис-
персных сильно заряженных капелек. Качественная модель фор-
мирования таких выступов предложена еще в [2]. В [109 – 111] 
обсуждаются попытки их численного расчета. Но никто не пы-
тался оценить характерное время формирования «конусов Тейло-
ра» от момента начала реализации неустойчивости заряженной 
жидкой поверхности. Инкремент неустойчивости в качестве ха-
рактеристики времени роста выступа не подходит, поскольку 
описывает его рост лишь на линейной (начальной) его стадии, 
пока высота (амплитуда) выступа много меньше его поперечного 
линейного размера, тогда как «конус Тейлора» является сущест-
венно нелинейным образованием. Вопросу расчета характерного 
времени формирования «конусов Тейлора» и посвящено настоя-
щее рассмотрение, которое будет проведено по схеме, использо-
ванной ранее при анализе нелинейных стадий развития сильно 
заряженной капли [112 – 113] и незаряженной капли в однород-
ном внешнем электростатическом поле большой величины [114]. 

2. Пусть идеальная, идеально проводящая несжимаемая жид-
кость, имеющая плотность ρ, заполняет в поле сил тяжести 
( g
  || zn

− ) полупространство z ≤ 0 в декартовой системе координат 
(за zn

  обозначен орт оси z), а ее невозмущенная волновым движе-
нием равновесная плоская поверхность (совпадающая с плоско-
стью XOY) граничит с вакуумом, подвержена действию сил по-
верхностного натяжения с коэффициентом γ и несет однородно 
распределенный электрический заряд плотностью σ. Вследствие 
теплового движения молекул жидкости на ее свободной поверх-
ности возбуждаются капиллярные волны весьма малой амплиту-
ды так, что форма свободной поверхности определится соотно-
шением ),( txz ξ= . Математическая постановка задачи о расчете 
нелинейных капиллярно-гравитационных волн на свободной од-
нородно заряженной поверхности жидкости имеет вид  
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где ),( tr
ϕ  – потенциал поля скоростей течения жидкости; ),( tr

Φ  – 
потенциал электростатического поля над жидкостью; ),( trp

  – по-
ле давлений в жидкости. 

В задаче должны быть сформулированы также и начальные 
условия. Решение нелинейных задач с произвольными, наперед 
заданными начальными условиями вызывает большие математи-
ческие трудности. Поэтому целесообразно определить начальное 
условие таким образом, чтобы результат решения задачи имел 
как можно более простой вид. В качестве такого условия предпо-
лагается, что капиллярно-гравитационная волна на поверхности 
жидкости является бегущей синусоидальной волной в первом 
приближении по малой амплитуде волны, то есть профиль ее вы-
глядит следующим образом: 

2cos( ) ( )a k x t O aξ = ⋅ −ω + , 

где a и ω – амплитуда и частота волны, k – волновое число. Ам-
плитуду волны будем считать малой по сравнению с капиллярной 
постоянной жидкости gργα =  так, что отношение ( )αa  для 
нижеследующего асимптотического анализа естественно выбрать 
в качестве малого параметра. Кроме того, предполагается, что все 
добавки к профилю волны второго и более высоких порядков ма-
лости, пропорциональные cos(k x–ω t), которые могут появиться в 
силу нелинейности задачи, равны нулю. 

В нулевом приближении по малому параметру ( )αa  сво-
бодная поверхность жидкости  находится в невозмущенном со-
стоянии и описывается уравнением z = 0, жидкость покоится, а 
электрическое  поле однородно во всем пространстве: 
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Подставляя эти выражения в исходные уравнения, получим 

0 0E zΦ ≡ − . 

Неизвестными функциями в сформулированной  задаче яв-
ляются возмущение свободной поверхности ξ, потенциал поля  
скоростей ϕ и электрический потенциал Φ. Искать их будем в ви-
де разложений по малому параметру: 
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3. Решая сформулированную задачу методом многих мас-
штабов в безразмерных переменных, в которых 1=== ργg  (сле-
довательно, и капиллярная постоянная жидкости также равна 
единице: α=1), в пятом порядке малости по амплитуде волны 
можно найти профиль капиллярно-гравитационной волны в виде 
(за всеми переменными оставлены прежние обозначения, а малый 
параметр обозначается просто a) 
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где W – безразмерный параметр Тонкса-Френкеля, характери-
зующий устойчивость свободной поверхности жидкости по от-
ношению к поверхностному заряду. Выражение для 5X  не приво-
дится ввиду его громоздкости и незначительного влияния на 
профиль результирующей волны. 

Выражение для формы нелинейной волны на свободной за-
ряженной поверхности идеальной жидкости (1) с точностью до 
величин третьего порядка малости совпадает в пределе W → 0 (то 
есть при σ → 0) с известным [61 – 62] выражением для формы 
нелинейных капиллярно-гравитационных волн на незаряженной 
поверхности идеальной жидкости.  

Из (1) видно, что амплитудный множитель поправки второго 
порядка малости X22 нарастает резонансно при k = k2 = 1/(⋅ 21/2), а 
множитель поправки третьего порядка малости X33 – при k = k2 и 
k = k3 = 1/( 31/2). Амплитудный множитель поправки четвертого 
порядка малости X44 имеет три резонанса – при k = k2, при k = k3 и 
при k = k4 = 1/( 41/2). В квадратичном приближении по амплитуде 
волны (когда есть только одно резонансное волновое число 
k = k2) при резонансном взаимодействии происходит перекачка 
энергии от длинных волн с волновыми числами k = k2 к более ко-
ротким с k = 2k2. Из выражения (1) легко видеть, что кроме ука-
занного резонанса в третьем порядке малости  аналогичный эф-
фект будет иметь место при k = k3: энергия будет перекачиваться 
от длинных волн с волновыми числами k =k3 к более коротким 
волнам с k = 3k3. В четвертом порядке малости кроме указанных 
будет иметь место и резонанс при k = k4:  перекачка энергии бу-
дет происходить от волн с k = k4  к волнам с k = 4k4.  
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Видно также, что поправка к частоте ~ δ2 содержит квадрат 
амплитуды, а поправка ~ δ4 содержит амплитуду в четвертой сте-
пени. Эффект влияния этих поправок к частотам имеет соответ-
ственно третий и пятый порядок малости (это можно показать 
разложением a ⋅ cos[(ω + a2 δ2 + a4 δ4) ⋅ t] по степеням a2 δ2 и a4 δ4). 

Нелинейные поправки к частоте так же, как и амплитудные 
множители X22, X33, X42, X44, имеют резонансный вид (имеют в 
знаменателях множители, обращающиеся при определенных зна-
чениях волнового числа в нуль). Сказанное означает ограничен-
ную применимость выражения (1) в окрестности волновых чисел 
k = k2 , k = k3 , k = k4 , так как амплитудные множители добавок к 
частоте δ2 и δ4 и амплитудные коэффициенты X22, X33, X42, X44 
должны быть порядка O(1). 

Частота основной волны задается выражением 
(ω + a2 δ2 + a4 δ4). Критические условия реализации неустойчиво-
сти свободной поверхности жидкости по отношению к поверхно-
стному заряду определяются двумя соотношениями: равенством 
нулю квадрата частоты 2Z =(ω + a2 δ2 + a4 δ4) 2  виртуальной волны 
и равенством нулю производной от частоты Z по волновому чис-
лу. Из первого соотношения определяется критическое значение 
параметра Тонкса–Френкеля W*, а из второго – волновое число 
наиболее неустойчивой волны k* [1]. В рамках линейной модели 
критические значения W* и k* определяются равенствами 

1

***

−+= kkW ;                    1* =k .                         (2) 

В решаемой нелинейной задаче будем искать нелинейные 
поправки к критическому для реализации неустойчивости значе-
нию параметра Тонкса–Френкеля W, полагая, что условия (2) вы-
полнились и неустойчивость претерпевает волна с k=1, для этого 
представим W в виде разложения 

4
4

2
2* 2 awawW ⋅+⋅−≈ .                            (3) 

Подставив данное разложение в уравнение 02 =Z , путем по-
следовательных приближений нетрудно получить, что w2 = 11/10, 
w4 = 51/160. Таким образом, оказывается, что критическое для 
реализации неустойчивости плоской заряженной поверхности 
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идеальной жидкости значение параметра W зависит от амплиту-
ды виртуальной волны, с потери устойчивости которой начинает-
ся неустойчивость Тонкса-Френкеля. В условиях натурного экс-
перимента на свободной поверхности жидкости существует бес-
конечный спектр капиллярных волн с размерной амплитудой 
порядка γκT , (κ  – постоянная Больцмана; Т – абсолютная тем-
пература жидкости), порождаемых тепловым движением молекул 
жидкости. Эти волны и исполняют функцию виртуальных волн 
[1]. Несложно видеть, что амплитуда таких волн для подавляю-
щего большинства реальных жидкостей при разумных (в смысле 
возможности существования жидкости) температурах будет 
иметь величину около половины ангстрема, а в принятых безраз-
мерных переменных ∼ 810− . Для целей определения условий реа-
лизации неустойчивости плоской заряженной поверхности жид-
кости столь малая амплитуда волны означает, что критические 
условия неустойчивости полностью определятся линейной теори-
ей: .2;1 ** == Wk  Влияние же нелинейных поправок (см. (3)) 
проявится в увеличении скорости нарастания амплитуды, которая 
будет зависеть от самой амплитуды. Подробное обсуждение это-
го феномена проведено в нижеследующем рассмотрении. 

4. Примем, что в начальный момент времени (при t=0) у сво-
бодной однородно заряженной поверхности жидкости величина 
параметра W равна критическому значению, предсказываемому 
линейной теорией, W=2, тогда согласно линейной же теории 
квадрат частоты волны с k =1 и амплитудой, как угодно мало от-
личающейся от нуля, обратится в нуль [1]: 

)1( 22 Wkkk −+⋅=ω .                       ( 4) 

Это обстоятельство само по себе еще не обеспечивает начала 
реализации неустойчивости волны, поскольку инкремент неус-
тойчивости такой волны, определяемый линейной теорией, будет 
равен нулю, т.к. в линейной теории дисперсионное уравнение не 
содержит амплитуды волны и все его компоненты имеют нулевой 
порядок малости. Проведенный же выше нелинейный анализ по-
казывает, что критическое значение параметра W зависит от ам-
плитуды волны и уменьшается с ее ростом согласно (3). Сказан-
ное означает, что имеющееся у поверхности жидкости электриче-
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ское поле (характеризуемое параметром W) будет закритическим 
и для волны любой, как угодно малой амплитуды, величина ин-
кремента неустойчивости будет отлична от нуля. Степень закри-
тичности параметра W определится разностью между 

4
4

2
2* 2 awawW ⋅+⋅−≈  и W=2. Другими словами, квадрат частоты 

волны определится соотношением  

4
4

2
2

2 awaw ⋅+⋅−≈ω ,                                    (5) 

т.е. волна станет неустойчивой с инкрементом χ, определяющимся 
согласно (5) выражением .)( 2

42 awwa ⋅−=χ  Если учесть теперь, 
что амплитуда неустойчивой волны увеличивается со временем, 
то из этого соотношения получим инкремент неустойчивости как 
функцию увеличивающейся со временем амплитуды a(t): 

.))(()( 2

42 tawwta ⋅−=χ                                  (6) 

Подчеркнем, что в проведенных рассуждениях результат не-
линейного анализа (соотношение (3)) используется для получе-
ния аналитического выражения линейной характеристики вре-
менной эволюции неустойчивой волны – инкремента.  

Из (6) видно, что поскольку амплитуда волны является функ-
цией времени, то и инкремент неустойчивости также будет функ-
цией времени: ).(tχχ =  Сказанное означает, что амплитуда волны 
будет увеличиваться со временем по закону 

2
0 0 2 4( ) exp( ) exp[ ( ) ( ( ) ) ] ,a t a t a a t w w a t t= ⋅ χ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅           (7) 

т. е. существенно быстрее, чем по экспоненциальному закону, и, 
следовательно, быстро выйдет за рамки применимости использо-
ванных при получении (7) разложений по малому параметру.  

Чтобы получить закон роста со временем амплитуды волны, 
пригодный при любых ее величинах, рассмотрим последователь-
ность значений амплитуды a через интервалы времени itΔ , (i=1, 
2, 3, 4…), в течение каждого из которых выражение (7) можно 
считать хорошо работающим. Отметим, что (7) справедливо 
лишь для линейной связи между скоростью роста амплитуды 
волны dtda  с амплитудой a(t). Величину интервала itΔ  будем оп-
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ределять из условия, чтобы приращение инкремента на этом ин-
тервале 1−− ii χχ  было много меньше величины инкремента в кон-
це предыдущего интервала времени 1i  −−≡Δ iχχχ << 1−iχ . Тогда в 
пределах интервала времени itΔ  величину iχ  можно считать не-
изменной и пользоваться для подсчета прироста амплитуды iaΔ  
соотношением (7). 

Пусть волна с k=1 при W=2 претерпела неустойчивость  
и ее амплитуда начала увеличиваться с инкрементом 

2
1 0 2 4 0( )a w w aχ = − ⋅ . За время 1tΔ  амплитуда начальной вирту-

альной волны Ta κ=0  вырастет до )exp( 1101 taa Δ⋅⋅= χ . Это приве-
дет согласно (6) к росту величины инкремента до 

)( 2

14212 awwa ⋅−=χ , и в следующий интервал времени 2tΔ  ампли-
туда будет расти с таким инкрементом и вырастет до 

)exp( 2212 taa Δ⋅⋅= χ . В конце интервала времени 2tΔ  инкремент вы-

растет до )( 2

24223 awwa ⋅−=χ . На следующем интервале времени 

3tΔ  амплитуда будет расти по закону )exp( 3323 taa Δ⋅⋅= χ . 
Таким образом, для i-го интервала времени itΔ получим 

1 exp( ) .i i i ia a t−= ⋅ ⋅ Δχ                                  (8) 

Подставим в (8) выражение для 1ia − , которое в свою очередь 
выразится через 2ia − , через 3ia − , и т.д. до 0a . В итоге вместо (8) 
будем иметь 

0 1
exp ( )

i

i m mm
a a tχ

=
 = ⋅ ⋅Δ  . 

Переходя в этом выражении к пределу ∞→→Δ mtm ,0 , по-
лучим 

0 0
( ) exp ( )

t
a t a t dtχ = ⋅ ⋅   . 

В это выражение подставим соотношение (6), определяющее 
зависимость величины инкремента от амплитуды: 



52 

2
0 2 40

( ) exp ( ) ( ( ) )
t

a t a a t w w a t dt = ⋅ − ⋅ ⋅   .              (9) 

Таким образом, мы получили нелинейное интегральное урав-
нение относительно изменяющейся со временем амплитуды вол-
ны ).(ta  Для отыскания решения уравнения (9) прологарифмиру-
ем его 

2
0 2 40

ln( ( ) ) ( ) ( ( ) )
t

a t a a t w w a t dt= − ⋅ ⋅  

и продифференцируем получившееся выражение по t  

.))(()(
)(

)( 2
42 tawwta

dtta

tda ⋅−=
⋅

 

Разделяя переменные, получим 

dt
awwa

da =
⋅−⋅ )( 2

42
2

. 

После интегрирования найдем 

t
taw

taww

aw

aww
=

⋅
⋅−

−
⋅

⋅−
)(

))(()(

2

2
42

02

2
042  
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1

2

42

02

2
042

2

−
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




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




+−

⋅
⋅−

=
w

w
t

aw

aww
wta                (10) 

Из выражения (10) видно, что характерное время развития 
неустойчивости τ (характерное время нелинейного нарастания 
амплитуды), которое определим условием достижения выраже-
нием (10) максимального значения, имеет вид 

2
2 4 0

2 0

( )
.

w w a

w a

− ⋅
τ =

⋅
                                    (11) 
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Если рассматривать развитие во времени  неустойчивости 
виртуальной волны, начиная от тепловой амплитуды при W=2, 
то, согласно сказанному выше, характерное время нарастания 
амплитуды оказывается очень большим: в использованных без-
размерных переменных ∼ 810 , а в размерных переменных, напри-
мер для воды, граничащей с вакуумом, это время будет s4105.2 ⋅≈ , 
т.е. около семи часов (характерный масштаб обезразмеривания 
времени есть γρ 3g⋅ , т.е. γρτ 3gt ⋅⋅≡ ). Для других жидкостей 
или комбинаций жидких сред в зависимости от коэффициента 
межфазного натяжения, плотностей сред и температуры это вре-
мя может несколько изменяться, сохраняя порядок величины, по-
скольку именно перечисленные физические величины влияют на 
величину тепловой амплитуды виртуальных волн и на величину 
параметров обезразмеривания. Сказанное качественно согласует-
ся с экспериментальными наблюдениями Тейлора [3], который 
отмечал, что длительность линейной стадии подготовки неустой-
чивости  во много раз превышает длительность нелинейной ста-
дии, в течение которой амплитуда эмиссионного выступа на за-
ряженной поверхности жидкости (известного под названием «ко-
нуса Тейлора») быстро нарастает. Тем не менее в экспериментах 
[5, 115] о факте длительной задержки реализации неустойчивости 
не сообщается, хотя на него сложно не обратить внимание. Это 
наталкивает на мысль о том, что в указанных экспериментах раз-
витие неустойчивости имело место с виртуальной волны, ампли-
туда которой существенно больше, чем амплитуда волны, гене-
рированной тепловым движением молекул жидкости.  

На рис. 1 приведены временные зависимости амплитуд нели-
нейно нарастающих волн, рассчитанные при различных началь-
ных амплитудах, много бòльших тепловой. Кроме уже упомяну-
той длительной задержки реализации неустойчивости, бросается 
в глаза, что амплитуда нелинейно растущей волны с течением 
времени проходит через максимум и начинает уменьшаться. Ве-
личина амплитуды нелинейной волны в максимуме не зависит от 
начальной амплитуды, но определяется отношением коэффици-
ентов при нелинейных поправках второго и четвертого порядков 
малости. Этот эффект связан с наличием поправки четвертого 
порядка малости по амплитуде к критическому значению пара-
метра Тонкса-Френкеля, имеющей противоположный знак по 
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сравнению с поправкой второго порядка (см. (3)). Если провести 
все изложенные рассуждения, ограничившись лишь поправкой 
второго порядка малости по амплитуде, то отмеченное на рис. 1 
ограничение амплитуды не имеет места, а амплитуда растет до 
бесконечности. По всей видимости, данное обстоятельство связа-
но просто с ограниченной применимостью полученных соотно-
шений, т. е. с выходом за пределы равномерной пригодности раз-
ложения (3). Максимум на кривых наблюдается, когда с ростом 
амплитуды поправка четвертого порядка малости сравнивается с 
поправкой второго порядка, и при больших значениях времени 
именно поправка четвертого порядка малости определяет затуха-
ние амплитуды. 

 

 

Рис. 1. Зависимости безразмерных амплитуд нелинейно растущих волн  
с безразмерным волновым числом k=1 при W=2 от безразмерного времени, 

рассчитанные по (64) для различных начальных амплитуд:  
1) 03.00 =a ;       2) 1.00 =a ;      3) 3.00 =a  

 
5. Еще одним фактором, обеспечивающим быстрое нараста-

ние амплитуды неустойчивой волны, является степень закритич-
ности напряженности электростатического поля (величины плот-
ности поверхностного заряда σ), прикладываемого к невозму-
щенной поверхности жидкости. Отметим, что в экспериментах 
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обычно определяются критические условия реализации неустой-
чивости, которые для хорошо проводящих жидкостей определя-
ются соотношениями (2). Термин «хорошо проводящие жидко-
сти» в реальности означает, что время максвелловской релакса-
ции электрического заряда должно быть много меньше 
характерного времени реализации неустойчивости, так чтобы 
электрический потенциал поверхности жидкости выравнивался 
быстрее, чем происходит ее деформация. В подавляющем боль-
шинстве реализованных в экспериментах ситуаций [3, 115] по-
следнее требование выполнялось, но вот полученные критиче-
ские условия неустойчивости отличаются от (2) и зависят от ус-
ловий проведения экспериментов (например, в [115] критические 
условия реализации неустойчивости зависят от характерного 
времени нарастания у поверхности жидкости напряжения элек-
трического поля). Это позволяет предположить, что в экспери-
ментах [3, 115] напряженности электрического поля несколько 
превышали критическое значение 2* =W , и, следовательно, ве-
личина инкремента неустойчивости виртуальной волны опреде-
лялась двумя факторами: степенью закритичности параметра W и 
нелинейными поправками (3). В этой связи повторим рассужде-
ния, аналогичные проведенным в п. 4 настоящего рассмотрения, 
учитывая вклад в инкремент, обусловленный  тем, что параметр 
Тонкса-Френкеля W превышает *W  на величину ΔW. В результате 
величина инкремента неустойчивости плоской заряженной по-
верхности идеальной несжимаемой жидкости вместо (6) будет 
определяться соотношением 

.))(()( 2

42

2 tawwtaW ⋅−+Δ=χ  

Для отыскания зависимости амплитуды неустойчивой волны 
от времени получим вместо (9) нелинейное интегральное уравне-
ние  

[ ] ⋅⋅−+Δ⋅=
t

dttawwtaWata
0

2

42

2

0 ))(()(exp)( ,   

имеющее решение 



56 

;
)(2)()4(1

)(4
)(

2

2

4

2

2 tFwtFwWw

tFW
ta

⋅⋅−⋅⋅Δ⋅++
⋅Δ⋅=                     (12) 

.
)(22

)exp(
)(

4

04

2

02

2

02

2

0

awawWWawW

tWa
tF

⋅−⋅+Δ⋅Δ+⋅+Δ⋅
⋅Δ⋅=  

На рис. 2 приведены зависимости амплитуды нелинейно на-
растающей волны от времени, рассчитанные по (12) при различ-
ных значениях степени закритичности ΔW = W- *W  параметра 
Тонкса-Френкеля и при тепловой начальной амплитуде вирту-
альных волн 8

0 10−=a . Несложно видеть, что в качественном от-
ношении кривые, приведенные на рис. 2, аналогичны кривым, 
приведенным на рис. 1. Разница лишь количественная: согласно 
сказанному выше характерное время реализации неустойчивости 
при ΔW=0  и 8

0 10−=a  было очень велико t ∼ 810 , а при достаточно 
больших закритичностях ΔW≠ 0 и 8

0 10−=a  характерное безраз-
мерное время реализации неустойчивости может быть весьма 
кратковременным t∼ 10010 ÷ , т.е. хорошо согласуется с описания-
ми экспериментов [3, 115]. Однако остается актуальным вопрос о 
точности измерений напряженности электрического поля в [3, 
115], поскольку есть основание полагать, что эксперименты [3, 
115] были проведены при превышении параметром W критиче-
ского значения на некоторую величину WΔ . Из рис. 2 видно, что 
величина закритичности WΔ  при ее изменении в диапазоне от 
единиц до ста процентов от *W  достаточно слабо сказывается на 
наблюдаемой феноменологии явления (на величине времени реа-
лизации неустойчивости). Иначе говоря, экспериментальное из-
мерение критических условий реализации неустойчивости заря-
женной поверхности электропроводной жидкости только тогда 
может считаться выполненным корректно, когда характерное 
время реализации неустойчивости составляет величину 

s4105.2 ⋅≈ , т.е. когда причиной неустойчивости при 2* ==WW  яв-
ляются виртуальные волны тепловой природы. Только в таком 
случае имеет смысл говорить об измерении истинно критической 
напряженности поля и можно надеяться, что неустойчивость пре-
терпела волна с 1−=αk , как и следует из теории [1]. 
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Рис. 2. Зависимости безразмерных амплитуд нелинейно растущих волн  
при W=2+ΔW с безразмерным волновым числом k = 1 и безразмерной  

начальной амплитудой 8

0 10−=a  от безразмерного времени, рассчитанные 
по (68) при различных значениях начальной закритичности параметра 

Тонкса-Френкеля ΔW: 1) 1.0=ΔW ; 2) 2.0=ΔW ; 3) 3.0=ΔW ; 4) 5.0=ΔW ; 
5) 75.0=ΔW ; 6) 1=ΔW ; 7) 2WΔ =  

 
Подчеркнем, что так же, как и на рис. 1, кривые, приведен-

ные на рис. 2, имеют смысл лишь в диапазоне амплитуд а(t) < 1, 
поскольку при больших значениях а(t) теряет равномерность раз-
ложение (3), положенное в основу проведенных рассуждений. 
Тем не менее наличие максимумов на кривых а = а(t) позволяет 
качественно исследовать зависимость характерного времени реа-
лизации неустойчивости τ от величины закритичности WΔ  и ве-
личины начальной амплитуды виртуальной волны 0a . Для этого 
примем во внимание, что кривые а(t) растут весьма круто и по-
ложение максимумов кривых можно принять в качестве адекват-
ной оценки характерного времени развития неустойчивости. Уч-
тем теперь, что в положении максимума кривых а =  а(t) произ-
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водная dttda )(  обращается в нуль и из этого условия найдем за-
висимость ),( 0 Wa Δ=ττ  характерного времени реализации неус-
тойчивости τ от интересующих нас физических характеристик 
процесса: величины закритичности WΔ  параметра Тонкса-Френ-
келя и величины начальной амплитуды виртуальной волны 0a : 

+Δ⋅+⋅⋅Δ⋅⋅Δ+⋅−
Δ

=τ 22
02

2
02 )(1616()2[(ln{

2

1
WawWWaw

W
 

4 2 2 4
0 2 4 2 0 4 0( 12 )) 2a w w W W w a W w a+ ⋅ − ⋅ ⋅ Δ + + Δ ⋅ ⋅ + Δ − ⋅ ×  

2 2 4 2 4
2 0 0 2 4 0(16 16 ( ) (3 4 ))]/[2W w a W a w w W a W× ⋅Δ ⋅ ⋅ + ⋅ Δ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ Δ ⋅ ⋅ Δ ×

 

2 4 2
2 0 4 0 2 4( 4 )w a W w a w w W× ⋅ + Δ − ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ Δ −  

.)]}4()2( 4
2
2

2
02

4
0 WwwWawa Δ⋅⋅+⋅Δ⋅+⋅⋅−  

Графики зависимости )( WΔ=ττ  при consta =0 , рассчитанные 
по полученному выражению, приведены для различных диапазо-
нов изменения степени закритичности WΔ  на рис. 3a – c. Зависи-
мость )( 0aττ =  будет более содержательна, если рассчитать ее при 

WΔ =0, однако полученная зависимость ),( 0 Wa Δ=ττ  при 0→ΔW  
расходится. Поэтому искомую функциональную связь найдем, 
приравнивая к нулю производную по времени от амплитуды a(t), 
определенной выражением (10), полученным именно для ситуа-
ции WΔ =0:  

,)(
02

2
042

0 aw

aww
a

⋅
⋅−

=τ   

что совпадает с (11). Эта зависимость проиллюстрирована на 
рис. 4. Несложно видеть, что при )0(,2 =Δ= WW  зависимость ха-
рактерного времени реализации неустойчивости заряженной пло-
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ской поверхности жидкости )( 0aττ =  в широком диапазоне изме-
нения начальной амплитуды  ≤−810  0a << 1 мало отличается от 
чисто гиперболической: )(1 20 wa ⋅≈τ . 
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Рис. 3. Зависимости безразмерного времени развития неустойчивости τ  
от величины начальной закритичности ΔW параметра Тонкса-Френкеля, 

рассчитанные для волны с k=1,  8

0 10−=a  при изменении ΔW  
в различных диапазонах величины:  

a) 35 1010 −− ≤Δ≤ W ;     b) 13 1010 −− ≤Δ≤ W ;      c) 1010 1 ≤Δ≤− W  

 
Зависимости )( WΔ=ττ  и )( 0aττ =   наглядно подтверждают 

сделанные выше на основании косвенных оценок выводы, что 
характерное время реализации неустойчивости может быть дос-
таточно малым (меньше секунды) только при начальных ампли-
тудах, существенно (на четыре порядка) превышающих тепловую 
амплитуду, или при закритичностях 410−≥ΔW . На это обстоятель-
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ство необходимо обращать внимание в будущих эксперимен-
тальных проверках критических условий неустойчивости Тонкса-
Френкеля и аккуратно измерять в экспериментах физическую ве-
личину, на которую раньше никто не обращал внимания, – время 
реализации неустойчивости. 

 

 

Рис. 4. Зависимость безразмерного времени реализации неустойчивости τ 
от  начальной  амплитуды волны, рассчитанная при k=1, 

,0=ΔW 2* ==WW  

 
6. В проведенном анализе был выведен закон изменения со 

временем при W ≈ 2 амплитуды неустойчивой волны c k=1. То 
обстоятельство, что согласно (1) одновременно с волной c волно-
вым числом k=1 за счет нелинейного взаимодействия в использо-
ванном при расчетах пятом порядке малости становятся неустой-
чивыми и волны с k=2, k=3, k=4 и k=5, никак не упоминалось и 
не комментировалось. Однако естественно задаться вопросом о 
том, как в (1) будут изменяться во времени амплитуды волн с 
указанными волновыми числами.  

Без детального рассмотрения в качестве первого приближе-
ния к решению сформулированной проблемы можно принять ут-
верждение, что зависимость амплитуды от времени a=a(t), полу-
ченная выше для волны с k=1, сохраняет свой вид и в амплитуд-
ных коэффициентах при поправках второго и более высоких 
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порядков малости к основному решению, равно как и в квадра-
тичных по а поправках к частотам волн с волновыми числами 
k=2 и  k=3 в соотношении (1). Основанием для подобного заклю-
чения является сама классическая процедура отыскания нелиней-
ных поправок к основной волне, задаваемой в начальный момент 
времени в виде асимптотического разложения по амплитуде ос-
новной волны а, а также то обстоятельство, что при принятом 
значении параметра Тонкса-Френкеля W≈2 волны с k ≥ 2 устой-
чивы по отношению к имеющемуся поверхностному заряду и 
рост их амплитуд обусловлен только нелинейным взаимодейст-
вием с основной волной с k=1.  

В следующем приближении следует учесть, что с ростом ам-
плитуды волны напряженность поля у вершин волн будет увели-
чиваться и при достаточно большой амплитуде основной волны с 
k=1 на ее вершине может претерпеть неустойчивость в смысле 
линейного анализа (в смысле выполнения критерия (2)) более ко-
роткая волна с k=2 (когда среднее по полупериоду волны с k=2 
значение параметра Тонкса-Френкеля в окрестности вершины 
растущей волны с k=1  превысит *W =2.5). При дальнейшем росте 
амплитуды то же может произойти с еще более короткой волной 
с k=3. Но детальный анализ такой возможности  нетривиален и 
составляет предмет отдельного исследования. 

7. Представляется интересным отметить, что при рассмотре-
нии закономерностей реализации неустойчивости капель по от-
ношению к собственному и индуцированному зарядам [112-114] 
зависимость характерного времени реализации неустойчивости *t  
(в размерной форме) от амплитуды 0ζ  начального возмущения 
равновесной формы капли вида )(cos20 θζ P⋅  (здесь )(cos2 θP  – по-
лином Лежандра) маскируется его сильной зависимостью от ра-
диуса капли R, имеющей вид *t ∼( )0

4 ζR . При R ≈ cm210−  (а именно 
для капель таких размеров проводились экспериментальные ис-
следования их устойчивости по отношению к поверхностному 
заряду [104]) и cm8

0 10−≈ζ  получим ( )0

4 ζR  ≈ 1. Поэтому обнару-
женная в проведенном рассмотрении сильная зависимость харак-
терного времени развития неустойчивости от величины началь-
ной амплитуды на пороге критичности параметра Тонкса-
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Френкеля (при 2* ==WW ) свойственна именно плоской заряжен-
ной поверхности жидкости.  

8. То обстоятельство, что характерное время развития неус-
тойчивости Тонкса-Френкеля при бесконечно малых амплитудах 
виртуальных волн оказывается весьма большим (а следовательно, 
скорость движения поверхности жидкости оказывается весьма 
малой), определяет и влияние вязкости жидкости на закономер-
ности реализации неустойчивости. В самом деле, в течение 
большей части характерного времени реализации неустойчивости 
неустойчивая поверхность жидкости движется весьма медленно, 
потери энергии на диссипацию при этом малы, и ими можно пре-
небречь. Поверхность жидкости при реализации неустойчивости 
движется быстро лишь на финальной стадии, длительность кото-
рой существенно меньше полного характерного времени реали-
зации неустойчивости. Разложим выражение (10) для зависимо-
сти амплитуды волны от времени по степеням ta ⋅0 , ограничив-
шись квадратичным по ta ⋅0  слагаемым, и получим 

2 3 2 24 4
0 0 2 0 2 2

2 2

( ) { 0.5 [3 ( )]} .
w w

a t a a w t a t w t
w w

≈ + ⋅ + − − −  

Несложно видеть, что это выражение асимптотически кор-
ректно на интервале времени ( )201 wat ⋅≤Δ . Сравнивая его с пол-
ным временем реализации неустойчивости, определяемым (11), 
получим, что длительность линейной стадии является хорошей 
аппроксимацией для полного времени реализации неустойчиво-
сти. Причем в течение всей линейной стадии характерная ско-
рость движения поверхности жидкости весьма мала: 2

2
0 waV = . 

На начале нелинейной стадии, пока она хорошо аппроксимирует-
ся квадратичным по ta ⋅0  слагаемым, ускорение движения по-
верхности жидкости, равное 2

22 wa ⋅ , также весьма мало. Следова-
тельно, влияние вязкости на характерное время реализации неус-
тойчивости мало. 

Отметим также, что большая длительность линейной и квад-
ратичной по ta ⋅0  стадий реализации неустойчивости означает 
асимптотическую пригодность полученных результатов (в част-
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ности, интегральных уравнений, выведенных для описания раз-
вития во времени амплитуды неустойчивой волны). 

9. Заключение. Характерное время реализации неустойчиво-
сти плоской однородно заряженной поверхности идеальной не-
сжимаемой электропроводной жидкости делится на две разно-
масштабных части: стадия подготовки неустойчивости, или ли-
нейная стадия, занимающая в зависимости от начальных условий 
(от начальной амплитуды виртуальной волны и от степени закри-
тичности параметра Тонкса-Френкеля в начальный момент) зна-
чительную часть полного времени развития неустойчивости, и 
весьма кратковременная нелинейная стадия, в течение которой 
амплитуда неустойчивой волны неограниченно возрастает.  

 

2.4. Нелинейный анализ формы конуса Тейлора 

1. Несмотря на значительный интерес к феномену реализации 
неустойчивости плоской заряженной поверхности проводящей 
жидкости, до сих пор не изучен физический механизм формиро-
вания «конусов Тейлора» – выступов на заряженной поверхности 
жидкости, образующихся на нелинейной стадии реализации ее 
неустойчивости, с вершин которых идет сброс избыточного заря-
да путем эмиссии высокодисперсных сильно заряженных капелек 
[2, 103 – 104]. Качественная модель формирования таких высту-
пов предложена еще в [2]. В [110 – 111] предпринята попытка их 
численного расчета, мало что давшая для понимания феномена. 
Но до сих пор никто не пытался построить конус Тейлора в рам-
ках представлений о нелинейной эволюции мод капиллярных 
волн на неустойчивой по отношению к поверхностному заряду 
плоской поверхности жидкости и оценить характерное время его 
формирования.  

2. Пусть идеальная несжимаемая электропроводная жидкость 
с плотностью ρ заполняет в поле тяжести g

  || zn
−  полупростран-

ство z ≤ 0 в декартовой системе координат (за zn
  обозначен орт 

оси z), а ее невозмущенная волновым движением равновесная  
плоская поверхность (совпадающая с плоскостью XOY) подвер-
жена действию сил поверхностного натяжения с коэффициентом 
γ и несет однородно распределенный электрический заряд плот-
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ностью σ. Капиллярное волновое движение в жидкости, генери-
руемое уже тепловым движением ее молекул будет приводить к 
деформации равновесной плоской свободной поверхности. При 
достаточно большой поверхностной плотности электрического 
заряда некоторые из тепловых капиллярных волн могут стать не-
устойчивыми и их амплитуды будут увеличиваться со временем. 

В рамках линейной модели критические условия реализации 
неустойчивости такой поверхности определяются условием про-
хождения через нуль квадрата частоты виртуальной волны и ус-
ловием обращения в нуль производной от частоты по волновому 
числу (условие экстремальности инкремента неустойчивости для 
данного волнового числа) имеют вид 

2)( 1
*** =+= −kkW αα ;                 1

*

−=αk ,                 (1) 

где W – безразмерный параметр Тонкса-Френкеля, характери-
зующий устойчивость свободной поверхности жидкости по от-
ношению к поверхностному заряду γρσπ gW /4 2= ; k – волновое 

число; α – капиллярная постоянная жидкости: gργα = . 
Если при имеющемся на поверхности жидкости электриче-

ском заряде величина параметра Тонкса-Френкеля будет больше, 
чем необходимо для реализации неустойчивости волны с 1

*
−=αk , 

т.е. выполнится условие W > 2, то максимальным инкрементом 
неустойчивости будет обладать волна с волновым числом, опре-
деляющимся соотношением [10, 11]: 

( ) ).3(32
* α⋅−+= WWk                                   (1а) 

Если задаться вопросом о расчете профиля нелинейной ка-
пиллярно-гравитационной волны бегущей по плоской заряженной 
поверхности жидкости, то, решая такую задачу в третьем порядке 
малости по амплитуде волны (считающейся малой по сравнению с 
капиллярной постоянной жидкости), можно найти профиль ка-
пиллярно-гравитационной волны в виде (см. параграф 2.1) 

( )[ ] [ ]+⋅−⋅⋅Χ⋅+⋅⋅+−⋅⋅= txkataxka ωδωξ 22coscos 22
2

2
2  

[ ]3
33 cos 3 3 ;a kx t+ ⋅Χ ⋅ − ω⋅                               (2) 
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2 2 2(1 )k g k k Wω = +α −α ;   

3 2 2 2 3 3 4 4 2 2

2 2 2

(16 16 2 16 8)
;

16 (1 2 )

gk k W k W k kW k

k

α − α + α − α + α +δ =
ω − α

 

2 2

22 2 2

(1 2 )
;

2 (1 2 )

k k k W

k

+ α − αΧ =
− α

 

2 2 2 2 2 2 3 3 4 4

33 2 2 2 2

(6 32 21 32 32 6 )

16 (1 2 ) (1 3 )

k k W k k W k W k

k k

− α + α + α − α + αΧ =
− α − α

. 

Наличие нелинейной поправки к частоте в третьем порядке 
по амплитуде волны (по малому параметру )( αε a≡  – отношению 
амплитуды волны a к капиллярной постоянной α), приводит к 
появлению зависимости критической величины параметра W от 
амплитуды волны  а  (от малого параметра ε ) (см. параграф 2.2) 

( )20

2

* 22 αβεβ aW ⋅−≡⋅−≈ ;       β = 11/ 8.           (3) 

3. Проследим за эволюцией во времени капиллярно-грави-
тационной волны с 1

*

−=αk , потерявшей устойчивость при выпол-
нении условия (1), т.е. при 2* ==WW , принимая во внимание то 
обстоятельство, что с ростом амплитуды волны критическое зна-
чение параметра *W  согласно (3) снижается, и пренебрегая на этом 
этапе зависимостью длины наиболее неустойчивой моды *k  от ве-
личины напряженности электрического поля у его поверхности. 

Невозмущенная капиллярным волновым движением равно-
весная в поле силы тяжести и электростатических сил плоская за-
ряженная поверхность жидкости при 2=W  устойчива. Ее неус-
тойчивость проявится, если на плоской поверхности жидкости 
появится виртуальная волна как угодно малой амплитуды 0a . В 
таком случае существующее значение параметра Тонкса-Френ-
келя 2=W  согласно (3) для волны станет закритическим и ампли-
туда этой волны начнет нарастать во времени по экспоненциаль-
ному закону )exp()( 0 tata ⋅⋅= χ  с инкрементом χ, пропорциональ-
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ным корню квадратному из разности между существующим зна-
чением 2=W  и критическим для виртуальной волны, определяе-
мым по соотношению (3), т.е. 

( ) ( )αβαχ ga ⋅= 0 .                                (4) 

Такой экспоненциальный рост с инкрементом, пропорцио-
нальным начальной амплитуде, будет обеспечен волне лишь на 
коротком интервале времени: пока прирост начальной амплитуды 
Δa не выйдет за пределы условия aΔ << 0a . Затем в выражении 
для инкремента (4) следует заменить 0a  на 0a a+ Δ  и рассмотреть 
экспоненциальный рост амплитуды на следующем коротком ин-
тервале времени и т.д. В итоге для отыскания амплитуды неус-
тойчивой волны получим нелинейное интегральное уравнение  









⋅⋅= 

t

dt
gta

ata
0

0

)(
exp)(

α
β

α
, 

решение которого имеет вид 

( ) .
11

)( 0

0

0

t

a

tga

a
ta

⋅−
≡

⋅⋅−
=

χαβα
                       (5) 

Из (5) несложно видеть, что характерное время реализации 
неустойчивости *t , определяемое как характерное время неогра-
ниченного приближения к нулю знаменателя (5) полностью ха-
рактеризуется инкрементом неустойчивости в начальный момент 
реализации неустойчивости ,1

*

−= χt  хотя весь процесс является 
существенно нелинейным. Отметим только, что смысл χ в рас-
смотренном нелинейном росте амплитуды неустойчивой волны 
со временем и в экспоненциальном росте, характерном для ли-
нейной теории, различен: в линейной теории за время 1−χ  ампли-
туда волны увеличивается ≈ 2.73 раза, а в рассмотренном нели-
нейном процессе за то же время амплитуда достигает бесконечно 
больших значений. То, что закон нарастания амплитуды волны со 
временем (5) обеспечивает большую скорость роста по сравне-
нию с экспоненциальным легко увидеть, раскладывая (5) и 
exp(χt) при χt<<1 по степеням χt  и сравнивая их между собой. 
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Минимально возможное значение 0a  определяется амплиту-
дой капиллярных волн, порождаемых тепловым движением мо-
лекул жидкости γκTa ≈0 , (κ – постоянная Больцмана; Т – абсо-
лютная температура жидкости). Амплитуда таких волн для по-
давляющего большинства реальных жидкостей при разумных (в 
смысле возможности существования жидкости) температурах бу-
дет иметь величину около половины ангстрема, и, следовательно, 
характерное время развития неустойчивости будет весьма боль-
шим. Так, при cma 8

0 10−=  характерное время реализации неустой-
чивости *t , например для заряженной поверхности воды, грани-
чащей с вакуумом, будет около семи часов (см. предыдущий па-
раграф). С ростом начальной амплитуды 0a  характерное время *t  
уменьшается ∼ 1

0

−a  и уже при cma 3

0 10−≈  измеряется единицами 
секунд. В итоге имеем, что для получения в экспериментах при 

2* ==WW  характерных времен реализации неустойчивости, изме-
ряемых секундами, необходимо виртуальные волны 1=⋅αk , с ко-
торых начинается неустойчивость, создавать искусственно. 

Сказанное означает, что в экспериментах по проверке спра-
ведливости критерия неустойчивости заряженной поверхности 
жидкости [13 – 14] характерное время ожидания реализации не-
устойчивости должно зависеть от способа задания виртуальной 
волны. Поскольку в работах [13 – 14] это обстоятельство не упо-
миналось, остается предположить, что в экспериментах вирту-
альные волны возникали либо из-за теплового движения молекул, 
но тогда время ожидания реализации неустойчивости должно 
быть весьма большим, либо генерировались в результате случай-
ных сотрясений установки, а их амплитуда не контролировалась. 
Впрочем, в [3] имеется прямое указание на длительность линей-
ной стадии подготовки разряда: так, там упоминается, что из 
примерно пятнадцати метров кинопленки, на которую фиксиро-
вался эксперимент с момента подачи напряжения, сам акт выбро-
са струйки жидкости при реализации неустойчивости зафиксиро-
ван лишь на одном кадре. В [115] о времени задержки разряда 
вообще не упоминается. Сказанное имеет еще одно возможное 
объяснение: в экспериментах [3, 115] использовалось напряже-
ние, превышавшее критическое и эксперимент происходил при 
наличии закритичности параметра Тонкса-Френкеля ΔW по срав-
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нению с критическим значением * 2W W= = , определяемым (1), 
что и сказалось на величине характерного времени реализации 
неустойчивости. 

4. Пусть в начальный момент времени величина параметра 
Тонкса-Френкеля превышает критическое для плоской поверх-
ности жидкости значение на ΔW и равна *W W+ Δ . В такой ситуа-
ции величина инкремента неустойчивости в начальный момент ее 
реализации будет зависеть как от величины начальной амплиту-
ды виртуальной волны 0a , так и от степени закритичности ΔW и в 
соответствии с традиционными представлениями [1] задается со-
отношением 















+Δ=

2

0

α
β

α
χ a

W
g . 

Зависимость же амплитуды неустойчивой волны от времени оп-
ределится как решение нелинейного интегрального уравнения 
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решение которого имеет вид 
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( ) ( ) ( ) ;)(2exp1

1exp2
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2 tWga

tWg
ta

⋅Δ⋅⋅⋅−+
+⋅⋅Δ⋅⋅
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

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











⋅







Δ

+≡
α

βδ a

W
 (6) 

 
Характерное время реализации неустойчивости, определяемое 
данной зависимостью, получается из условия обращения в  ноль 
знаменателя a(t) ) в виде 
 

( ) ( )[ ].ln 0* aWgt αδα ⋅⋅Δ⋅=                           (7) 

 
Из (7) видно, что основной вклад в величину характерного вре-
мени реализации неустойчивости дает закритичность параметра 
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Тонкса-Френкеля ΔW, а влияние величины начальной амплитуды 
виртуальной волны 0a  более слабо. Принимая во внимание, что 

величина капиллярной постоянной α для большинства жидкостей 
измеряется единицами миллиметров, из (7) несложно найти, что 
уже при 310−≈ΔW  независимо от величины 0a  характерное время 
реализации неустойчивости будет измеряться секундами. Приме-
нительно к экспериментам [3, 115] сказанное позволяет предпо-
ложить, что в обоих случаях измерения проводились при опреде-
ляющем влиянии на характерное время реализации неустойчиво-
сти закритичности параметра Тонкса-Френкеля. 

Представляется интересным отметить, что при рассмотрении 
закономерностей реализации неустойчивости капель по отноше-
нию к собственному и индуцированному зарядам [112-114] зави-
симость характерного времени реализации неустойчивости от 
амплитуды начального возмущения равновесной формы капли 

)(cos20 θζ P⋅  (здесь )(cos2 θP  – полином Лежандра) маскируется его 
сильной зависимостью от радиуса капли R, имеющей вид 

*t ∼( )0

4 ζR . При R ≈ cm210−  (а именно для капель таких размеров 
проводились экспериментальные исследования их устойчивости 
по отношению к поверхностному заряду [104]) и cm8

0 10−≈ζ  полу-
чим ( )0

4 ζR  ≈ 1. Поэтому обнаруженная в проведенном рассмот-
рении сильная зависимость характерного времени развития неус-
тойчивости от величины  начальной амплитуды на пороге кри-
тичности параметра Тонкса-Френкеля свойственна именно 
плоской заряженной поверхности жидкости.  

5. Обратим внимание на то, что с увеличением амплитуды 
неустойчивой волны, нарастающей со временем по закону (6) 
(или по закону (5)), локальная плотность электрического заряда, а 
с ней и локальная величина параметра Тонкса-Френкеля на сво-
бодной поверхности жидкости в местах с возросшей кривизной 
также будут расти. Следовательно, согласно (1а) с увеличением 
амплитуды волны будет расти и величина волнового числа наи-
более неустойчивой волны: т.е. на вершине растущей волны с 

1−=αk  будут по мере увеличения поверхностной плотности элек-
трического заряда претерпевать неустойчивость все более корот-
кие волны. В итоге форма эмиссионного выступа (форма конуса 
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Тейлора) определится суперпозицией всех волн, претерпевших 
неустойчивость.  

Следует, однако, отметить, что сказанное выше относится к 
локальным значениям поверхностной плотности заряда, парамет-
ра Тонкса-Френкеля и волнового числа, а «локальность» для вол-
ны подразумевает характерный линейный размер пространства, в 
котором можно говорить о локальности, порядка половины дли-
ны волны. Теория реализации неустойчивости заряженной пло-
ской поверхности жидкости при непрерывно изменяющейся от 
точки к точке поверхностной плотности заряда пока не разрабо-
тана. В этой связи в нижеследующих рассуждениях будем опери-
ровать усредненными по полупериоду волны с 1−=αk  значениями 
параметра Тонкса-Френкеля и именно по ним находить согласно 
(1а) величины волновых чисел наиболее неустойчивых волн. 

Итак, зададимся целью проследить закономерности про-
странственного формирования конуса Тейлора, принимая, что в 
начальный момент времени при W=2 претерпела неустойчивость 
волна с волновым числом 1−=αk  и ее амплитуда нарастает по за-
кону (6).  

Выражение для величины параметра Тонкса-Френкеля как 
функции  времени  и координаты свободной поверхности волны с 

1−=αk , если ограничиться только главным слагаемым в (2), т.е. 

( )2
2cos ,a k x a t ξ ≈ ⋅ ⋅ − ω+ ⋅δ ⋅                            (8) 

легко находится и имеет  вид [116] 

( )( )2
0 21 2 cos ( ) ,W W a k k x a t= + ⋅ ⋅ ⋅ − ω− ⋅δ ⋅  

где 0W  – величина параметра W у невозмущенной капиллярным 
волновым движением плоской равновесной поверхности жидко-
сти, когда квадрат частоты волны 2 2 2

2( )z a= ω− ⋅δ  проходит через 
нуль и волна претерпевает неустойчивость. При этом зависи-
мость W от координаты определится соотношением 

( )( ) ( )( )0 01 2 cos 1 2 ( ) cos ,W W a k k x W k k x= + ⋅ ⋅ ⋅ = + ε ⋅ ⋅α ⋅ ⋅    (9) 
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а зависимость W от времени определится через a=a(t). Усредняя 
(9) по половине длины волны с 1−=αk , получим 
 

0 (1 1.27 ) .W W= ⋅ + ⋅ ε  

 
Подставляя это соотношение в (1а), найдем зависимость вол-

нового числа наиболее неустойчивой волны от ее амплитуды 
(от ε): 
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Подставим это выражение в (8) и, полагая, что с начала поте-
ри волной устойчивости и  во все последующие моменты време-
ни квадрат частоты равен нулю (т.е. 0)( 2

2
2 =⋅− δω a ), а зависи-

мость амплитуды волны от времени определяется соотношением 
(5), получим 
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Из этого выражения видно, что от времени зависит и ампли-
туда эмиссионного выступа, и его характерный поперечный раз-
мер. Рассмотрим эволюцию во времени выступа на поверхности 
жидкости, описываемого соотношением (11). 

В начальный момент времени, при t=0, будем иметь 
 

[ ] [ ]0 0 0cos cos .a x a k xξ = ⋅ α ≡ ⋅ ⋅  

 
По прошествии малого интервала времени 1tΔ  форма выступа 

изменится: 

[ ]1 0 1 0 1cos cos ( ) .
da dk

a x t k t x
dt dt

 ξ = ⋅ α + ⋅Δ ⋅ + ⋅Δ ⋅  
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По прошествии следующего малого интервала времени 2tΔ  
форма выступа еще более изменится: 

2 0 1 0 1cos cos ( )
x da dk

a t k t x
dt dt

ξ
α
   = ⋅ + Δ ⋅ + Δ +      

 

2 0 1 2cos ( ) .
da dk dk

t k t t x
dt dt dt

 + Δ ⋅ + Δ + Δ  
 

Повторяя проведенную процедуру n раз, получим:  
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В пределе n → ∞ суммирование в этом соотношении можно 
заменить интегрированием 
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Подставляя в это соотношение выражение k=k(а) из (10) и 
интегрируя по а, получим 
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xC

a

a

x

x
xa  

})]58.654.2(/22.0[)49.1sin(
0

a

a

a
xS

x







α

+−α⋅⋅
α
⋅+ .      (12) 

В этом соотношении С[z] и S[z] – интегралы Френеля [117].  
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На рисунке 1 внутренней кривой приведен график зависимо-
сти ξ=ξ(x), рассчитанный при а=0.25α, на том же рисунке наруж-
ной кривой приведен график зависимости ξ=а·cos(x/α) при 
а=0.25α. Несложно видеть, что при равенстве амплитудных зна-
чений обеих кривых зависимость (12) дает заметно большую 
кривизну вершины  по сравнению с обычной косинусоидой. 

Напомним, что проведенные расчеты основаны на учете 
лишь главного члена разложения (2). Если учесть и добавки раз-
личных порядков малости, то кривизна вершины эмиссионного 
выступа еще более увеличится и, кроме того, увеличится и его 
амплитуда. Однако такое исследование существенно более гро-
моздко по сравнению с проведенным и нуждается в отдельном 
рассмотрении.  

 

Рис. 1. Формы конуса Тейлора 
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3. Нелинейные волны  
на поверхности вязкой жидкости 

3.1. Нелинейные периодические волны  
на однородно заряженной поверхности 
электропроводной вязкой жидкости 

3.1.1. Решение задачи об аналитическом асимптотическом 
расчете капиллярно-гравитационного нелинейного периоди-
ческого волнового движения в бесконечно глубокой вязкой 
электропроводной несжимаемой жидкости 

 
Ниже предлагается строгое аналитическое асимптотическое 

решение задачи расчета параметров нелинейной периодической 
волны, распространяющейся по заряженной поверхности глубо-
кой жидкости произвольной вязкости, которое до настоящего 
времени не было известно в научной литературе и которое пред-
ставляет значительный интерес для многообразных приложений 
электрогидродинамики.  

1. Математическая формулировка задачи. Примем, что не-
сжимаемая ньютоновская жидкость с кинематической вязкостью 
ν , плотностью ρ  и коэффициентом поверхностного натяжения γ  
в декартовой системе координат с осью O z , направленной вер-
тикально вверх в поле сил тяжести zeg

−|| , заполняет полупро-
странство 0<z  и граничит с вакуумом. Жидкость считается иде-
альным проводником, несущим однородно распределенный по-
верхностный заряд такой, что электрическое поле над 
искаженной волновым движением поверхностью жидкости в 
пределе ∞→z  стремится к однородному с напряженностью zeE


0 . 

Будем исследовать временную эволюцию начальной деформации 
свободной поверхности жидкости. 

Пусть u = u(x,z,t) и v = v(x,z,t) – горизонтальная и вертикаль-
ная компоненты поля скоростей волнового движения в жидкости, 
которые для простоты считаются независимыми от координаты y, 

xe


, и ze


 – орты осей Ox и Oz. Тогда отклонение свободной по-
верхности жидкости ( )tx,ξξ =  от равновесной в поле сил тяжести 
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формы 0=z , поле скоростей zx eeU

⋅+⋅= vu  и электрический по-

тенциал Φ  над жидкостью удовлетворяют соотношениям 

ξ>z :                                   0=ΦΔ ;                                                 (1) 

ξ<z :           ( ) Ugz
U

pgradUUrotUt


Δ+







++−=×+∂ ν

ρ 2

1 2

;              (2) 

( ) 0div =U


;                                              (3) 

ξ=z :                            vu =∂⋅+∂ ξξ xt ;                                           (4) 

( )( )( ) ( ) ( )nUnnp


div
8

1
2 2 ⋅=Φ∇+⋅∇•⋅⋅⋅⋅− γ

π
νρ ;         (5) 

( )( ) ( )( ) 0=⋅∇•⋅+⋅∇•⋅ UnUn
 ττ ;                               (6) 

0=Φ ;                                                (7) 

∞→z :                                zeE
⋅→Φ∇− 0 ;                                          (8) 

−∞→z :                                  0


→U .                                                 (9) 

Здесь t – время; p – давление внутри жидкости; t∂  и x∂  – 
частные производные по времени и координате; n

  и τ  – орты 
касательной и нормали к поверхности, явный вид которых вместе 
с выражением для дивергенции нормали ( )n


div  приведены в 

"Приложении А". 
Для замыкания математической формулировки задачи 

выписанные соотношения должны быть дополнены начальными 
условиями, задающими начальное отклонение поверхности и 
начальное распределение поля скоростей. Как и в [61-63], вид 
начальных условий будем определять в процессе решения таким 
образом, чтобы прийти к наиболее простым в смысле 
аналитического описания формам колебаний свободной 
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поверхности и выявить свойства волны, связанные с ее 
нелинейностью. 

2. Принцип решения задачи. Пусть начальное возмущение 
( )tx,ξ  периодично по x  и образует волнообразный рельеф с 

длиной волны k/2πλ = (k  – волновое число) и амплитудой a. В 
качестве малого параметра примем ak ⋅=ε . 

В квадратичном по ε  приближении решение задачи (1)-(9) 
ищется в виде разложений: 

( )3
21 εOUUU ++=


;           ( )εOU ~1


;          ( )2

2 ~ εOU


; 

( )3
21 εOppp ++= ;           ( )εOp ~1 ;          ( )2

2 ~ εOp ; 

( )3
210 εO+Φ+Φ+Φ=Φ ;    ( )1~0 OΦ ;       ( )εO~1Φ ;         ( )2

2 ~ εOΦ ; 

( )3
21 εξξξ O++= ;           ( )εξ O~1 ;          ( )2

2 ~ εξ O .                   (10)   

 
Подстановка (10) в (3) – (5) приводит к задачам нулевого, 

первого и второго порядков малости. В "Приложении B" 
выписаны соотношения, которые получаются после разделения 
граничных условий на свободной поверхности (6)-(9) на 
соотношения для величин различных порядков малости. 

В нулевом по ε  приближении задача сводится к определению 
распределения гидростатического давления в жидкости:  

0u 0= ;         0v 0= ;         gz
E

p ρ
π
−−=

8

2
0

0 ;        zE ⋅−=Φ 00 .       (11) 

В нижеследующем изложении будут использоваться специ-
альные обозначения для линейных дифференциальных 
операторов: 

( )

( )























∂+∂
∂∂

∂⋅∂+∂−∂

∂⋅∂+∂−∂

≡

zzxx

zx

zzzxxt

xzzxxt

000

00

0
1

0

0
1

0

ρ
ν

ρ
ν

L ; 
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

















−

∂⋅+⋅−
∂

≡

0

0

E

g xx

t

γρ
R ;  

( )

0

0

1000

00

4/120

0010

=


















∂∂
−∂⋅⋅⋅−

−

≡

z

xz

z E πνρ
B ; 

и матриц-столбцов с обозначениями для составляющих 
элементов: 



















≡

0

0

0

0

O ;            



















Φ

≡

j

j

j

j

j p

v

u

Y ;            

.]4[

;]3[

;v]2[

;u]1[

jj

jj

jj

jj

p

Φ≡
≡
≡
≡

Y
Y
Y
Y

                      (12) 

Оператор B  действует на объекты типа jY  по следующему 

правилу: выполняются матричные операции, затем все операции 
дифференцирования и арифметические действия, после чего 
полагается z = 0. Результат действия оператора B  на столбец 
четырех функций, зависящих от переменных x, z и t, есть столбец 
четырех функций, не зависящих от z. 

В первом приближении получается линейная однородная 
дифференциальная задача, а для второго приближения – та же 
линейная дифференциальная задача, но с неоднородностью, вид 
которой определяется через решения, найденные в нулевом и 
первом приближениях. 

3. Задача первого порядка малости. Для величин первого 
по ε  порядка малости полная математическая формулировка 
задачи в принятых обозначениях имеет вид 

( ) 0L =1Y ;                                               (13) 

( ) ( ) 0RYB =+ 11 ξ ;                                         (14) 

+∞→z :                           0]4[11 →≡Φ Y ;                                           (15) 

−∞→z :                 0]1[u 11 →≡Y ;     0]2[v 11 →≡Y ;                           (16) 

0=t :      ( )xka ⋅⋅= cos1ξ ;    0≤z :     0
101 u]1[ ==tY ;    0

101 v]2[ ==tY .       (17) 
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Для простоты в качестве начальной деформации в первом 
приближении выбрана косинусоида. Выбор функций ( )tzx ,,uu 0

1
0
1 ≡  

и ( )tzx ,,vv 0
1

0
1 ≡  для описания начального распределения скоростей 

будет выполнен ниже. Отметим, что начальные условия 
необходимо формулировать только для первых двух элементов 

1Y , а не для всего этого символьного столбца неизвестных 
величин. Начальные условия на р1 и Ф1 не нужны. Для р1 этот 
факт объясняется следующим образом. Линеаризованное 
уравнение Навье-Стокса (первое уравнение системы (13)) можно 
записать в виде 

111
1

UpgradUt


Δ+






−=∂ ν
ρ

. 

Если к обеим частям этого уравнения применить операцию 
div  и учесть, что жидкость несжимаема (т.е. ( ) 0div 1 =U


), а также 

то обстоятельство, что повторные частные производные 
перестановочны, то несложно для р1 получить уравнение Лапласа  

01 =Δ p . 

Линеаризованное граничное условие на нормальные 
натяжения вместе с условием исчезновения на большой глубине 
градиента от добавки первого порядка малости к давлению 
имеют вид 

0=z :        111 v2 ξνρ xxzp ∂+∂⋅⋅⋅= ;         −∞→z :    .0|| 1 →∇p  

Видно, что если известно поле скоростей на поверхности и в 
объеме жидкости, а также дано выражение для 1ξ , то р1 удов-
летворяет задаче Дирихле в неограниченной области, решение 
которой существует и единственно. На Ф1 начальное условие не 
накладывается по аналогичной причине. Сказанное можно 
объяснить качественно следующим образом: в используемой 
модели несжимаемой идеально проводящей жидкости любое 
изменение в значениях поля скоростей и отклонения поверхности 

1ξ  мгновенно отражается на виде скалярных полей р1 и Ф1. 
Решение задачи первого порядка малости имеет вид 

( ) ( )Ta expcos1 ⋅⋅=∗ θξ ;                                   (18) 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )



+⋅







 ⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅=∗ θν cosexpsincos2expu 1212221 zqzqqzqqkkzSa  

(19) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )TzqzqqzqqkkzD expsinexpsincos2exp 12221 ⋅



⋅






 ⋅+⋅⋅⋅−⋅+ θν ; 

( ) ( ) ( ) ( )



−⋅







 ⋅⋅⋅−⋅⋅=∗ θν cosexpcos2expv 12
2

1 zqzqkkzDa   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TzqzqkkzS expsinexpsin2exp 12
2

2 ⋅



⋅







 ⋅⋅⋅−⋅− θν ;    (20) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TkzkSSSDS
k

a
p expexpsin2cos 2

22
2
21

*
1 ⋅⋅







 ⋅⋅+⋅+⋅+⋅−⋅= θνθρ ; 

(21) 

( ) ( )TEa expcos0
*
1 ⋅⋅⋅=Φ θ ;                                (22) 

( ) qk
g

E
k

g
k

gk
qk ⋅⋅=








⋅−⋅+⋅−+ 3

2
02

2

222 4
4

1
πρρ

γ
ν

;             (23) 

( ) 0Re1 ≥≡ qq ;     ( ) 0Im2 ≥≡ qq ;                             (24) 

( )22 kqS −⋅=ν ;          ( )SS Re1 ≡ ;         ( )SS Im2 ≡ ;                         (25) 

xktS ⋅−⋅≡ 2θ ;          tST ⋅≡ 1 ;            2
1 2 kSD ⋅+≡ ν .                      (26) 

В этих соотношениях q вычисляется как корень диспер-
сионного уравнения (23), удовлетворяющий условиям (24). 
Условия (24) являются условиями отбора значения корня, 
который соответствует волновому движению со скоростью, 
стремящейся к нулю при z →−∞  (см. условие (16)), и которому 
сопоставляется прогрессивная волна, распространяющаяся 
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вправо. Условия (24) обеспечивают единственность процедуры 
вычисления комплексной частоты S. 

С помощью решения (18) – (22) подстановка 

∗∗∗ += 111 ξξξ ;               ∗∗∗ += 111 YYY  

сводит (13) – (17) к задаче с изначально невозмущенной 
поверхностью: 

( ) 0L =∗∗
1Y ; 

( ) ( ) 0RYB =+ ∗∗∗∗
11 ξ ; 

+∞→z :                              0]4[11 →≡Φ ∗∗∗∗ Y ;  

−∞→z :             0]1[u 11 →≡ ∗∗∗∗ Y ;      0]2[v 11 →≡ ∗∗∗∗ Y ;                      (17) 

t = 0:  01 =∗∗ξ ;   0≤z :  01
0
101 ]1[u]1[ =

∗
=

∗∗ −= tt YY ;    01
0
101 ]2[v]2[ =

∗
=

∗∗ −= tt YY .  

Форма свободной поверхности представляется в виде супер-
позиции функции ∗

1ξ , совпадающей при 0=t  с начальным иска-
жением поверхности и функции ∗∗

1ξ , совпадающей в начальный 
момент времени с равновесной поверхностью ( 01 =∗∗ξ  при 0=t ). 
Чтобы получить наименее громоздкое решение, примем, что в 
задаче (27) в начальный момент времени скорость всех точек 
жидкости 

0≤z :              0]1[u 01
0
1 =− =

∗
tY ;       0]2[v 01

0
1 =− =

∗
tY ;                      (28) 

Отсюда следует, что решение задачи (27) нулевое, а (18) – 
(26) представляют решение задачи первого порядка малости с 
начальным условием (28). 

4. Задача второго порядка малости. В результате 
выделения из (1) – (9) соотношений на величины различных 
порядков (см. "Приложение И") с последующей подстановкой в 
полученные выражения, зависящие от величин первого порядка 
малости, решения, найденного в первом приближении, задача 
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второго порядка малости с неопределенными пока начальными 
условиями может быть сформулирована в виде 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )+




⋅







⋅+⋅







+⋅






+⋅






⋅= Tzqkkzzqa 2expexp
0

2exp
0

2exp
0

Re 32
1

12
2

AAA
YL  

( )( ) ( )( )



⋅+⋅⋅+⋅







+ θiTzqk 2expexp
0

4A
;                         (29) 

( ) ( ) ( ) ( )( )













⋅+⋅














⋅+⋅














⋅⋅=+ θξ iTEkTEka 2exp

2

2exp

2

Re 0

6

0

5
2

22

AA
RYB ;     (30) 

+∞→z :          0]4[22 →≡Φ Y ;                                                           (31) 

−∞→z :       0]1[u 22 →≡Y ;    0]2[v 22 →≡Y ,                                    (32) 

где 1 6−A A  – трехэлементные столбцы с комплексными коэффи-
циентами, не зависящими от координат и времени. Выражения 
для них приведены в "Приложении С". 

Ввиду линейности сформулированной задачи, можно найти 
ее комплексное решение, а затем, взяв от него действительную 
часть, получить физически реализующееся решение. Для систем 
неоднородных уравнений  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )Tzqkkzzqaa 2expexp
0

2exp
0

2exp
0

32
1

12 ⋅







⋅+⋅







+⋅






+⋅






=
AAA

yL ; (33) 

( ) ( )( ) ( )( )θ⋅+⋅⋅+⋅







⋅= iTzqkab 2expexp

0
42 A

yL ,               (34) 

относительно неизвестных, из которых составлены столбцы ay , 

by , легко определяются частные решения в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( )Tzqkkzzqaa 2expexp
0

2exp
0

2exp
0

32
1

12 ⋅







⋅+⋅








+⋅








+⋅








=

CCC
y ;   (35) 
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( )( ) ( )( )θ⋅+⋅⋅+⋅







⋅= iTzqkab 2expexp

0
42 C

y ,                    (36) 

где 41 CC −  – трехэлементные столбцы с коэффициентами, 
подлежащими определению. Непосредственная подстановка (35) 
и (36) в уравнения (33) и (34) приводит к системе линейных 
неоднородных уравнений относительно коэффициентов столбцов 

jC , для которых получаются формулы 

jjj AΠC ⋅= −1 ;       4,3,2,1=j .                            (37) 

Здесь 1 4−Π Π  – квадратные матрицы с коэффициентами, не 
зависящими от координат и времени, приведенными в 
"Приложении С". 

Далее ищем решение однородной задачи  

( ) 0=cyL .                                           (38) 

Его можно записать в виде 

( ) ( ) ( )









+⋅⋅



















⋅−

⋅−

⋅⋅+⋅



















ℑ

= kz
S

k

ki

aT

t

tf
ac 2exp

0

22exp

)(

0

0

22 λ
ρ

y            (39) 

( )( ) ( ) ( )( )θ⋅+⋅










−⋅⋅



















++⋅⋅⋅⋅


















⋅⋅−

−

+ iTkzRqkzH
ki

r

2exp2exp

1

0

0

0

2exp

0

0

2 22 . 

Столбец (39) является решением однородной задачи независимо 
от выбора в общем случае комплексных постоянных , ,H Rλ  и 
функций ( ) ( )ttf ℑ, . 

Значения , ,H Rλ  и ζ  подбираются так, чтоб величины  

( )( )θζξ ⋅+⋅=∗ iT2exp ;       cbbc yyy +=                     (40) 

удовлетворяли соотношениям  
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( ) ( ) ( )( )θξ iTEkabc +⋅













⋅⋅=+ ∗ 2exp

2
0

6
2

A
RyL .                             (41) 

После подстановки (41) в (40) оказывается, что такие значе-
ния , ,H Rλ  и ζ  находятся как решения линейной неоднородной 
системы алгебраических уравнений и имеют вид 

( )
( )
































⋅+



















+⋅−⋅⋅
−+⋅⋅⋅⋅

=



















−

2
0

]1[]2[2

]3[]2[2

]2[

0

6

44

44

4

1 Ek
qkki

qk

R

H
A

CC
CC

C
νρ

ζ
λ

Λ .         (42) 

Вид квадратной матрицы Λ  приведен в "Приложении С".  
Благодаря тому что столбцы ay , cbbc yyy +=  тождественно 

удовлетворяют соотношениям (33), (34), (41), подстановка  

∗+= yyY α2 ;    cba yyyy ++=∗ ;      ∗= ξξ                     (43) 

в (29) – (32) приводит к задаче  

( ) 0=αyL ;                                       (44) 

( ) ( )
( )

( )

( )T

t

qkq

tf
Eka 2exp

]1[]1[2

]3[]3[]3[

0

2 311

321
0

5
2 ⋅





































ℑ
+⋅+⋅⋅

+++
−














⋅⋅=

CC
CCCA

yB α ;        (45) 

+∞→z :                           0]4[ →≡Φ αα Y ;                                         (46) 

−∞→z :           0]1[u →≡ αα Y ;       0]2[v →≡ αα Y ;                           (47) 

Видно, что если положить  

( ) ]3[]3[]3[]2[ 3215 CCCA −−−=tf ;      ( ) ( )TEkt 2exp
2

1
0 −⋅⋅⋅=ℑ ,      (48) 

то соотношения (45) упростятся: 
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( ) ( )Ta 2exp

0

]3[

0

0

5

2 ⋅



















Λ−
⋅=

A
yB α ;     ( )qkq +⋅+⋅⋅≡Λ ]1[]1[2 311 CC     (45a) 

Получилась задача, аналогичная задаче определения поля скоро-
стей в несжимаемой вязкой глубокой жидкости под движущейся 
твердой плоской пластинкой [118]. По схеме, предложенной в 
[118], несложно найти решение задачи (45), (45a), (46), (47): 

( ) ( ) ττ
τνπ

ν
α dS

t

z
a

t

⋅⋅⋅







−

−⋅⋅

















 Λ−

⋅=  1

2

0

5

2 2exp
4

exp

0

0

0

]3[A

y ,       (49) 

удовлетворяющее начальному условию 

:0=t                                0y =α . 

Легко проверить, что подстановка  

*2 yyY += ∗ ;                                         (50) 

cba yyyyy +++=∗ α ;     ( )( )θζξξ ⋅+⋅+= ∗ iT2exp2 ,          (51) 

где αy  вычисляется из (49), ,a by y  находятся по формулам (35)-
(37), а cy  и ζ  вычисляются через (39), (42), (48), сводит задачу 
второго порядка малости (29) – (32) к однородной, аналогичной 
той, что получается в первом приближении: 

( ) 0yL =∗ ; 

( ) ( ) 0RyB =+∗
2ξ ; 

+∞→z :                                0]4[2 →≡Φ ∗∗ y ;  

−∞→z :                                   0]1[u2 →≡ ∗∗ y ;      0]2[v2 →≡ ∗∗ y ; 
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0=t :                                  ( )ikx2exp2 ⋅−=∗ ζξξ ; 

0≤z :                 0
0
20 ]1[u]1[ =∗=

∗ −= tt yy ;             0
0
20 ]2[v]2[ =∗=

∗ −= tt yy .    

Переходя к физически реализующемуся решению и прини-
мая во внимание, что αy  построен так, что в начальный момент 
времени все его элементы раны нулю, можно утверждать, что 
действительные части величин, составляющих столбец ∗y , 
определенный в (51), являются решением задачи второго порядка 
малости, если в качестве начальных условий на величины этого 
порядка взять 

0=t :                            ( )[ ]ikx2expRe2 ⋅= ζξ ; 

( ) 0
0
2 ]1[]1[]1[Reu =++= tcba yyy ;       ( ) 0

0
2 ]2[]2[]2[Rev =++= tcba yyy . 

Значимость найденного решения ∗y  не уменьшается от того, 
что оно удовлетворяет конкретным начальным условиям. Гораздо 
важнее то, что ∗y  – ключевое звено подстановки (50), сводящей 
неоднородную задачу второго порядка малости к однородной. 
Сам факт однородности новой задачи не зависит от вида 
функций, задающих исходные начальные условия на величины 
второго порядка малости. Поэтому произвольность формули-
ровки начальных условий на эти величины сказывается лишь на 
начальных условиях однородной задачи, к  которой подстановкой 
(50) редуцируется исходная неоднородная. Однородная же задача 
является предметом исследования хорошо разработанной 
линейной теории волн. 

5. Профиль нелинейной волны. Если к решению задачи 
второго порядка малости ( )∗yRe  прибавить ( )∗yRe , то полученное 
выражение снова будет решением задачи второго порядка мало-
сти. Но однородная задача определения ∗y  совпадает с задачей 
первого порядка малости (13) – (16). Поэтому при добавлении к 
( )∗yRe  любого решения вида (18) – (26) с другими значениями 

волнового числа и амплитуды (их произведение должно быть 
величиной более высокого порядка, чем ε ) снова получится 
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решение задачи второго порядка малости. С учетом возможности 
добавок подобного рода форма волны, бегущей по заряженной 
свободной поверхности вязкой глубокой жидкости, может быть 
описана выражением 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ≡+⋅⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅⋅= ...2exp2sin2cosexpcos 121
2

1 РВЛtSatSa θζθζθξ  

( ) ( ) ( ) ( ){ } ...2exp2cosexpcos 1
2

1 РВЛtSAatSa +⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅≡ βθθ    (52) 

( )ζζ Re1 ≡ ;      ( )ζζ Im2 ≡ ;     2
2

2
1 ζζ +≡A ;     

( )
( )Λ
Λ

det

det ζζ ≡ ; 

( )
( )
( )

2 1 1 2

2 1 1 2

2 1 1

1 2

1 2

/ , 0 0;

/ 2 , 0 0;

;/ , 0

/ 2, 0 0;

3 / 2 0 0.

Arctg если и

Arctg если и

Arctg если

если и

если и

ζ ζ ζ ζ
ζ ζ π ζ ζ

β ζ ζ π ζ
π ζ ζ
π ζ ζ

 > ≥
 + > <≡ + <
 = <

= <

 

Здесь ( )xArctg  – ветвь функции арктангенс, отображающая число-
вую ось в сегмент ( )2/,2/ ππ− . Выражение для фазы β  построено 
так, чтобы ее значение лежало в пределах πβ 20 ≤≤ . 

Для добавок, о которых шла речь в предыдущем абзаце, 
введено обозначение Л.В.Р. – линейные волновые решения (такие 
же, как в линейной теории). Это может быть любая суперпозиция 
косинусоидальных бегущих волн ( ) ( )txt ⋅Σ⋅+⋅−⋅Σ⋅ 12 expcos ϕκη  с 
такими амплитудой и η  и волновым числом k≠κ , что 

( )ako ⋅=⋅ηκ  (о – символ малости). Комплексная частота 

21 Σ⋅+Σ=Σ i  и волновое число к этих волн связаны тем же 
дисперсионным уравнением (23), что и величины S и k, через 
которые выражаются переменные xktS ⋅−⋅= 2θ  и tST ⋅= 1 . Как 
решения линейной однородной задачи, Л.В.Р. распространяются 
не взаимодействуя друг с другом, каждая волна со своей фазовой 
скоростью. 

Слагаемые в фигурных скобках в выражении (52) представ-
ляют собой взаимодействующие волновые решения. Коэффици-
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енты A и β  сложным образом зависят от волнового числа k, 
которое отвечает волне ( )θcos⋅a , распространяющейся по 
свободной поверхности в первом приближении. Таким образом, 
амплитуда и фаза второй волновой добавки в фигурных скобках 
(52) зависит от свойств первой волновой добавки. Обе волновые 
составляющие в фигурных скобках имеют одинаковую фазовую 
скорость. Поэтому то, что получается в сумме, является 
самостоятельной периодической волной, имеющей ту же 
фазовую скорость. За длину этой волны естественно взять прост-
ранственный период по x, общий для обоих слагаемых, – 
величину k/2πλ = . Очевидно, k можно считать волновым числом, 
которое отвечает этой новой волне. В отличие от волновых 
решений, получаемых при решении задачи в линейном 
приближении, форма новой волны существенно зависит от ее 
волнового числа k и, как видно из (52), изменяется с течением 
времени (в случае, когда 01 ≠S ). Изменения в форме имеют 
второй порядок малости. 

В пределе идеальной жидкости, когда 0→ν , значение β  
стремится либо к нулю, либо к π . Замечая, что вместо πβ =  
можно положить 0=β , с изменением знака при А, для профиля 
волны в этом приближении можно записать содержательное для 
исследования выражение: 

( ) ( ) ( )0
2

0 2coscos, θθξ ⋅Λ⋅+⋅= aatx ;   
( )

22

22

21

21

2

1

k

kWk
k

α
αα

−
−+=Λ ;   kxt −= 00 ωθ ; 

(53) 

;
4

2

γρπ g
o

E
W =         

gρ
γα ≡ ;     ( )Wkkgk ααω −+≡ 222

0
1 . 

Здесь α  – капиллярная постоянная, а W – безразмерный 
параметр Тонкса-Френкеля, который характеризует устойчивость 
заряженной поверхности жидкости по отношению к 
собственному заряду. Из линейной теории хорошо известно, что 
условие 
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k
kW

α
α 1+>                                            (54) 

обеспечивает при заданном kα  положительность параметра 
( )SS Re1 ≡ , входящего в (50). В этом случае имеет место 

неустойчивость заряженной свободной поверхности жидкости 
[7], причем S1 имеет смысл инкремента нарастания амплитуды 
линейного по a слагаемого в фигурных скобках (52), а 12 S⋅  – 
инкремента нелинейного слагаемого. Если значение W  
недостаточно велико для выполнения условия (54), то 01 <S . 
Тогда S1 характеризует декремент экспоненциального затухания 
линейного по а слагаемого в фигурных скобках (52), а 12 S⋅  – 
декремент нелинейного слагаемого. 

При 0=W  выражение (52) совпадает с профилем волны, 
построенным в работе Найфэ [63]. Если в дополнение к этому 
положить 0=γ , то получится известное квадратичное по 
амплитуде приближение волны Стокса. Нелинейный профиль 
волны на поверхности идеальной жидкости, называемый волной 
Стокса, построен более века назад. Тем не менее (52) – первое 
корректное обобщение этого понятия на случай жидкости с 
конечной вязкостью, конечным поверхностным натяжением и 
заряженной свободной поверхностью в квадратичном по 
амплитуде приближении. Таким образом, уже само выражение 
(52) является новым для теории волн на поверхности глубокой 
жидкости результатом, решением классической задачи 
гидродинамики, которое более века оставалось неизвестным. Из 
(53) следует, что в идеальной жидкости при ( )2/1 ⋅== ∗ αkk  
знаменатель амплитуды поправки второго порядка малости к 
профилю волны обращается в нуль, а сама добавка при конечных 
значениях числителя стремится к бесконечности. Обсуждение 
этого факта, связанного с нелинейным резонансным 
взаимодействием волн, частично уже проводилось в [58]. В 
вязкой жидкости, как и следовало ожидать, амплитуда волн в 
бесконечность не обращается, а остается конечной.  

ПРИЛОЖЕНИЕ A. Орты нормали и касательной к сво-
бодной поверхности жидкости. Дивергенция орта нормали. 
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Уравнение искаженной волновым движением плоской 
свободной поверхности жидкости имеет вид 0=−ξz , ( )tx,ξξ ≡ . 
Нормальный и касательный орты вычисляются с помощью 
соотношений 

( ) ( ) z2x2

x e
1

1
e

1
n



ξξ
ξ

xx ∂+
+

∂+

∂−= ;                           (1.A) 

( ) ( ) z2x2
e

1
e

1

1 

ξ
ξ

ξ
τ

x

x

x ∂+

∂+
∂+

= .                            (2.A) 

Средняя кривизна поверхности, как известно, равна 
дивергенции орта внешней нормали 

( )
( )( )

( )3
2/31

div ξξ
ξ
ξ

On xx
x

xx +−∂=
∂+
∂−=                      (3.A) 

 
ПРИЛОЖЕНИЕ В. Граничные условия для величин 

различных порядков малости. 
 
1. Кинематическое граничное условие (4). Раскладывая (4) в 

ряд в окрестности невозмущенной поверхности жидкости 0=z , 
считая здесь и далее, что ( )ξO~u , можно получить асимптотику 
этого условия с ошибкой порядка ( )3ξO : 

0=z :                    vvu zxt ∂⋅+=∂⋅+∂ ξξξ .                                 (1.B) 

Подставляя сюда соотношения 1 2ξ = ξ + ξ , 1 2u u u= + , 

1 2v v v= + , в которых индекс означает порядок малости 
индексированной величины по ε , можно разделить (1.B) на 
соотношения для величин различных порядков малости: 

0=z :                                  1 1v 0t∂ ξ − = ;                                        (2.B) 

2 2 1 1 1 1v v ut z x∂ ξ − = ξ ⋅∂ − ⋅∂ ξ .                           (3.B) 
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2. Условие для касательных натяжений на свободной 
поверхности. Если для ортов n

  и τ  воспользоваться формулами 

(1.A), (2.A), то, обозначая ( )( ) 2/121
−

∂+= ξχ x , несложно найти, что 

 

( ) ( ) ( ) =∇•⋅+∇•⋅=⋅∇• vu neneUn
zx

  

( ) ( )vvuu zxxzxx zx
ee ∂+∂⋅∂−⋅⋅+∂+∂⋅∂−⋅⋅= ξχξχ  ; 

( ) ( ) ( ) =∇•⋅+∇•⋅=⋅∇• vu τττ 
zx eeU  

( ) ( )vvuu zxxzxx zx
ee ∂⋅∂+∂⋅⋅+∂⋅∂+∂⋅⋅= ξχξχ  ; 

( )( ) ( )( )vvuu 22
zxxxzxxUn ∂⋅∂+∂⋅∂−∂+∂⋅∂−⋅=⋅∇•⋅ ξξξχτ

 ; 

( )( ) ( )( )vvuu 22
zxxzxxxUn ∂⋅∂+∂+∂⋅∂−∂⋅∂−=⋅∇•⋅ ξξξχτ

 . 

С помощью двух последних равенств условие (6) можно 
переписать в виде 

ξ=z :             ( ) ( )( ) ( ) 0vu21uv 2 =∂⋅∂−∂⋅−∂−⋅∂+∂ ξξ xzxxzx .           (4.B) 

Разложение (4.B) в ряд по ξ  в окрестности 0=z приводит с 
ошибкой порядка ( )3ξO  к аппроксимационному выражению 

0=z :                  ( ) ( ) ξξ xzxzxzzx ∂⋅∂−∂⋅=∂+∂∂⋅+∂+∂ vu2uvuv . 

Отсюда несложно получить соотношения величин различных 
порядков малости: 

0=z :                            1 1u v 0z z∂ + ∂ = ;                                         (5.B) 

( ) ( )11111122 uvvu2vu zxzxzxzz ∂+∂∂⋅−∂⋅∂−∂⋅=∂+∂ ξξ . 

Последнее соотношение упрощается с помощью условия 
неразрывности, записанного в виде 11 vu zx −∂=∂ , до выражения 
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( )2 2 1 1 1 1 1u v 4 v v uz z z x z x z∂ + ∂ = − ⋅∂ ⋅∂ ξ − ξ ⋅∂ ∂ + ∂ .              (6.B) 

3. Условие для давления на возмущенной поверхности (5). 
Если воспользоваться формулой (1.A) и определением 

u vx zU e e= ⋅ + ⋅
  

, то с ошибкой порядка ( )3ξO  можно получить 
выражения 

ξ=z :                      ( )( ) ( )( )3 21x x zn O e O e= −∂ ξ + ξ ⋅ + + ξ ⋅   ; 

( ) ( )( ) ( )( ) zzxxxzxx eOeOUn
 ⋅+∂+∂⋅∂−+⋅+∂+∂⋅∂−=⋅∇• 33 vvuu ξξξξ ; 

( )( ) ( )3vvu ξξξ OUnn zxxzx +∂+∂⋅∂−∂⋅−∂=⋅∇•⋅
 . 

Разложение (5) в ряд по в окрестности 0=z  с ошибкой 
порядка ( )3ξO  имеет вид 

0=z : ( ) +∂+∂⋅∂⋅+∂⋅−∂⋅−∂⋅⋅+∂⋅+ vu2v2v2
2

1 2
xzxzzzzzz ppp ξρνρνξρνξξ  

(7.B) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )nzzzz


div2
8

1 2222 ⋅=






 Φ∇∂•Φ∇+Φ∇∂+Φ∇∂•Φ∇+Φ∇+ γξξξ
π

. 

Если учесть, что 0 1 2p p p p= + + , 1 2ξ = ξ + ξ , 0 1 2Φ = Φ +Φ +Φ  

( ) ( )3div xxn O= −∂ ξ + ξ
 и что ( )2

0 0 / 8p gz E= −ρ − π ; 0 0E zΦ = − ⋅ , то 

(7.B) распадается на соотношения для величин различных 
порядков малости: 

0=z :           0
1 1 1 1 12 v 0

4z xx z

E
g p−ρ ξ + − ρν ⋅∂ + γ ⋅∂ ξ − ⋅∂ Φ =

π
; 

=Φ∂⋅−∂⋅+∂⋅−+− 2
0

2222 4
v2 zxxz

E
pg

π
ξγρνξρ  

( ) ( )( ) 11
02

1
2

11111 48

1
v2 Φ∂⋅⋅+Φ∂+Φ∂⋅−∂⋅−∂⋅⋅= zzzxzzz

E
p ξ

ππ
ξξρν . 
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4. Разложение условия (7) окрестности невозмущенной 

поверхности жидкости с необходимой точностью имеет вид 

0=z :                               21
0

2z zzΦ + ξ ⋅∂ Φ + ⋅ξ ⋅∂ Φ = . 

Это соотношение легко разбивается на порядки малости: 

0=z :        0 0Φ = ;      1 0 1 0EΦ − ⋅ξ = ;         2 0 2 1 1zEΦ − ⋅ξ = −ξ ⋅∂ Φ . 

 
ПРИЛОЖЕНИЕ С. Вспомогательные матрицы-столбцы, 

возникающие в задаче второго порядка малости. 
 
Значения величин S, S2, q, q1, q2, D вычисляются с помощью 

выражений (25) – (26). 
1. Матрицы-столбцы 1 6−A A , входящие в (27), (28):  

2
2 3

1 14

0

q

k q k

 
 = − ν ⋅ ⋅  
  

A ;      ( )2 2
2 2

0

0

k S D

 
 

= − ⋅ + 
 
 

A ; 

( ) ( )( )
( )( )

2 2 2 2
1 2 2 2 1

3 2

2 2

2

0

S k q q S iD q q k

k i k k q S i D

 + ν + + − +
 
 = ν − ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅
 
  

A ;  

( ) ( )2 2

4

2

0

0

i k q k S k − ν − + ν
 
 =
 
  

A ; 

5 0

0

0

N

M

 
 =  
  

A ;  
1 2

6 1 2

1 2

i

N iN

M iM

Ω + Ω 
 = + 
 + 

A ;  ( )
( )

1

1 1

2 2 2

;

2 ;

2 ;

S S iS

k D kq

k S kq

= −
Ω = − ν
Ω = − ν
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( )( )2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 2 1 1 2

1
4 4

2
N S S k S k k q q= ⋅ρ − + ν + ν − + ;  

2 2

1 0

1

2 4

k E
N N= + ⋅

π
;    ( )2 2

2 2 1 24N S D k q q= ρ ⋅ − ν ; 

( )( )2 2 2
0 2 2 2 13 3M k kS q k q q= − + − ; 

( )( )2 2 2
1 2 2 2 13 5 3M k kS q k q q= − − − + ⋅ν ;  

( )( )3 2 2 3
2 1 1 2 1 13 6 5 3M k kS k k q q q q= + ν − + − . 

2. Квадратные матрицы 1 4−Π Π , входящие в (35): 

( )2
1 1

1
1

1

2 2 0 0

2
0 0

0 2 0

S q

q

q

 − ν
 
 =  ρ 
 
 

Π ;  

( )2
1 1

2

2 2 0 0

2
0 0

0 2 0

S q

k

k

 − ν
 
 =  ρ 
 
 

Π ; 

( )
( )

2
1

3

2 0 0

0 0

0 0

S k q

k q

k q

 − ν +
 

+ =  ρ 
+  

Π ; 

( )

( ) ( )

2 2

2 2
4

2
2 3 2 0

0 2 3 2

2 0

ik
S k kq q

k q
S k kq q

ik k q

 + ν − − − ρ 
+ 

= + ν − − ρ 
 − +
 
 

Π . 
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3. Матрица Λ , входящая в (40) и ζΛ , входящая в (52): 

( ) ( )























−

−+

+−+−





 +

−

=

100

00828

2
442224

0222

0

22

0222

E

ik
S

k

kE
kgkS

S
kki

Skik

ν

π
γρνρ

ν
ρν

Λ= ; 

( ) ( )

( )

























++⋅−⋅−+

+−+⋅+−





 +

Ω+−

=

1
2

00

0]1[]2[2828

2
]3[]2[242224

0]2[22

0

44
22

0
44

22

4

kE

Mqkkiik
S

k

kE
NqkkS

S
kki

kik

CC

CC

C

ν

π
ρννρ

ν
ρν

ζ =Λ . 

Здесь 1 2iΩ = Ω + Ω ; 1 2N N iN= + ; 1 2M M iM= +  определены 
через параметры, определенные в пункте 1 текущей части 
приложения, а [ ]m nC  – n-й элемент Cm – столбца (см.(37)). 

 

3.1.2. Формы нелинейных капиллярно-гравитационных  
                   волн на свободной поверхности вязкой жидкости 

Полученное в предыдущем пункте решение задачи о форме 
периодической капиллярно-гравитационной волны на поверх-
ности вязкой глубокой жидкости имеет значительную ценность 
для теории распространения волн, поскольку это первое указание 
на ошибочность выражения, предложенного в качестве решения 
этой задачи Харисоном [118] 1908 г. Ошибка Харисона в течение 
века оставалась не выявленной, а его работа не стала основой для 
исследования задач с плоской свободной поверхностью, когда 
необходимо учитывать диссипативные эффекты. В связи со ска-
занным, интересно рассмотреть некоторые свойства полученного 
решения при отсутствии на поверхности жидкости электри-
ческого заряда. 

1. Сравнение найденного решения с известными. Полу-
ченное в предыдущем пункте решение интересно сравнить с 
результатами А.Х. Найфе, который исследовал аналогичную 
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задачу, сформулированную для идеальной жидкости [63]. В этом 
случае, согласно [63], прямое разложение решения в квадрати-
ческом по амплитуде отклонения поверхности от равновесной 
формы приближении приводит к следующему результату: 

( ) ( ) ( )2
0 0 0, cos cos 2x t a aξ = ⋅ θ + ⋅Λ ⋅ θ ;       

( )
( )

2

2

1

2 2

g k
k

g k

ρ + γ
Λ =

ρ − γ
;  

 0 0t kxθ = ω − .                                   (55) 

Если 0γ = , то решение (55) превращается в волну Стокса 
[64]. Несложно показать, что при 0→ν  выражение для профиля 
волны в вязкой жидкости (52) переходит в соответствующее для 
идеальной жидкости (53). 

При сравнении решений для вязкой жидкости (52) и для иде-
альной жидкости (55) выяснилось, что они наиболее существенно 
различаются при значениях безразмерных параметров соответст-
вующих резонансному взаимодействию мод. Для невязкой жид-
кости из (55) видно, что при 2 0.5k gγ = ⋅ρ  добавка, квадратичная 
по амплитуде волны первого приближения, становится бесконеч-
но большой, и получается, что главная мода резонансно раска-
чивает волну с вдвое меньшей длиной. 

На рис. 1 в безразмерных переменных, в которых 
1gρ = = γ = , построены амплитуды вторых слагаемых решений 

(52) и (55) при безразмерных значениях 310−ν =  и 0.01a =  в 
зависимости от безразмерного поверхностного натяжения γ . 
Выбранный набор безразмерных переменных позволяет сравнить 
вязкую и невязкую модели межмодового резонанса для волны на 
поверхности воды с длиной cm4.2  и амплитудой mm3.0 . Из ри-
сунка видно, что в далекой от резонанса области безразмерных 
параметров решения (52) и (55) совпадают. Вблизи резонансного 
безразмерного значения 5.0=γ  в решении задачи с учетом вяз-
кости становится отличным от нуля коэффициент при ( )2Re ζ  при 
( )θ2sin . Это смещает фазу волны, найденной во втором порядке 

приближений, по отношению к фазе основной волны. Амплитуда 
квадратичной добавки остается меньше амплитуды основной вол-
ны 01.0=a  даже при резонансном значении 5.0=γ . Это означает, 
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что решение (52) в данном случае пригодно при всех значениях 
γ , тогда как решение (55), основанное на приближении невязкой 
жидкости, предсказывает резонансно высокую амплитуду. 
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
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1
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Рис. 1. Зависимости входящих в (52), (53) амплитуд  
безразмерных квадратичных добавок Λ(γ) к профилю волны  

при 0=W  от величины безразмерного поверхностного натяжения; 
1 – для идеальной жидкости; 2 – Λ1(γ)=a2ζ1(γ), 3 – Λ2(γ)=a2ζ2(γ):  

для вязкой жидкости соответственно при ν=10-3 

 

2. Примеры расчета профиля волны. Расчеты показали, что 
на воде профили волн неоколорезонансной длины 

cmcm 1.04.2 ±≠λ , полученные по формуле (55), и профили, рас-
считанные при тех же значениях параметров в момент времени 

0=t  по формуле (52), различаются весьма незначительно, но с 
течением времени различие в высоте волн (52) и (55) быстро 
растет. Благодаря вязкости, значение амплитуды волны (52) 
снижается, причем амплитуда составляющей первого порядка 
малости уменьшается пропорционально ( )tS ⋅− 1exp , где 01 <S , а 
амплитуда добавки второго порядка малости уменьшается как 
квадрат этой экспоненты. В результате с течением времени, 
кроме снижения значения амплитуды волны, отмечается еще и 
изменение формы ее профиля. На рис. 2 приведен пример  
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профиля нелинейной волны на воде с длиной cm2=λ  и cma 3.0= . 
Пунктиром построен профиль, рассчитанный без учета вязкости 
по формуле (55). Он с точностью до толщины линий рисунка 
совпадает с профилем, найденным в момент времени 0=t  по 
формуле (52), учитывающей вязкость. Согласно (52) за время 

st 5=  амплитуда уменьшится примерно вдвое (профиль 
изображенный сплошной линией). Кроме того, нижняя впадина 
профиля за это время поднимается над нулевым уровнем, 
изменяя характер профиля. 
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Рис. 2. Профили волн длины cm2=λ  на воде, рассчитанные 

по формуле (52) при 3/1 cmg=ρ , cmdyn /72=γ , scm /01.0 2=ν , 
2/81.9 scmg = , 0=W  в различные моменты времени: 0=t  s  

(профиль с большой амплитудой) и st 5= . Единицы измерения  
по вертикальной и горизонтальной оси – сантиметры 

 

Из рис. 3 видно, что оба выражения (52) и (55) непригодны 
для описания профиля околорезонансной волны, длина которой в 
данном случае cm5.2=λ . Действительно, при mma 3=  добавка, 
которая должна иметь второй порядок малости, дает вклад, уве-
личивающий амплитуду почти до cm3 .  
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3. Влияние вязкости на симметрию профиля волны. В 
приближении идеальной жидкости (55) профиль волны – последо-
вательность больших и малых горбов, симметричных относитель-
но вертикали, проходящей через их вершину. Можно сказать: пе-
редний и задний (по отношению к направлению распространения 
волны) склоны горбов имеют одинаковую крутизну. Благодаря 
вязкости симметрия нарушается. Но обнаружить это удается толь-
ко при довольно больших значениях вязкости. Из рис. 4 видно, что 
для жидкости, близкой по свойствам к воде, но с scm /1.0 2=ν  (это 
в десять раз больше, чем у воды), асимметрия горбов становится 
заметной, а при 5.0=ν  значительной. Из рис. 4 видно, что у волны 
с длиной cm6.2=λ  для большого горба задний склон круче перед-
него, а для малого наоборот. Вязкости жидкостей, имеющих в 
нормальных условиях плотности, близкие к плотности воды, и по-
верхностные натяжения, близкие к cmdyn /50 , могут существенно 
различаться – от scm /01.0 2=ν  для воды, до scm /7 2=ν  для глице-
рина. По-видимому, раствор со свойствами, при которых построен 
рис. 4 можно получить, смешивая в определенных пропорциях 
жидкости с разными вязкостями. 
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Рис. 3. Профили волн на воде с длиной cm5.2=λ ,  
близкой к резонансной cm4.2 , рассчитанные при 0=W  и t=0 s  
по формулам: сплошная линия – (52) и пунктирная линия – (53) 
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Рис. 4. Профили волны длины cm6.2=λ  на поверхности жидкости  

при 3/1 cmg=ρ , cmdyn /60=γ , 2/81.9 scmg = , рассчитанные  
при 0=W  и t=0 s по формулам: сплошная линия – (52);  

пунктирная линия – (53); a) – scm /1.0 2=ν ;  b) - scm /5.0 2=ν  
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4. Заключение. Полученное корректное в квадратичном по 
амплитуде волн приближении асимптотическое решение задачи 
распространения волн по поверхности бесконечно глубокой жид-
кости произвольной вязкости обобщает понятие "волны Стокса" 
(определенное для идеальной жидкости) на случай вязкой жидко-
сти. Сравнение найденного решения с решением для идеальной 
жидкости показывает, что даже малая вязкость играет сущест-
венную роль в формировании профиля волны, причем роль вяз-
кости в исследовании временной эволюции нелинейных волн по-
вышается с ростом порядка малости, в котором ищется решение. 
Учет вязкости приводит к существенному изменению картины 
реализации резонансного межмодового взаимодействия волн и 
нарушает симметрию профиля волны. 

3.1.3. Нелинейные капиллярно-гравитационные волны  
                 на заряженной свободной поверхности  
                 маловязкой жидкости 

Выражение (52) для профиля периодической капиллярно-
гравитационной волны на поверхности вязкой электропроводной 
жидкости весьма громоздко для качественного исследования. 
Трудность проведения наглядного исследования осложняется не 
только большим количеством исходных переменных и вспомога-
тельных величин, но и тем, что в него входит действительная и 
мнимая часть комплексной частоты, определяемой как один из 
корней трансцендентного уравнения, выбранный из множества 
других корней в соответствии с определенными правилами. Даже 
компьютерное исследование выражения (52) связано с трудно-
стью правильной идентификации корня дисперсионного уравне-
ния в программном режиме. В настоящем пункте будет построе-
но выражение для профиля волны в приближении малой вязкости 
и даны удобные для практического использования формулы вы-
числения корней дисперсионного уравнения. 

1. Асимптотический анализ в пределе малой вязкости. 
Представление комплексной частоты в виде ряда по степеням 
безразмерной вязкости. Чтобы найти аналитические асимпто-
тические выражения для коэффициентов 1ζ  и 2ζ , фигурирующих 
в (52), необходимо взять асимптотику найденного решения к ма-
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лой вязкости. Для этого разложим дисперсионное уравнение за-
дачи по степеням вязкости. Введем в рассмотрение величины  

( )2 2
0 1kg k kWω = + α − α ;     ( )2 2

0 1r kg kW k= α − − α . 

Значения 0ω  вещественны при докритических значениях W, а 
r0 при закритических W. В физическом смысле 0ω  представляет 
частоту волнового движения на поверхности идеальной жидко-
сти; r0 – инкремент нарастания неустойчивости по отношению к 
избытку поверхностного заряда для идеальной жидкости при за-
критических W. 

Разделим обе части дисперсионного уравнения (23) на 0ω  в 
случае докритических W и на r0 при закритических значениях W: 

( ) 04
1

1
2 2/32 =+⋅⋅=









−
++ χβχχβ ;  ( )( ) 012Re 2 >++ χβ ;       (57) 

0

0

/

/

S

S r

ω 
β =  

 
;             

2
0

2
0

/

/

k

k r

 ν ω
χ =  

ν 
.                        (58) 

Здесь и далее используется обозначение 

( )
( )

1

1

, ;

, .

Q если W k kQ

R R если W k k

−

−

 < α + α  =  
  < α + α

                        (59) 

Видно, что в (57), кроме численных коэффициентов, имеются 
только две безразмерные переменные: безразмерная частота β  и 
безразмерная вязкость χ . 

Для определенности рассмотрим дисперсионное уравнение 
(57) в докритическом по W случае 

( ) 0412 2/32 =+⋅⋅=++ χβχχβ ;      ( )( ) 012Re 2 >++ χβ .       (60) 

Пусть 1<<χ . Найдем разложение по степеням χ  для корня 
дисперсионного уравнения (60), который стремится к i=β  при 

0→χ . 
Для этого примем, что 
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σβ += i ;         ( ) 0
0

lim =
→

σ
χ

. 

Квадратный корень из правой части (60) имеет две аналити-
ческие ветви 

( ) ( )σχσχχβ +−⋅+±=+−⋅=+ i
i

ii 1
2

1
1 ,                   (61) 

которые представляются рядами по целым степеням малого па-
раметра ( )χ + σ  (при вычислении квадратного корня ( )1 i− χ + σ  

для определенности выбирается та его ветвь, на которой он равен 
единице при 0χ + σ = ). Выбирая ветвь функции β + χ , действи-
тельная часть которой положительна при малых в сравнении с 
единицей (в том числе и при нулевых) значениях параметра 
χ + σ , получаем дисперсионное уравнение в виде 

( ) ( ) ( )2 3/ 22 1 2 2 1 1i i i+ σ + χ + = ⋅ ⋅ + ⋅ χ ⋅ − χ + σ . 

Представим σ  в виде двух слагаемых: 1 2σ = σ + σ , где 

( )2 ~ oσ χ , другое 1σ  остается неопределенным. При подстановке 

1 2σ = σ + σ  в (60) его левая часть примет асимптотический вид 

( ) ( )12 2i oσ + χ + χ , а правая будет иметь порядок 3/ 2χ . В итоге в 

линейном по χ  приближении получим 1 2σ = − χ : 

22iβ = − χ + σ ;         ( )2 oσ = χ .                           (62) 

В результате подстановки (61), (62) в (60) получается соот-
ношение 

( ) ( ) ( )2
2/3

22 11222 σχχσσ −+⋅⋅+⋅⋅=+ iii .                   (63) 

Для правой части, с учетом (62), получается 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2/52/52/3
2

2/3 121221122 χχχσχχ oiiiii +⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅=−+⋅⋅+⋅⋅ . 
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Однозначно выделились два первых главных члена, которые 
оказались пропорциональны 2/3χ  и 2/5χ . Значит, слагаемые таких 
же порядков должны быть главными в асимптотическом пред-
ставлении левой части (63). В итоге в асимптотическом представ-
лении 2σ  выделяются два первых лидирующих порядка: 

( )3/ 2 5 / 2 5 / 2
2 3 5 oσ = β ⋅ χ + β ⋅ χ + χ . 

После повторной подстановки 2σ  с выделенными первыми 
лидирующими слагаемыми в (63) найдем, что наименьший воз-
можный порядок по χ  для третьего слагаемого в разложении 

квадратного корня из (63) есть ( )3O χ . Значит, этот же порядок 

должен присутствовать в асимптотическом представлении левой 
части (63): 

( )3/ 2 5 / 2 3 3
2 3 5 6 oσ = β χ + β χ + β χ + χ . 

Процедура последовательного выделения лидирующих сла-
гаемых в представлении для 2σ  может быть продолжена по ин-
дукции. 

В проведенных рассуждениях ничего не говорилось о значе-
ниях 3β  и 5β . Через них выражаются коэффициенты при более 
высоких порядках, которые могут оказаться нулевыми (для 6β  
так и получается). Однако общая закономерность процедуры вы-
деления лидирующих порядков в представлении для 2σ  состоит в 
том, что выделение слагаемых каждого следующего порядка свя-
зано с возведением в степень или перемножением порядков, вы-
деленных на предыдущем шаге. Процесс выделения начинается с 
порядков 3 / 2χ  и 5 / 2χ . Поэтому порядок всех следующих членов 

разложения должен выражаться целой степенью величины 1/ 2χ . 
Это значит, что без ограничения общности для 2σ  можно исполь-
зовать представление 

/ 2
2

3

n
n

n

∞

=
σ = β ⋅χ ,                                 (64) 
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в котором некоторые nβ  могут быть нулевыми. Корень (60), обра-
щающийся в мнимую единицу 0=χ , нужно искать в виде ряда 


∞

=
⋅+=

2

2/

n

n
ni χββ .                                  (65) 

Подстановка (65) в (60), разложение обеих частей (60) по це-
лым степеням 1/ 2χ  и приравнивание коэффициентов при одина-
ковых степенях этого параметра приводит к системе уравнений 
для определения nβ .  

Для отыскания коэффициентов nβ  в разложениях (64), (65) 
используем теорему о дифференцировании функции ( )δββ = , 

1/ 2δ = χ , заданной неявным образом, с помощью (60). При этом 

появляется возможность найти производные /n nd dβ δ  любого по-
рядка n, а через них выразить коэффициенты Тейлоровского раз-
ложения (65). 

Аналогичные рассуждения легко провести для диспер-
сионного уравнения в закритическом по W случае. 

В итоге для комплексной частоты S получится выражение 









+

















= 
∞

=2

2

0

0

1 n

n
nn

i

r
S χβ

ω
; 













=
0

2

0
2

/

/

rk

k
n

ν
ων

χ ; 

( )122
0 −−= kkWkgr αα ;  

 (66) 

( )
( ) { }

0
1

1 ,

,

!

1

=
=
=− 








∂
∂

⋅−=

δ
β
β

δ

β

δβ
δβ

δ
β

inn F

F

d

d

n
; ( ) ( ) 2322 42, δβδδβδβ +−+=F .  

(67) 

Фигурные скобки используются здесь в смысле (59). 
При вычислении nβ  по формуле (67) нужно принять во вни-

мание два обстоятельства. Во-первых, при последовательном вы-
числении полных производных по δ  каждый раз, когда в резуль-
тате дифференцирования составной функции появляется 

( )δββ ''= , эту производную нужно заменять выражением 
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( )
( )

( )( )
( )

3/ 23

3/ 23

2 3 4,
'

,

F

F
α

δ

δ − βδ − δ + β + δ∂ β δ
β = − =

∂ β δ δ − β + δ
. 

Во-вторых, выражение, получающееся после вычисления 
финальной производной, является дробно-рациональной функ-

цией β , δ  и 2β + δ . Чтобы вычислить значение этого выраже-

ния при iβ = , 0=δ , в качестве i  нужно взять число ( )1 / 2i + . 

Это обеспечивает соответствие вычисленного коэффициента nβ  
корню уравнения (60), для которого выполняется условие 

( )( ) 012Re 2 >++ χβ . 
При построении ряда (65) использовалось представление в 

виде ряда для квадратного корня из правой части (61). Этот ряд 
сходится внутри области 1|| <+ σχ . Вместо общего анализа усло-
вий сходимости ряда (65) была исследована возможность пред-
ставления корня уравнения (57) конечной частью ряда (66). Ниже 
приведены приближенные выражения для частоты 2S  и парамет-
ра 1S , характеризующего декремент затухания при 01 <S  и ин-
кремент неустойчивости при 1 0S > , полученные из (66) отбрасы-

ванием слагаемых порядка ( )5χO  и выше: 



















 ⋅−⋅+⋅−⋅+⋅−=

0
28

9
2

24

1

2

1
21 2/942/72/52/3

0
2

χχχχχω
S ; (68) 

3/ 2 5 / 2 7 / 2 9 / 2
0

1
3/ 2 5 / 2 7 / 2 4 9 / 2

0

1 1 9
2 2

2 4 2 8 2

1 9
1 2 2 2

4 8

S

r

  ω − ⋅ χ + ⋅χ + ⋅ χ + ⋅χ − ⋅ χ    =  
  − ⋅χ + ⋅χ − χ − ⋅χ + ⋅χ − ⋅χ    

.  (69) 

Численные расчеты показывают, что при 1.0=χ  относитель-
ная погрешность формулы (68) составляет 610− , если учитывать 
все 6 слагаемых, и 0.002, если ограничиться слагаемыми не выше 

2/3χ . Для формулы (69) относительная погрешность – 510− , если 
учитывать все выписанные слагаемые, 0.015 для декремента и 
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0.004 для инкремента, если отбросить члены более высокого по 
сравнению с 2/3χ  порядка. Поэтому при 1.0≤χ  точность, доста-
точная для практических расчетов, достигается, если ограничить-
ся в (68), (69) порядком 2/3χ . 

Все выписанные в формулах (68), (69) слагаемые имеет 
смысл сохранять при значениях, близких к 5.0=ν . При таком зна-
чении χ  относительная погрешность формулы (68) составляет 
0.03, формулы (69) – 0.1 для декремента и 0.02 для инкремента. 
Эти погрешности заметно растут при дальнейшем увеличении . 

2. Асимптотические выражения для профиля нелинейной 
волны. Приближенные формулы для профиля нелинейной волны 
в пределе маловязкой жидкости. Для амплитудных параметров 1ζ  
и 2ζ  из (52) в пределе малой вязкости несложно получить из точ-
ного решения асимптотические формулы:  

( ) ( )2 2

2
1 2 2 0

2 2

1 21
42 1 2

1 2

o
k kW

k r k
k

g k

ν + α − α  ζ = +  − α ⋅ ν − α 

 ;              (70) 

( ) ( )















+

−
−−⋅

=
0

21

222
22

22
0

2

2

ν
α

ααω
ζ

o
k

kWk

g

k

 .                    (71) 

Фигурные скобки здесь имеют такой же смысл, как в преды-
дущем пункте. При 0=W , 0=ν  получается решение, которое сов-
падает с полученным в работах [61 – 63], если в качестве началь-
ного условия использовать условие на величину a. Из (70) и (71) 
видно, что при 1/ 2kα →  амплитудные множители 1ζ  и 2ζ  

стремятся к бесконечности. В связи с этим значение 1/ 2k k∗= =  
в [61 – 63] определялось как резонансное. 

Формула для профиля волны (52) может быть использована 
по-разному, в зависимости от способа определения начального 
условия. В частности, можно проводить нормировку амплитуды а 
так, чтобы максимум начального отклонения поверхности рав-
нялся исходно заданному значению Λ . Тогда получим выражение 
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для профиля нелинейной периодической капиллярно-гравита-
ционной волны в квадратичном приближении по ε :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 2, , cos cos 2 sin exp 2x t t Tξ = ξ θ = η⋅ θ + η ⋅ ζ ⋅ θ − ζ ⋅ θ ⋅ ,    

 (72) 

где значение η  подобрано так, что 

( )( ) Λ=0,max θξ     при    πθ 20 ≤≤ .                      (73) 

Это соотношение играет роль условия нормировки ампли-
туды. Оно означает, что на отрезке ]2,0[ π  существует значение θ  
такое, что ( ) Λ=0,θξ  и что при таком θ  функция ( ) ( )0,θξθ =f  дос-
тигает своего максимума. Поскольку структура выражения (72) 
такова, что ( )θf  имеет конечное число экстремумов, среди кото-
рых находится максимум, то для осуществления нормировки 
можно рассмотреть систему уравнений 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2
1 2

2
1 2

cos cos 2 sin 2 ;

sin 2 sin 2 cos 2

η⋅ θ + η ⋅ ζ ⋅ θ − ζ ⋅ θ = Λ


− θ + ⋅η ⋅ −ζ ⋅ θ + ζ ⋅ θ
 

относительно θ  и η . Первое уравнение этой системы – условие 
обращения ( )0,θξ  в Λ  при некотором θ , а второе уравнение – не-
обходимое условие экстремума функции ( )θf . Среди конечного 
числа пар ( )θη,  решений выписанной системы обязательно имеет-
ся та, для которой ( )0,θξ  максимально. Значение из этой пары и 
следует взять. 

Следует отметить, что употребление в качестве начального 
условия высоты волны Λ , включающей составляющие и первого 
и второго порядков по ε , отличает постановку задачи в настоя-
щей работе от предыдущих работ разных авторов [57-63], в кото-
рых за исходное данное принималось значение амплитуды при 
первом слагаемом в (52). 

В пределе идеальной жидкости при 0=ν  форма нелиней 
ной волны в начальный момент времени имеет вид 

( ) ( ) ( )( )2
1 2cos cos 2 sinkx kx kxξ = η⋅ + η ⋅ ζ ⋅ − ζ ⋅ . Удовлетворяя усло-

вию нормировки (73), несложно получить квадратное уравне-
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ние относительно η , положительными решениями которого бу-
дут 










<
+Λ+

−

≥
−Λ+

=
;0,

2

141

;0,
2

141

ζ
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ζ
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η
если

если
         ( )

( )22

22

5.0

21

4

1

k

kWk
k

α
ααζ

−
−+⋅⋅= .     (74) 

Такой подход гарантирует, что профиль волны на поверхно-
сти идеальной жидкости 

( ) ( )θζηθηξ 2coscos 2 ⋅⋅+⋅=  

не будет расти по амплитуде при ∗→ kk . При приближении зна-
чения волнового числа к резонансному значению амплитуда ли-
нейного по малому параметру слагаемого в (72) будет стремиться 
к нулю, а нелинейного к Λ . Несмотря на конечность высоты 
профиля волны в положении резонанса, разложение (72) при 

*kk =  теряет асимптотичность: главный член асимптотического 
представления (72) становится бесконечно малой по сравнению с 
квадратичной по малому параметру добавкой. 

Поскольку ζ  может принимать как положительные, так и от-
рицательные значения, для возможности вычислений по форму-
лам (74) необходимо, чтобы .1||4 ≤Λ ζ  

3. Влияние вязкости на форму свободной поверхности. 
Влияние вязкости на эволюцию профиля волны двояко. С одной 
стороны, через вязкость выражается 1S , которое в зависимости 
от того, докритично значение W или закритично, описывает дек-
ремент затухания или инкремент нарастания амплитуды волны. 
Несложно также видеть, что отношения 2 0/S ω  и 1 0/S ω  являются 
функциями только от безразмерной вязкости χ . С другой сторо-
ны, от вязкости зависят амплитудные коэффициенты 1ζ  и 2ζ , че-
рез которые выражается решение задачи второго порядка мало-
сти (52). 

Из асимптотических выражений (70) и (71) видно, что при 
докритических значениях W параметр 2ζ  наиболее сильно зави-
сит от вязкости ( )( )νζ O~2 . Условия знакопостоянства этого пара-
метра имеют вид 
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Перепишем решение для ξ  в форме 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )TT 2expsin2exp2coscos 2
2

1
2 ⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅= θζηθζηθηξ . 

Здесь слагаемое, заключенное в квадратные скобки, представляет 
собой профиль, симметричный относительно вертикали, прохо-
дящей через вершину волны. Второе слагаемое – профиль, сдви-
нутый на 2/π±  (в зависимости от знака 2ζ ) относительно перво-
го. Результирующий профиль будет асимметричен относительно 
вертикали, проходящей через вершину волны. Степень асиммет-
ричности связана с величиной 2ζ , зависящей от ν , и, таким обра-
зом, определяется вязкостью. Направление асимметрии (по дви-
жению волны или против) определяется знаком 2ζ . 

Из (70), (71) видно, что при закритических W  характер влия-
ния вязкости на форму свободной поверхности совсем иной: бла-
годаря вязкости появляется пропорциональная ей добавка в вы-
ражении для 1ζ , положительная для длинных волн с 12 <kα  и от-
рицательная для коротких 12 >kα . Значение 2ζ  при ( ) 1−+> kkW αα  
равно нулю. Это означает, что при закритических W  никакой 
асимметрии профиля волны нет, а вязкость отвечает за увеличе-
ние доли добавки второго порядка малости в выражении для ξ . 

На рис. 5 – 9 в безразмерных переменных, в которых 
1=== γρ g , приведены результаты расчета временной эволюции 

профилей волн при 1=k  и 03.0=ν . Из рисунков видно, что волна, 
распространяющаяся вправо, в отсутствие электрического заряда 
имеет профиль, вершина которого "скошена" в сторону, противо-
положную направлению распространения волны (см. рис. 5). Так 
ведут себя волны, для которых 02 >ζ . При других k  может полу-
читься, что 02 <ζ . Увеличение W  до значения 1=W  выравнивает 
асимметрию (рис. 6). Дальнейшее увеличение W  связано со сла-
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бым, заметным лишь по форме впадин укручением переднего 
фронта волны (рис. 7). При приближении параметра W  к крити-
ческому значению 2=W  выводы, сделанные на основе анализа 
выражений, полученных при малой вязкости, несправедливы, т.к. 
при 1=k  и 2=W  безразмерная вязкость ( ) ∞→= 0

2 /ωνχ k . Однако 
расчеты, проведенные по точным формулам, показывают, что в 
окрестности 2=W  асимметрия профиля волны исчезает. 

 a 
b 
c 

−π π θ 

−0.4
−0.2

ξ

 

Рис. 5. Профили нелинейных волн, рассчитанные   
в безразмерных переменных, в которых 1=== γρ g  по (72), (73) 

при 1=k , 03.0=ν , 3.0=Λ  в различные моменты времени  
(a – t=0; b – t=10; c – t=20) при 0=W  

 
 a 

 
b 
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−π π θ 

−0.2
−0.1
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Рис. 6. То же, что на рис. 5, при 5.0=W  
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Рис. 7. То же, что на рис. 5 – 6, при 7.1=W  
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Рис. 8. Форма эмиссионного выступа,  
развивающегося из начальной деформации равновесной  

плоской поверхности вида (72) при 1=k , 1.0=ν , 3.0=Λ , 4=W   
в различные моменты безразмерного времени: a – t=0, b – t=0.1, c – t=0.2.  

При больших временах амплитуды эмиссионных выступов быстро  
увеличиваются за счет преимущественного роста нелинейной добавки 
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Рис. 9. Форма эмиссионного выступа,  
развивающегося из начальной деформации равновесной  

плоской поверхности вида (72) при 1=k , 3.0=Λ , 4=W за время t=0.2. 
Жирная линия – вязкая жидкость с 1.0=ν ; тонкая – идеальная с 0=ν  

На рис. 8 показан начальный этап эволюции профиля свобод-
ной поверхности при закритическом значении 4=W , при 1=k  и 

1.0=ν . На рис. 9 построена форма выступа на свободной поверх-
ности для закритического значения W , когда 0=ν , и 1.0=ν  через 
некоторое время после начала его роста. Времена для разных вяз-
костей использованы разные и подобраны так, чтобы выступы 
достигли одной и той же высоты. При 0=ν  эта высота достигает-
ся за 20.0=t , а для 1.0=ν  за большее время 25.0=t . Из рисунка 
видно, что при одной и той же высоте выступ на поверхности 
вязкой жидкости имеет немного более широкую вершину и менее 
развитое пикообразное образование во впадине. Это связано с 
тем, что при безразмерном значении 1=k  получается, что 

12 22 >kα  и множитель при ν  в (46) отрицателен. Для тех значе-
ний k , для которых 12 22 <kα , этот множитель будет положителен, 
значит 1ζ  будет больше, чем в случае идеальной жидкости. что 
приведет к небольшому сужению эмиссионного выступа. 

4. Заключение. Нелинейные периодические капиллярно-
гравитационные волны на заряженной свободной поверхности 
вязкой электропроводной жидкости существенно отличаются от 
ранее исследованных нелинейных волн на заряженной поверхно-
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сти идеальной жидкости. Это отличие обусловлено наличием по-
верхностного заряда и влиянием вязкости. При докритическом в 
смысле устойчивости свободной поверхности по отношению к 
избытку электрического заряда значении поверхностной плотно-
сти заряда наличие вязкости приводит к появлению асимметрии 
профиля волны по отношению к вертикальной прямой, проходя-
щей через ее вершину и увеличивающейся с ростом вязкости. 
При закритическом значении поверхностной плотности заряда 
влияние вязкости приводит к изменению формы эмиссионных 
выступов на свободной заряженной поверхности жидкости на на-
чальной стадии развития неустойчивости. Вершина выступа, раз-
вивающегося из виртуального возмущения коротковолнового 
диапазона оказывается более уплощенной по сравнению с высту-
пом на поверхности идеальной  жидкости, а в случае выступа, 
развивающегося из длинноволнового диапазона – более заост-
ренной. Интересно, что декремент затухания нелинейной поправ-
ки к профилю волны в два раза больше декремента затухания ли-
нейной по малому параметру ее компоненты. 

3.1.4. Влияние поверхностного заряда на формы 
                 нелинейных капиллярно-гравитационных волн  
                 на поверхности вязкой жидкости 

1. Условие (52) выделяет на плоскости безразмерных пара-
метров ( ),k Wα  область неустойчивых волновых чисел (область 

над кривой L, см. рис. 10). Величина 2W∗ = , соответствующая на 
кривой L значению 1kα = , является наименьшим значением W, 
лежащим на границе устойчивости. При *W W=  становится неус-

тойчивой волна ( ) ( )2cos expa S t kx Tζ = ⋅ − ⋅  со значением волно-

вого числа 1k −= α . Эту волну называют основной модой. Чем 
больше W, тем более широкий спектр синусоидальных волновых 
решений линеаризованной задачи становится неустойчивым. С 
ростом W спектр неустойчивых волн расширяется как в сторону 
малых, так и в сторону больших волновых чисел. В рамках пред-
ставлений линейной теории все неустойчивые волны участвуют в 
формировании эмиссионных выступов. Это означает, что с рос-
том W основания эмиссионных выступов должны расширяться. 
Сравнение же результатов наблюдений экспериментальных работ 
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[4], где зафиксировано образование эмиссионных выступов при 
существенно различных значениях напряженности  поля (при 
различных W ), этого вывода не подтверждает. Ясно, что меха-
низм включения длинных волн в процесс образования эмиссион-
ных выступов в реальности имеет определенные ограничения, 
которые нельзя сформулировать в рамках линейной теории. 

 

Рис. 10. Области реализации различных режимов нелинейного  
волнового движения. Область над кривой L  – неустойчивые решения.  

В заштрихованных областях, ограниченных кривой Γ  и прямой 2/1=kα , 
волны имеют заостренные вершины. В незаштрихованных областях  

волны имеют притупленные вершины 

Нелинейное решение (52) позволяет взглянуть на образование 
эмиссионных выступов с иной точки зрения. Главная идеализация, 
используемая линейной теорией, состоит в предположении о 
справедливости принципа суперпозиции. На самом деле, эмисси-
онный выступ формируется не просто за счет сложения волновых 
решений линейной задачи, но и за счет роста амплитуды нелиней-
ных волн, описываемых выражениями типа первого слагаемого 
(52). При этом форма профиля волны изменяется за счет преиму-
щественного увеличения амплитуды второго слагаемого в фигур-
ных скобках (52). Несложно видеть, что при 01 >S  амплитуда не-
линейного по амплитуде a  слагаемого растет во времени с вдвое 
большим инкрементом, чем амплитуда линейного по амплитуде 
слагаемого. За короткое время определяющим в формировании 
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эмиссионного выступа становится не решение линейной задачи, а 
добавка к нему, отвечающая нелинейному характеру волны. 

Решение (52) можно рассматривать как модельное, в котором 
в начальный момент времени профиль волны описывается в пер-
вом приближении только одной гармоникой, разрешающей ли-
нейную задачу. В общем случае, когда начальный профиль пред-
ставляется суперпозицией ряда таких гармоник, решение сущест-
венно усложнится, и вместо второго слагаемого в фигурных 
скобках формулы (52) получится сумма всевозможных волн, по-
рождаемых трехмодовым волновым взаимодействием [57 – 58]. 
Их инкременты определятся парными произведениями инкре-
ментов изначальных волн. Поэтому скорость роста у них будет 
больше, чем у волн первого приближения, и формирование эмис-
сионных выступов определят волны, порожденными нелинейным 
взаимодействием. 

2. На плоскости безразмерных параметров ( )Wk,α , на которой 
построена граница устойчивости решений линейной задачи, изо-
бразим кривую Γ , определяемую уравнением (рис. 10) 

1 1
0

2
k W

k
 ⋅ α + − = α 

.                                  (75) 

Из (53) следует, что на этой кривой обращается в нуль ампли-
туда второго порядка малости 0=Λ  и с точностью до величин 
третьего порядка малости профиль периодической волны при 
( ) Γ∈Wk,α  в пределе идеальной жидкости оказывается синусои-
дальным без каких-либо добавок. Расчеты по формуле (52) пока-
зывают, что в случае вязкой жидкости на этой кривой достигает-
ся локальный минимум величины А (в котором А близко к нулю) 
как функции параметров ( )Wk,α . 

Следующий момент, на который интересно обратить внима-
ние, определяется ролью фазы β , входящей в (52). Из (52) и (53) 
следует, что значению фазы, близкому 0=β , при 0≠A  отвечает 
волна, которая, благодаря синфазности между ( )θcos⋅a  и коротко-
волновой нелинейной добавкой ( )θ2cos2 ⋅Aa , имеет большую, по 
сравнению с волной первого приближения, кривизну вершины 
(вершина волны в нелинейном приближении заостряется). При 

πβ = , 0≠A  вершина, наоборот, округляется. 
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Анализируя выражение для амплитуды нелинейной добавки 
Λ , несложно видеть, что  

( ) ( )

2 2 2 2

1 1

2 1; 2 1;
0,

2 ; 2 ;

k k
если либо

W k k W k k
− −

 α < α > Λ >  
< α + α > α + α  

 

( ) ( )

2 2

1 1

2 1; 2 1;
0,

2 ; 2 .

k k
если либо

W k k W k k
− −

 α < α > Λ <  
> α + α < α + α  

 

Это означает, что плоскость изменения параметров ( ),k Wα  
пересечением линии Γ  и прямой 1/ 2kα =  делится на четыре об-
ласти, ограниченные углами, каждый из которых имеет прямоли-
нейную и криволинейную стороны (рис. 10). В пределе 0→ν  
противолежащие пары углов ограничивают области с одним и 
тем же значением фазы β . В заштрихованных областях фаза 

0=β , а нелинейные волны имеют заостренные вершины 
(см. рис. 11а, с). Другой паре областей соответствует фаза πβ = , а 
вершины нелинейных волн сглажены (см. рис. 11 b, d).  

В пределе ∞→a  фаза на сторонах углов изменяется скачком. 
Если учитывать вязкость, стороны углов на плоскости ( )Wk,α  
"расплываются" в полосы, в которых фаза плавно изменяет свое 
значение.  

3. Из рис. 10 видно, что область неустойчивости решений ли-
неаризованной задачи (область над линией L ) прямой 2/1=kα  
делится на две части. Развитие неустойчивости волны типа (52) 
происходит с формированием заострения на вершине, если 

2/1>kα  (рис.11с), и с уплощением вершины при 2/1<kα  
(рис.11d). Электрическое поле отрывает с вершин выступов ка-
пельки с характерным линейным размером порядка радиуса кри-
визны вершины [11]. Поэтому эмиссия капелек с заостренной 
вершины, связанная с отрывом более мелких и более сильно за-
ряженных, более вероятна по сравнению с отрывом капель с уп-
лощенной вершины волны. После начала эмиссии временная эво-
люция волн начинает подчиняться новым закономерностям, ко-
торые необходимо исследовать отдельно. Таким образом, анализ 
нелинейного решения задачи приводит к естественному ограни-
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чению со стороны длинных волн на длины волн, участвующих в 
формировании эмиссионных выступов.  

 

π 2 π 3 π θ 
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a) ( 1=k ) 
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b) (k=0.6) 

Рис. 11 a, b. Профили нелинейных волн, построенные  
в различные моменты времени в безразмерных переменных,  

в которых 1=== γρ g , при 01.0=ν . Амплитуда волн уменьшается 
со временем за счет влияния вязкого затухания, ввиду докритичности зна-

чения параметра Тонкса-Френкеля .5.1=W  t=0 (1), t=30 (2), t=60 (3) 
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Рис. 11 с ( 1=k ) 
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Рис. 11 d ( 6.0=k ) 

Рис. 11 c,d. Профили нелинейных волн, построенные в различные моменты 
времени в безразмерных переменных, в которых 1=== γρ g ,  

при 01.0=ν . Амплитуда волн увеличивается со временем за счет влияния 
вязкого затухания, ввиду закритичности значения параметра  

Тонкса-Френкеля .5.2=W  t=0 (1), t=1 (2), t=2 (3).  

Влияние вязкости и нелинейности на критические условия 
реализации неустойчивости заряженной поверхности жидкости в 
использованном квадратичном приближении не проявляется. Оно 
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проявится в расчетах следующего порядка малости в виде попра-
вок к частотам волн. 

4. Полученное выражение для профиля нелинейной периоди-
ческой капиллярно-гравитационной волны интересно тем, что 
квадратичная по амплитуде волны добавка имеет при 0→ν  резо-
нансный вид (см. 53). 

Из (53) видно, что добавки второго порядка малости к ампли-
туде волны в идеальной жидкости при ( )γρ 2/gkk ≡< ∗  ∗> kk  име-
ют различные знаки: для длинных (гравитационная ветвь) ∗< kk ; 
величина Λ  положительна, а для коротких (капиллярная ветвь) 
волн *kk >  – отрицательна. При ∗= kk  имеет место внутренний не-
линейный резонанс трехмодового взаимодействия капиллярно-
гравитационных волн [57 – 58], а амплитуда добавки второго по-
рядка малости стремится к бесконечности. Исследование профиля 
волны на заряженной  поверхности вязкой глубокой жидкости при 

∗= kk  при отличной от нуля вязкости показало, что само положение 
резонанса при 0≠ν  не изменяется, но амплитуда добавки второго 
порядка малости в окрестности резонанса остается конечной. 

На рис. 12 в безразмерных переменных, в которых 1=== γρ g , 
приведены зависимости модуля амплитуды A  добавки второго по-
рядка малости к профилю волны в выражении (52) от волнового 
числа k  при 210−=ν  и различных значениях безразмерного пара-
метра Тонкса-Френкеля W , характеризующего устойчивость по-
верхности жидкости по отношению к поверхностному заряду. Из 
рис. 12 видно, что с ростом W  величина добавки второго порядка 
малости к амплитуде волны при малых значениях ( )1<W  уменьша-
ется (рис. 12а), а при больших 1>W  быстро растет (рис. 12b). Такое 
поведение модуля амплитуды характерно и для идеальной жидко-
сти, что несложно видеть из аналитического выражения (53) для Λ : 
при 1=W  коэффициент Λ  меняет свой знак. 

Как выше уже отмечалось, наличие у жидкости вязкости и 
электрического заряда не сказывается на положении внутреннего 
нелинейного резонанса, который при 0≠ν  и 0≠W  по прежнему 
имеет место при ∗= kk . В использованном приближении второго 
порядка малости под резонансным взаимодействием волн подра-
зумевается трехмодовое взаимодействие, реализующееся между 
тремя капиллярно-гравитационными волнами, движущимися в 
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одном направлении, когда их волновые числа и частоты связаны 
условиями 321 kkk =+ , 321 ωωω =+ . В принятых безразмерных пе-
ременных ( )kWkk −+= 22 1ω . Отметим, что сформулированные в 
[56] условия взаимодействия в рассматриваемом случае нелиней-
ных капиллярно-гравитационных волн на заряженной поверхно-
сти жидкости выполняются для любых значений W  вплоть до 
критических ( )1−+= kkWcr  в форме 02 kk =∗  и 02 ωω =∗ , т.е. имеет 
место так называемый "вырожденный" резонанс, когда волна  с 
волновым числом ∗k  дважды взаимодействует с волной ∗= kk 20 , 
отдавая ей энергию.  

Указанные закономерности поведения капиллярно-гравита-
ционных волн на заряженной поверхности жидкости, в частно-
сти, означают, что за счет нелинейного взаимодействия волн в 
малой окрестности волнового числа 0kk =  волны будут иметь ам-
плитуды, превышающие амплитуды волн с волновыми числами 

0kk <<  и 0kk >> . При увеличении напряженности электростати-
ческого поля 0E  у поверхности жидкости волны с 0kk ≈  согласно 
[1 – 2] будут иметь преимущество в смысле реализации тенден-
ции к потере устойчивости по отношению к поверхностному за-
ряду (будут обладать большими величинами инкрементов неус-
тойчивости в начальный момент времени [119]) и именно их рост 
определит физическую картину реализации неустойчивости. 

 

а) b) 

Рис. 12. Зависимости безразмерного модуля амплитуды A   
добавки второго порядка малости от безразмерного волнового числа k  

при 210−=ν  и различных значениях параметра W :  
a) =W 0.0 (1), 5.0=W  (2), 1=W  (3);  b) 5.1=W  (1), 0.2=W  (2) 
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Рис. 13. Зависимости, аналогичные, представленным на рис. 12,  
построенные при 1=W  и различных значениях безразмерной вязкости: 

210−=ν (1), 3105 −⋅=ν (2), 310−=ν  (3) 

 
Влияние вязкости на величину добавки второго порядка ма-

лости к амплитуде волны иллюстрирует рис. 13, построенный по 
соотношению (52). 

9. Заключение. Анализ найденного решения задачи о нели-
нейных периодических волнах на заряженной поверхности вяз-
кой проводящей жидкости показал, что главный вклад в процесс 
формирования эмиссионных выступов, образующихся при реали-
зации неустойчивости заряженной поверхности, вносит не весь 
набор неустойчивых волн с длинами из интервала, предсказанно-
го линейной теорией, а только та их часть, на которой нелиней-
ность процесса проявляется в заострении вершин. Волновые чис-
ла таких волн удовлетворяют условию ( )γρ 2/gkk −> ∗ . 

Положение внутреннего нелинейного резонанса капиллярно-
гравитационных волн не зависит от вязкости и наличия заряда на 
свободной поверхности. При резонансном взаимодействии энер-
гия от капиллярно-гравитационных волн с волновым числом 

( )γρ 2/gk =∗  перекачивается к более коротким волнам с волно-

вым числом γρ /2 gk =∗ . 
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Расчеты, выполненные в настоящей главе, опирались на 
уравнения движения Навье-Стокса для жидкости, в которой воз-
можна диссипация энергии. Вариационные принципы, интенсив-
но используемые для описания движения идеальной жидкости, 
никак не использовались. Это связано с тем, что в задачах с дис-
сипацией уравнения движения могут оказаться невыводимыми из 
вариационных принципов. В частности, имеются примеры невоз-
можности вывода диссипативной системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений и уравнений установившегося движения 
вязкой жидкости из вариационных принципов [120 – 121]. Клас-
сические вариационные приемы исследования волнового движе-
ния, разработанные для изучения волнового движения на поверх-
ности идеальной жидкости в данном случае некорректны, и про-
демонстрированная возможность обойтись без них – важный 
результат, имеющий фундаментальное значение.  

3.2. О расчете волнового движения  
в рамках теории пограничного слоя 

1. Существующие матфизические методы расчета нелиней-
ного периодического капиллярно-гравитационного волнового 
движения на поверхности вязкой жидкости в рамках представле-
ний о пограничном слое основаны на элементарной оценке (не 
вполне корректной, как будет показано ниже) его толщины, 
предложенной для анализа задачи Лонгет-Хиггинсом [122]. Под-
ход, основанный на оценке Лонгет-Хиггинса, не предусматривает 
расчета вихревого течения жидкости внутри пограничного слоя. 
Выполненные в последние годы корректные аналитические 
асимптотические расчеты нелинейного периодического волново-
го движения  на поверхности вязкой жидкости [91, 123 – 125], 
связанные с крайне громоздкими даже при использовании ком-
пьютерных пакетов аналитических вычислений расчетами, заста-
вили реанимировать проблему построения корректной теории по-
граничного слоя у свободной поверхности жидкости в надежде  
упростить математическую процедуру отыскания параметров пе-
риодических нелинейных волн.  

Хорошо известно, что на границе области, в которой имеет 
место ламинарное течение маловязкой несжимаемой жидкости, 
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возникает интенсивное вихревое движение, быстро затухающее по 
мере удаления от границы, так что имеется возможность выделить 
приповерхностную область с наиболее интенсивным вихревым 
движением в так называемый ламинарный пограничный слой. При 
этом движение жидкости за пределами пограничного слоя считает-
ся потенциальным. Такой прием позволяет в общем случае весьма 
сложную задачу строгого аналитического расчета движения вязкой 
жидкости в области с заданными границами свести к двум более 
простым: расчету потенциального движения невязкой жидкости в 
объеме и расчету вихревого движения вязкой жидкости в погра-
ничном слое [126 – 129]. Граница области движения жидкости мо-
жет быть твердой поверхностью, границей раздела двух несмеши-
вающихся жидкостей или свободной поверхностью.  

Правильная оценка толщины пограничного слоя в каждой 
отдельно взятой задаче существенно упрощает расчет течения 
жидкости при заданных граничных условиях и облегчает качест-
венный анализ его свойств. В то же время само понятие толщины 
пограничного слоя не обладает той строгостью, которая присуща 
другим механическим величинам. В истинном течении компо-
ненты ротора скорости плавно уменьшаются по абсолютной ве-
личине при выходе из пограничного слоя в область почти потен-
циального течения. Выделение четкой границы, разделяющей 
движение на область с вихревым движением и без него, означает 
условное установление порога, начиная с которого ротор скоро-
сти в задаче считается нулевым (что, в конечном итоге, приводит 
к ограничению точности проводимых расчетов). Сам порог мо-
жет быть выбран по-разному в зависимости от целей исследова-
ния. Именно поэтому оценочные выражения для толщины погра-
ничного слоя, используемые на практике, как правило, содержат 
безразмерный множитель, выбор которого диктуется сравнением 
с экспериментом, свойствами известного приближенного реше-
ния, или какими либо вспомогательными соглашениями.  

Объектом настоящего исследования является течение в по-
граничном слое, возникающем под свободной поверхностью бес-
конечно глубокой маловязкой жидкости, по которой распростра-
няется капиллярно-гравитационная волна. В большинстве клас-
сических монографий по гидродинамике [126 – 128] для оценки 



124 

толщины δ  такого пограничного слоя используется выражение, 
предложенное в [122]: 

Cδ ν ω= .                                            (1) 

Здесь ω  – циклическая частота периодической капиллярно-
гравитационной волны; ν  – коэффициент кинематической вязко-
сти жидкости; C  – безразмерный параметр, значение которого в 
[122] принято равным 2 . Соотношение (1) сформулировано на 
основании анализа точного решения задачи о расчете течения 
жидкости, связанного  с капиллярно-гравитационной волной, 
распространяющейся по поверхности бесконечно глубокой мало-
вязкой жидкости в линейном по амплитуде волны приближении 
[126]. Значение 2C =  выбрано таким образом, чтобы в извест-
ном приближенном решении закон убывания с глубиной h  ам-
плитуды ротора скорости течения жидкости описывался через 
параметр δ  наиболее просто – выражением вида ( )exp hδ− ⋅ . Оче-
видно, такой выбор C  в выражении для δ  не гарантирует доста-
точной подавленности вихревого движения на глубине большей, 
чем δ , и остается неясным, каким нужно взять значение толщины 
слоя, чтобы охарактеризовать положение уровня, ниже которого 
вихрь скорости можно положить равным нулю с заранее задан-
ной точностью для отыскания характеристик течения. Известно, 
что при распространении по свободной поверхности слоя жидко-
сти конечной толщины периодической капиллярно-гравита-
ционной волны глубина в половину длины волны является тем 
уровнем, начиная с которого дно и свободная поверхность пере-
стают «чувствовать» друг друга [130 – 131]. Представляет инте-
рес формулировка аналогичного критерия относительно вихре-
вой составляющей течения, порожденного поверхностными вол-
нами, т.е. возможность получения ответа на  вопрос: начиная с 
какой глубины в количественных расчетах течения вязкой жид-
кости и в качественных рассуждениях можно полагать вихревое 
движение, порожденное свободной поверхностью, полностью 
подавленным, не влияющим на потенциальное течение в объеме? 

В нижеследующем изложении движение жидкости, возни-
кающее при распространении периодической капиллярно-
гравитационной волны по поверхности маловязкой бесконечно 
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глубокой жидкости, будет аппроксимироваться с помощью мо-
дельного течения, состоящего из вихревой части внутри припо-
верхностного пограничного слоя, и потенциальной части во всем 
объеме жидкости. Будут выведены уравнения и граничные усло-
вия, к которым задача расчета модельного течения сводится ме-
тодами теории пограничного слоя, имеющие более простой вид 
по сравнению с традиционными. Будет найдено оптимальное 
значение C  в формуле (1). 

2. Математическая формулировка и известное решение 
задачи. Примем, что несжимаемая жидкость с кинематической 
вязкостью ν , плотностью ρ  и коэффициентом поверхностного 
натяжения γ  в декартовой системе координат Oxyz , с осью Oz , 
направленной вертикально вверх, в поле сил тяжести || zg e−  , за-
полняет полупространство 0<z  и граничит с вакуумом. Рассмот-
рим линеаризованную по амплитуде возмущения задачу опреде-
ления спектра капиллярно-гравитационных волн на свободной 
поверхности жидкости. 

Пусть ( )tzx ,,uu =  и ( )tzx ,,vv =  – горизонтальная и верти-
кальная компоненты поля скоростей течения жидкости, связан-
ного с периодическим волновым движением ее свободной по-
верхности, которые для простоты считаются не зависящими от 
координаты y . Тогда отклонение свободной поверхности жидко-
сти ( )tx,ξ=ξ  от равновесной плоской в поле сил тяжести формы 

0=z  и поле скоростей zx eeU


⋅+⋅= vu  в приближении волн ма-
лой амплитуды удовлетворяют соотношениям 

0<z :                  0
1 

=Δ−∇+∂ UpUt ν
ρ

;                  0=⋅∇ U


;               (2) 

:0=z    0v =−∂ ξt ;   2 v 0z xxg pρ ξ ρν γ ξ− + − ∂ + ∂ = ;   0vu =∂+∂ xz ;  (3) 

:−∞→z                  0u → ;        v 0,→                                                  (4) 

где t  – время, p  – добавка к равновесному значению давления 
внутри жидкости, t∂  и x∂  – частные производные по времени и 
координате, xe

  и ze
  – орты осей Ox  и Oz . 
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Решение сформулированной задачи хорошо известно и мо-
жет быть записано в виде [91, 126] 

( )1
exp . .

2
K C= ⋅ +ξ α θ ;                                     (5) 

( )

( )

( )

( )

u ( , ) u ( , )u( , )
;

v( , ) v ( , ) v ( , )

p e

p e

r t r tr t

r t r t r t

     = +             

 

                               (6) 

( )

( )
( ) ( ) ( )

2

2

i 2u ( , ) 1
exp exp . .;

2v ( , ) 2

p

p

S kr t
k z K C

r t S k

ν
α θ

ν

   − +
= ⋅ +      +  



  

( )

( ) ( ) ( )2

u ( , ) 2 i1
exp exp . .;

22v ( , )

e

e

r t kq
q z K C

kr t

ν
α θ

ν
   = ⋅ ⋅ +     −  



  

( ) ( )1
( , ) 2 exp exp . .

2

S
p r t S k kz K C

k
α ρ ν θ = − + ⋅ + 

 


;   

2 ;
S

q k
ν

= +           iSt kxθ ≡ − . 

Поле скоростей течения жидкости представлено в виде су-
перпозиции потенциальной ( ) ( ), vp pu  и вихревой ( ) ( ), ve eu  компо-
нент; α  – комплексная амплитуда поверхностной волны, опреде-
ляемая из начальных условий; аббревиатура «К.С.» обозначает 
комплексно сопряженные слагаемые к выписанным; i  – мнимая 
единица; k  – волновое число; ( )Re 0q >  – характерный масштаб 
скорости экспоненциального убывания амплитуды вихревого 
движения с глубиной; S  – комплексная частота, являющаяся ре-
шением дисперсионного уравнения: 

2 3 2
2 2 2 2

02 4 0;
S S

k kω ν
ν ν

   + + − + =   
   

      2 2
0 1 .gk k

g

 ≡ + 
 

γω
ρ

    (7) 
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Здесь 2
0ω  имеет смысл квадрата комплексной частоты 2S  при 

0→ν , иными словами, 0ω  есть частота капиллярно-гравитаци-
онных волн на поверхности идеальной несжимаемой жидкости.  

В пределе малой (но ненулевой) вязкости комплексная часто-
та S  и вспомогательный параметр q  выражаются в явном виде: 

2
0i 2S kω ν≈ − ; ( ) ( )01 i / 2q ω ν≈ + . Если в соотношениях (5) – (6) па-

раметры S  и q  выразить по этим формулам, то получится асим-
птотическое по малой вязкости решение задачи (2) – (4), в кото-
ром поле скоростей описывается соотношениями 

( )

( )

( )

( )

u ( , ) u ( , )u( , )
;

v( , ) v ( , ) v ( , )

p e

p e

r t r tr t

r t r t r t

     = +             

 

                            (8)  

( )

( ) ( ) ( )0

u 11
exp exp . .;

i2v

p

p
kz K Cαω θ

   
= ⋅ +       

                     (9) 

( )

( )
( ) ( ) ( )0

2

u 1 2 1 i i
exp exp . .;

2 2v

e

e

k
q K C

k

νωα δ θ
ν

   += ⋅ +     −  
            (10) 

2
0i 2S kω ν= − ;          ( )1 i

L

q
δ
+

= ;         
0

2
L

νδ
ω

≡ .               (11) 

Здесь Lδ  – характерная толщина пограничного слоя по Лонгет-Хиг-
гинсу [122], определяющая глубину, на которой амплитуда ротора 
скорости v ux z∂ − ∂  поля скоростей (8) уменьшается в 2.73e ≈  раз. 

Если учесть, что в реальных условиях маловязкой жидкости 
толщина пограничного слоя обычно много меньше длины волны 

2 /L kδ λ π= , то из формулы (8) следует, что структура аналити-
ческого выражения для поля скоростей является типичной для 
теории пограничного слоя: потенциальная (основная) часть тече-
ния плюс вихревая (погранслойная) часть. Для нижеследующего 
существенно, что потенциальное течение с компонентами скоро-
сти ( ) ( )u , vp p  играет важную роль во всем объеме, тогда как вихре-
вая часть течения с компонентами ( ) ( )u , ve e  при малой вязкости 
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существенна только в тонком слое вблизи свободной поверхно-
сти. Действительно, амплитуда потенциальных компонент поля 
скоростей ( ) ( )u , vp p  уменьшается с глубиной пропорционально 

( ) ( )exp exp / 2kz z πλ≡ , а амплитуда вихревых компонент скорости 
( ) ( )u , ve e  уменьшается при малой величине коэффициента кинема-

тической вязкости (когда Re( )q k ) значительно быстрее: по за-

кону ( )( ) ( ) ( )0exp Re exp / exp / 2 .Lq z z zδ ω ν⋅ ≡ ≡ ⋅  

Вихревые компоненты поля скоростей ( ) ( )u , ve e  стремятся к нулю в 
пределе 0ν →  на любой глубине. Из непрерывности ( ) ( )u , ve e  следу-
ет, что при малой, но отличной от нуля вязкости вихревая состав-
ляющая течения является малой добавкой к основному потенци-
альному движению во всей области течения, в том числе и в при-
поверхностном пограничном слое. Таким образом, даже в области 
пограничного слоя основную составляющую течения маловязкой 
жидкости следует считать потенциальной. Наличие этой состав-
ляющей движения – главное отличие в течении жидкости внутри 
пограничного слоя, формирующегося вблизи свободной поверх-
ности (рассматриваемая ситуация), от течения в пограничном 
слое вблизи твердой стенки, когда значительность потенциальной 
составляющей движения по сравнению с вихревой не принимает-
ся во внимание [127].  

3. Модельная задача. Сформулируем модельную задачу, ко-
торой будем аппроксимировать точное решение (8) – (11) и кото-
рая получается из задачи (2) – (4) на основании представлений о 
погранслойном строении ее решения. Для достижения этой цели 
будем исходить из предположения, что вихревая часть модельно-
го течения сосредоточена только в пограничном приповерхност-
ном слое и ротор скорости модельного течения обращается в 
нуль на нижней границе этого слоя.  

В исходных уравнениях (2) – (4) скорость U


 состоит из по-
гранслойной (вихревой) и основной (потенциальной) составляю-
щих движения. Чтобы воспользоваться фактом погранслойности 
строения решения, эти две составляющие необходимо разделить и 
уравнения для потенциальной составляющей решать во всей облас-
ти 0z ≤ , а уравнения для погранслойной вихревой добавки только в 
узком слое 0zδ− ≤ ≤ . Толщину пограничного слоя δ  пока будем 
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считать определенной с точностью до постоянного множителя G  и 
в соответствии с (1), (11) удовлетворяющей соотношению 

02 LG G≡ ⋅ ≡ ⋅δ ν ω δ                                     (12) 

и малой по сравнению с длиной волны / 1δ λ � .  
Будем искать поле скоростей ( , )U r t

  , разрешающее задачу 
(2) – (4) на основании теоремы Гельмгольца [132], в виде супер-
позиции потенциального ( ) ( , )pU r t

   и вихревого соленоидального 
( ) ( , )eU r t
   течений: 

0 :z ≤                    ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )p eU r t U r t U r t= +
     ;                                   (13) 

0 :z ≤                            ( ) ( , ) ( , )pU r t r tϕ≡ ∇
   ;                ( ) 0;eU∇ =


�  

0 :zδ− ≤ ≤       ( ) ( , ) ( , ) ( , )e
yU r t r t r t e∇ × ≡ Ω ≡ Ω ⋅

     ;  

( ) ( )( , ) v ( , ) u ( , ).e e
x zr t r t r tΩ ≡ ∂ − ∂    

Здесь ( , )r tϕ   – скалярный гидродинамический потенциал ос-
новного течения; ( , )r tΩ

   – ротор поля скоростей течения жидко-
сти. Из соленоидальности ( )eU


 и уравнения неразрывности следу-

ет, что поле ( )pU


 тоже соленоидально: ( ) 0pU ϕ∇ ≡ Δ =

� . Из соленои-

дальности ( )eU


, т.е. условия ( ) ( )u v 0e e
x z∂ + ∂ = , следует существо-

вание потенциальной функции ( , )r tψ   с дифференциалом 
( ) ( )v ue ed dx dzψ = − . Откуда ( )u e

zψ= −∂ , ( )v e
xψ= ∂ . При этом 

( ) ( )v ue e
x zψΔ = ∂ − ∂ ≡ Ω . К обеим частям линеаризованного уравне-

ния Навье-Стокса (2) применим к уравнению операцию rot  и по-
лучим уравнение для отыскания вихревой компоненты течения 

( , ) ( , ) 0t r t r tν∂ Ω − ΔΩ =  . 

Окончательно получим отдельные уравнения для функции ( , )r tϕ  , 
отвечающей за основное потенциальное течение, и для функций 

( , ), ( , )r t r tψ Ω  , через которые определяется погранслойное вихре-
вое движение: 
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0 :z ≤                                    0xx zzϕ ϕ ϕΔ = ∂ + ∂ = ;                                (14)  

0 :zδ− ≤ ≤                      0;t ν∂ Ω − ΔΩ =                   .ψΩ = Δ                (15) 

В уравнениях (15) функция ( , )r tΩ   является вспомогательной. 
Из этих соотношений главное определить функцию ( , )r tψ  , по-
скольку все граничные условия на границе слоя 0zδ− ≤ ≤  воз-
можно записать в форме, которая содержит только ψ  и не содер-
жит Ω . В линейной по амплитуде волны теории для системы (15) 
существует процедура исключения вспомогательной функции Ω , 
описанная, например в [126], где (15) сводится к одному уравне-
нию относительно ψ , отвечающей за вихревое движение, 

0tψ ν ψ∂ − Δ = . Однако процедура такого упрощения основана на 
линейности уравнений (15). В нелинейном по амплитуде волны 
приближении функция ( , )r tΩ   удовлетворяет нелинейному урав-

нению ( ) 0t U U ν∂ Ω + ⋅∇ − ΔΩ =
 

 [128]. В паре с уравнением ψΔ = Ω  

оно обобщает систему (15) на общий случай волнового движения 
с произвольной амплитудой. Но для такой ситуации не существу-
ет процедуры исключения из имеющейся пары уравнений функ-
ции ( , )r tΩ  . Имея в виду возможные последующие исследования 
нелинейного волнового движения в вязкой жидкости, в которых 
аналогичная задача будет рассматриваться в нелинейной поста-
новке, в настоящем рассмотрении соотношения на функцию 

( , )r tψ   используются в форме (15). 
Теперь учтем, что если вихревое (погранслойное) течение 

сосредоточено только в узком приповерхностном слое, то компо-
ненты скорости этого течения поперек пограничного слоя изме-
няются на характерном линейном масштабе δ , а вдоль слоя – на 
характерном линейном масштабе, равном длине волны λ . Поэто-
му отношение производных от этих величин вдоль Oz  к произ-
водным вдоль Ox  имеет порядок /λ δ� . Мы приняли, что / 1δ λ �  
и 0δ →  при 0ν →  (см. (1)). Отсюда получаются оценки 

0 :ν →          
( )

( )
v

0
v

e
x xx

e
xzz

O
ψ δ
ψ λ

∂ ∂  = → ∂∂  
� ;      

( )

( )
u

0.
u

e
x xz

e
zzz

O
ψ δ
ψ λ

∂ ∂  = → ∂∂  
�  
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Несложно сделать вывод, что интересующий нас класс реше-
ний должен удовлетворять условию 

0 :ν →                       
2

2
O 0.xx xx xz

zz xz zz

ψ ψ ψ δ
ψ ψ ψ λ

 ∂ ∂ ∂= → ∂ ∂ ∂  
�                      (16) 

Граничные условия (3) – (4) превращаются в граничные ус-
ловия на функции , ,ϕ ψ Ω , если учесть, что входящие в них ком-
поненты скорости выражаются через введенные скалярные функ-
ции по формулам 

( )u p
xϕ= ∂ ;           ( )v p

zϕ= ∂ ;           ( )u e
zψ= −∂ ;       ( )v e

xψ= ∂ .     (17) 

Во второе из соотношений (3) входит давление р на уровне 
0z = . Чтобы обойтись без поиска давления во всем объеме, допол-

ним граничные условия проекцией уравнения Навье-Стокса (2) на 
ось Ох. Оно вместе динамическим граничным условием (3) будет 
содержать функцию ( ) ( ), , , 0p p t x p t x z= ≡ = , которая в процессе 
решения исключится. В полученном соотношении нужно учесть, 
что для горизонтальной компоненты потенциальной части течения 
выполняется условие ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u u u 0p p p

xx zz x xϕ ϕ∂ + ∂ = Δ = Δ ∂ = ∂ Δ = . 
Наконец, примем во внимание обращение в нуль ротора скорости 
Ω  на нижней границе слоя. В результате (14) – (15) будут допол-
нены граничными условиями 

:0=z                            
( ) ( )( )v v 0p e

tξ∂ − + = ;                                  (18) 

( ) ( )( )2 v v 0p e
z xxg p− + − ∂ + + ∂ =ρ ξ ρν γ ξ ;                       (19) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )u u u up e e e
t x xx zzpρ ρν∂ + + ∂ − ∂ + ∂ ;                     (20) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )u u v v 0p e p e
z x∂ + + ∂ + = ;                             (21) 
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:z δ= −                                        0Ω = ;                                            (22) 

:z → ∞                             ( )u 0p → ;        ( )v 0p → .                           (23) 

Соотношения (14) – (23) представляют собой формулировку 
модельной задачи, в которую преобразуется исходная задача (2) – 
(4) на основании представлений о погранслойной структуре ее 
решения. Несложно видеть, что в пределе δ → ∞  формулировка 
модельной задачи (14) – (23) полностью эквивалентна формули-
ровке исходной задачи (2) – (4), переписанной через вспомога-
тельные скалярные функции , ,ϕ ψ Ω . Значит, решения модельной 
и исходной задач в пределе δ → ∞  совпадают. Но это утвержде-
ние не конструктивно. Целесообразно рассмотреть вопрос, при 
каком конкретном значении толщины пограничного слоя δ  мож-
но говорить о близости решений точного и модельного. 

4. Решение модельной задачи. Для неизвестных величин 
( ),x tξ ξ= , ( ),p p x t= , ( ), ,x z tϕ ϕ= , ( ), ,x z tψ ψ=  будем искать ре-

шение в виде бегущей волны ( )~ exp θ  

( )
( )
( )

( )exp

p

f z

h z

r z

αξ
β

θϕ
ψ

  
  
  
 = ⋅ 
  
  

   Ω   

.                                  (24) 

Подставляя выражение для ϕ  в уравнение Лапласа (14) и учиты-
вая (23), найдем что ( ) ( )expf z a k z= ⋅ , где а – неопределенная 
константа. Подставляя выражение для Ω  в (15) с учетом гранич-
ного условия (22), найдем ( ) ( )( )r z b sinh q z δ= ⋅ + , где b – неопре-

деленная константа. Теперь из второго уравнения (15), выбирая 
решение удовлетворяющее условию (16), можно получить 

( ) ( ) ( )( )2/h z b q sinh q z δ= ⋅ + . Подставляя эти выражения в (24), 

приходим к выражениям для неизвестных функций 
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( )
( )( )
( )( )

( )
2

exp
exp

p
a k z

b
sinh q z

q

b sinh q z

α
ξ

β

θϕ
δψ

δ

 
   
   
   ⋅
  = ⋅ 
   +    Ω     ⋅ + 

.                            (25) 

Подставляя (25) в (17), а полученные выражения в граничные ус-
ловия (18)-(21), получаем систему четырех линейных однородных 
алгебраических уравнений для определения неизвестных констант 
α , β , a , b , которая в матричной форме записи имеет вид 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
0

2 2

2 2

2
2

i
0 sinh

2i 01 2 cosh
0

.
0

0 i i cosh
0

0 0 2i sinh

k
S k q

q

k
k q

k q

S k q a
k kS k

q b

k q
k q

q

δ

ρ ρν αω ρν δ
β

ν
ρ ρ δ

δ

 − 
 
    − −    
    = + −    
 − − −    
    
 + − − 
 

    (26) 

Условие нетривиальной разрешимости этой системы – обраще-
ние в нуль определителя коэффициентов при неизвестных α , β , 
a , b  – приводит к дисперсионному уравнению 

( ) ( )( ) ( )23 2 2 2
04 2 tanh 0.k S k q S k qρν ν ρ ω ν δ+ − + − =            (27) 

Полагая согласно (12) 

2ν δ= Λ  ,                 2
0 2Gδ ωΛ =  

и определяя решение (27) с точностью до слагаемых 2~ δ , нахо-
дим, что 2 2 2

0 0i 2 i 2S k kω δ ω ν≈ − Λ = − . Иными словами, независимо 
от выбора значения G  в формуле (12) исследуемое волновое 
движение в модельном течении подчиняется при малой вязкости 
дисперсионному соотношению, которое получается в точном ре-
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шении. При таком значении S выражение для параметра q  в пре-
деле малой вязкости примет вид 

( ) ( ) ( )2
0/ 1 i / 2 1 i / Lq k S ν ω ν δ≡ + ≈ + ≡ + , что совпадает с (11).  

Выполнение соотношения (27) гарантирует линейную зави-
симость системы уравнений (26). Поэтому константы β , a , b  
можно выразить через амплитуду волны α , оставив три уравне-
ния с ненулевым определителем из коэффициентов при β , a , b . 
Взяв первое, третье и четвертое уравнения, получим 

( ) ( )( )( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

coth
2

2i

sinh

q
S S k q kq S k q

k k q

k q
a S

k k q
b

S kq

q k q

δ
ρ ν

β
α

δ

 
 + − + −

− 
   

+   = −   −    
 

⋅  − 

. 

Легко проверить, что компоненты потенциальной части по-
ля скоростей модельной задачи определяются по тем же форму-
лам (9), что и компоненты потенциальной части поля скоростей 
точного решения задачи (2) – (4).  

Для погранслойной части решения модельной задачи полу-
чаются формулы, отличные от выражений (10) для вихревой со-
ставляющей точного поля скоростей в приближении малой вяз-
кости: 

( )

( )

( ) ( )( )
( )

( )( )
( )

( )
0

2

cosh
i 1 i 2

sinhu 1
exp i . .

2 sinhv
2

sinh

e

e

q z
k

q
St kx K C

q z
k

q

δ
νω

δ
α

δ
ν

δ

 +
⋅ + 

  ⋅ = − +     +   − ⋅ 

   (28) 

Здесь S  и q  вычисляются по формулам (11). 
6. Упрощение модельной задачи. Математическая форму-

лировка модельной задачи без ущерба для вида решения в преде-
ле малой вязкости может быть упрощена с помощью построений, 
аналогичных тем, что используются в традиционной теории по-
граничного слоя [127] с некоторым различием в представлении о 
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строении течения в пограничном слое, связанном с наличием 
свободной поверхности. Нижеследующее упрощение основано на 
оценочных рассуждениях, которые легко провести даже без зна-
ния точного решения. Но для проверки полученных выводов там, 
где это важно, проводится сравнение свойств моделируемого ре-
шения со свойствами точного (8) – (11). 

Воспользуемся малостью толщины пограничного слоя δ  по 
сравнению с длиной волны λ . Далее в суммах вида A BΣ = +  бу-
дем пренебрегать слагаемым B , если ( )2 2/ O /B A δ λ� : 

2

2
1 1 O

B
A B A A A

A

δ
λ

   + = + = + ≈   
    

. 

Как и при выводе оценки (16), отметим, что вихревое (по-
гранслойное) течение сосредоточено только в узком слое. Для от-
вечающих за его описание функций ( ) ( ), , u , vb bψ Ω  характерный 
линейный масштаб изменения их значений равен: поперек погра-
ничного слоя – его толщине δ , а вдоль слоя – длине волны λ . 
Поэтому отношение производных от этих величин вдоль Oz  к 
производным вдоль Ox  имеет порядок ( )O /λ δ� . Отсюда получа-
ются оценки (см. (16)) 

2

2
Oxx

zz

ψ δ
ψ λ

 ∂
 ∂  

� ;          
2

2
Oxx

zz

δ
λ

 ∂ Ω
 ∂ Ω  

� . 

Тогда в принятом приближении можно опустить xx∂ Ω  и xxψ∂  в 
(15).  

Для того чтобы в пределе 0ν →  уравнения модельного тече-
ния переходили в уравнения течения идеальной жидкости, урав-
нение Лапласа (14) для потенциальной части течения нужно со-
хранить без изменения. Поэтому для величин ϕ , ( ) ( )u , vp p  во всей 
области течения (даже в пограничном слое) характерный линей-
ный масштаб изменения их значений будем считать одинаковым, 
равным λ , как и в случае течения идеальной жидкости.  

Примем следующее соглашение о строении течения в погра-
ничном слое вблизи свободной поверхности. Течение состоит из 
главной (потенциальной) и добавочной (вихревой) частей. Вих-
ревая часть течения является малой, исчезающей в пределе 0ν → , 
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добавкой к основной части течения. Для основной части движе-
ния характерный линейный масштаб, на котором изменяются 
компоненты скорости, одинаков во всех направлениях. Для вих-
ревой части течения характерный линейный масштаб, на котором 
изменяются компоненты скорости в направлении, перпендику-
лярном пограничному слою, равен толщине слоя, а вдоль слоя 
определяется характерным горизонтальным размером поверхно-
стного возмущения. 

В связи со сказанным в упрощенной модельной задаче в пре-
деле малой вязкости основными уравнениями являются соотно-
шения 

0 :z <                                  0ϕΔ = ;                                                     (29) 

0 :zδ− < <               0;t zzν∂ Ω − ∂ Ω =                .zzψ∂ = Ω                       (30) 

Для упрощения граничных условий проведем ряд оценок от-
носительно порядков величин, входящих в граничные условия 
(18) – (21). Все нижеследующие оценки проводятся на уровне 

0z = . Знак «� »используется как символ отношения «сравнение 
по порядку величины».  

Принимая во внимание соглашение о характерных линейных 
масштабах, на которых изменяются значения компонент основ-
ного и погранслойного течений, будем следовать следующим 
правилам оценки производных по пространственным координа-
там от этих величин. Для ( ) ( ), u , vp pϕ  будем пользоваться фор-
мальным правилом построения оценки сравнения: x∂  переходит в 
1/ λ  и z∂  переходит в 1/ λ , например ( ) ( )u u /p p

x λ∂ � . Для погранс-
лойных величин ( ) ( ), , u , ve eψ Ω  правило оценки производных дру-
гое: x∂  переходит в 1/ λ , а z∂  переходит в 1/δ , например: 

( ) ( )u u /e e
x λ∂ � , но ( ) ( )u u /e e

z δ∂ � .  
Заметим, что условие (21) с учетом определения функции 

v ux zΩ = ∂ − ∂  можно переписать в виде 

( ) ( )( )2 v 2 v v .p e
x xΩ = ∂ = ∂ +                                   (31) 
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Пусть W  – характерное значение скорости потенциального 
течения на уровне 0z = . При потенциальном волновом течении 
частицы жидкости двигаются по траекториям, близким к окруж-
ностям [126 – 129]. Поэтому горизонтальную и вертикальную 
компоненту скорости потенциального течения будем считать ве-
личинами одного порядка 

( ) ( )
( )u v
1 .

p p

O
W W

� �                                      (32) 

Из (31), (32), оценки v v/x λ∂ �  и малости ( )v e  в сравнении с 
( )v p  следует оценка 

/W λΩ � .                                           (33) 

Из условия соленоидальности вихревой части поля скоростей 
( ) ( )u v 0e e

x z∂ + ∂ =  следует, что ( ) ( )u ve e
x z∂ ∂� . Отсюда по принятому 

правилу оценки производных от погранслойных величин имеем 
соотношение 

( )

( )
v

O
u

e

e

δ
λ

 
 
 

� .                                          (34) 

В связи с (34), еще раз применяя правило оценки производных, 
получаем 

( )

( )

2

2

v
O

u

e
x

e
z

δ
λ

 ∂
 ∂  

� . 

Значит, в левой части соотношения ( ) ( )v ue e
x zΩ = ∂ − ∂  главным яв-

ляется второе слагаемое, и поэтому u/δΩ � . Сравнивая эту оцен-
ку с (33) и (34), получаем 

( )u
O

e

W

δ
λ

 
 
 

� ;                   
( ) 2

2

v
O

e

W

δ
λ

 
 
 

� .                     (35) 

Из оценки ( )2 2v ~ / ux zδ λ∂ ∂  и определения Ω  также следует, 

что (21) можно записать в другом виде: 
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0 :z =                              ( ) ( ) ( )( )u 2 v v 0p p e
z x∂ + ∂ + = .                            (36) 

Если в (10) учесть, что кинематическая вязкость ν  пропор-
циональна 2δ , то несложно убедиться, что оценочные соотноше-
ния (34) – (36) действительно выполняются для точно вычислен-
ных компонент ( )u e  и ( )v e .  

За характерное время, в течении которого изменяются функ-
ции, входящие в задачу, естественно принять 1

0T ω −= , где 0ω  – ха-
рактерная циклическая частота волнового движения в пределе 
идеальной жидкости.  

Несложно показать, что в условии (19) в приближении малой 
вязкости можно пренебречь слагаемым ( )2 v e

zρν ∂ . Действительно, 
из кинематического условия (18), оценки (32) и малости ( )v e  в 
сравнении с ( )v p  имеем 0/Wξ ω� . Кроме того, воспользуемся тем, 
что 2

0ν ω δ� . Тогда легко оценить отношение слагаемого 
( )2 v e

zρν ∂  ко второму слагаемому левой части (19): 

( )

( )
2 22 2

0 0
2 2

0

2 v

/

e
z W

g g W g

ω δ δωρν δ δ
ρ ξ ω δ λ λ

   ∂ =   
   

� . 

Произведение величины порядка 2 2/δ λ  на малую 2
0 / gδω  при 

0δ →  дает величину более высокого порядка малости, чем вели-
чина 2 2~ /δ λ .  

Аналогичным образом можно убедиться в возможности пре-
небречь в (20) слагаемым ( )u e

xxρν ∂ , сравнивая его с первым сла-
гаемым этого условия: 

( )

( )

32
0

2
0

u

u

e
xx

p
t

W

W

ρν ω δ δ δ
ω λ λ λρ

∂    =   ∂    
� . 

Проводя аналогичный анализ для всех остальных слагаемых, 
входящих в граничные условия, можно убедиться, что они, в 
рамках выбранного приближения, должны быть сохранены.  

Собирая все соотношения упрощенной модельной задачи, по-
лучим математическую формулировку модельной задачи, которая 
получилась в результате применения теории пограничного слоя: 

0 :z <                                          0ϕΔ = ; 
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0 :zδ− < <                                    zzψ∂ = Ω ;                       0t zzν∂ Ω − ∂ Ω = . 

:z δ= −       0;Ω =      ( )u p
xϕ= ∂ ;     ( )v p

zϕ= ∂ ;     ( )u e
zψ= −∂ ;     ( )v e

xψ= ∂ ; 

:0=z         ( ) ( )( )v v 0p e
tξ∂ − + = ;          ( )( )2 v 0;p

z xxg pρ ξ ρν γ ξ− − − ∂ + ∂ =  

( ) ( )( ) ( )u u up e e
t x zzpρ ρν∂ + + ∂ − ∂ ;             ( ) ( ) ( )( )u 2 v v 0p p e

z x∂ + ∂ + = ; 

:z → ∞                       ( )u 0p → ;                          ( )v 0p → .                    (37) 

В формулировке упрощенной модельной задачи отсутствует ус-
ловие (16.). Это не означает, что оно не учитывается. Просто оно 
было использовано на этапе упрощения уравнений, и для иско-
мых решений выполняется.  

7. Решение упрощенной задачи. Принцип решения упро-
щенной модельной задачи (37) такой же, как у модельной задачи 
(14) – (23). Но объем вычислений заметно меньше. Отличие со-
стоит в том, что другим получается явный вид параметра q , а 
вместо (26) получается система уравнений 
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    − −    
    =−    − − −    
    
 +
 − − 
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Дисперсионное уравнение после сокращения на ( )i sinhk qρ δ  при-
нимает вид 

( )22 2
02 0S kν ω+ + = , 
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и в приближении малой вязкости из него получаются известные 
соотношения (11). Вычисление компонент поля скоростей в при-
ближении малой вязкости приводит к прежним соотношениям: 
(9) – для потенциальной части течения и (28) – для вихревой (по-
гранслойной) части. 

Получилось, что в приближении малой вязкости при модели-
ровании решения задачи (2) – (4) с помощью задачи, в которой 
вихревое движение сосредоточено в пограничном слое толщиной 
δ , без ущерба для вида финальных выражений можно использо-
вать не полные уравнения и граничные условия модельной зада-
чи (14) – (23), а упрощенные уравнения (37). Упрощенные урав-
нения получаются из (14) – (23) с помощью теории пограничного 
слоя, модифицированной для расчета течения вблизи подвижной 
свободной поверхности жидкости. В отличие от теории погра-
ничного слоя вблизи твердой стенки, в теории пограничного слоя 
вблизи свободной поверхности нужно учитывать значительность 
потенциальной составляющей течения в пограничном слое. При-
чем на компоненты этой составляющей не распространяются уп-
рощения теории пограничного слоя, основанные на утверждении 
о малости производных от компонент скорости вдоль слоя по 
сравнению с производными от тех же компонент поперек слоя. 

8. Подбор толщины пограничного слоя. Независимо от вы-
бора уравнений модельной задачи (14) – (23) или (37) в пределе 
малой вязкости получились соотношения, которые отличаются от 
решений (8) – (11) исходной задачи (2) – (4) только в выражениях 
для компонент скорости погранслойной добавки ( )u e , ( )v e : вместо 
(10) получились соотношения (28). Исследуем, насколько хорошо 
соотношения (28) аппроксимируют выражения (10) в зависимо-
сти от значения параметра δ , а конкретнее от значения безраз-
мерного параметра G  в формуле (12). 

Растянем вертикальную координату в δ  раз перпендикулярно 
пограничному слою: 

z δΠ = .                                            (38) 

Согласно (11) – (12) в приближении малой вязкости 
( ) ( )1 i / 1 i /Lq Gδ δ= + = + . Поэтому, учитывая, (38) можно записать 

( )1 iqz G= + Π ; ( )1 iq G= +δ ; ( ) ( )( )1 i 1q z Gδ+ = + + Π ; 
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( ) ( )01 i / 1 i / 2q Gν ν δ νω= + = + . Таким образом, через растяну-
тую вертикальную координату (38), которая равна нулю на уров-
не 0z =  и минус единице на границе пограничного слоя, соотно-
шения (10) и (28) можно переписать в виде 

( )

( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )0

2

2 1 i i exp 1 iu 1
exp . .;

2 2 exp 1 iv

e

e

k G
K C

k G

νω
α θ

ν

   + + Π
= +     − + Π   

       (39) 

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )* 0
2

*

u 2 i 1 i ,1
exp . .

2 2 ,v

e

e

k F G
K C

k G

νωα θ
ν

   + Π
= +      − Φ Π  

;                 (40) 

( ) ( )( )( )
( )( )

cosh 1 i 1
,

sinh 1 i

G
F G

G

+ + Π
Π =

+
;                                 (41) 

( ) ( )( )( )
( )( )

sinh 1 i 1
,

sinh 1 i

G
G

G

+ + Π
Φ Π =

+
.                                 (42) 

Звездочкой обозначены компоненты погранслойной добавки 
к основному полю скоростей, рассчитываемые из решения мо-
дельной задачи, а для компонент точного решения (2) – (4) со-
хранено прежнее обозначение.  

Из (39) следует, что точность аппроксимирования функций 
( ) ( )u , ve e  функциями ( ) ( )

* *u , ve e  при фиксированном значении парамет-
ра 0G G=  полностью определяется тем, насколько точно зависи-
мость ( ) ( )( )

0 0exp 1 iG Gη Π = + Π  аппроксимируется функциями 

( ) ( )
0 0 ,GF F GΠ = Π  и ( )

0 0 ,G GΦ = Φ Π  на промежутке 1 0− ≤ Π ≤ . Выяс-

ним, насколько близки эти функции при толщине пограничного 
слоя, определяемой по Лонгет-Хиггинсу [122], т.е. когда Lδ δ= , 
что согласно (12) означает выбор 1G = . 

На рис 1. а-b показано, как ведут себя действительные и мни-
мые части сравниваемых функций на промежутке 1 0− ≤ Π ≤ . Из 
этих рисунков видно, что при 1G =  зависимости действительной и 
мнимой частей функции (41) и (42) от параметра Π  заметно отли-
чаются от действительной и мнимой части функции ( )( )exp 1 i+ Π  
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на всем промежутке 1 0− ≤ Π ≤ . В частности, модельное решение 
прогнозирует уменьшение вертикальной компоненты скорости на 
нижней границе слоя до нуля, а не в 2.7e ≈  раза, как в точном ре-
шении. Кроме того, на верхней границе слоя аппрокимирующая 
функция ( )

*u e  имеет заметную ненулевую отрицательную мнимую 
часть (см. поведение ( )( )Im 1,F Π  на рис. 1b), что означает наличие 

в законе эволюции вихревого движения фазового сдвига по отно-
шению к волновому возмущению ξ . Другими словами, при моде-
лировании возникает фиктивный эффект наличия конечного вре-
мени – релаксации – характерного времени, в течение которого 
вихревое движение на верхней границе слоя реагирует на измене-
ния, происходящие на свободной поверхности. В точном решении 
такого эффекта нет: ( )( )( )Im exp i 1 0+ Π =  при 0Π = . 
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Таким образом, при выборе толщины пограничного слоя по 
Лонгет-Хиггинсу представление о существовании вихревого дви-
жения только в приповерхностном слое толщиной Lδ  приводит к 
существенным ошибкам: при моделировании течения получаются 
неверные значения для компонент скоростей вихревой составляю-
щей течения и появляется фиктивный релаксационный эффект. Эти 
ошибки моделирования принципиальны в ситуации, когда рас-
сматриваемый метод моделирования применяется для расчета 
влияния на движение свободной поверхности релаксационных эф-
фектов (релаксации заряда, поверхностно-активных веществ и т.п.), 
ввиду их чувствительности к поведению поля скоростей непосред-
ственно в приповерхностной области течения [123 – 124].  
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На рис. 2 – 4 построены зависимости действительных и мни-
мых частей функций ( )( )exp i 1G + Π , ( ),GΦ Π  и ( ),F G Π  на проме-

жутке 1 0− ≤ Π ≤  при различных значения 3G =  (рис. 2), 4G =  
(рис. 3) и 5G =  (рис. 4). Из рисунков видно, что при увеличении 
значения G  разница между рассматриваемыми функциями быст-
ро уменьшается. Точнее говоря, уменьшается абсолютная по-
грешность, с которой функции ( ),GΦ Π  и ( ),F G Π  модельного ре-
шения (40) аппроксимируют функцию ( )( )exp i 1G + Π  точного ре-

шения (39). 
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Рис. 4 
Рис. 1 – 4. Сравнение зависимости амплитудных множителей при перио-
дической части волнового решения от безразмерной глубины Π : точного 
(обозначенного сплошной линией) и модельных (обозначено пунктиром 
для горизонтальной компоненты скорости и штрих-пунктиром для верти-

кальной) построенные при различных значениях коэффициента G . 
Сплошная линия соответствует функции ( ) ( )( )exp 1 if GΠ = + ⋅ Π ,  

пунктир – ( ) ( ),f GΠ = Φ Π , штрих-пунктир – ( ) ( ),f F GΠ = Π .  

Рисунки с индексом «а» соответствуют действительным частям  
комплексных амплитудных множителей,  

рисунки с индексом «b» – мнимым. 
Рис. 1. 1.G =  Рис. 2. 3.G =  Рис. 3. 4.G =  Рис. 4. 5G =  
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Расчеты показывают, что погрешность аппроксимации, по-
нимаемая в смысле абсолютного значения максимального откло-
нения аппроксимирующих функций от точной величины, дости-
гает максимума на нижней границе слоя при 1Π = − . На большей 
части пограничного слоя 0.8 0≤ Π ≤  эта погрешность при 4G ≥  
примерно на порядок меньше (см. рис. 3 – 4). При значении 4G =  
сравнение действительных частей функций ( )( )exp i 1G + Π , ( ),GΦ Π  

и ( ),F G Π  (рис. 4а) обнаруживает погрешность 0.01≈ , а сравнение 
мнимых частей этих функций приводит к  погрешности 0.03≈ . 
При 4G <  соответствующие погрешности увеличиваются 
(см. рис. 1 – 2), а при 4G >  уменьшаются (см рис. 4 на котором 
различия между кривыми порядка толщины линии). С опреде-
ленным запасом точности можно утверждать, что при 4G =  абсо-
лютная погрешность, с которой функции ( )4,Φ Π  и ( )4,F Π  ап-
проксимируют функцию ( )( )exp 4 i 1+ Π , не превышает 5% от зна-

чения этой функции на верхней границе слоя: ( )( )
0

exp 4 i 1 1
Π=

+ Π = .  

Рассматривая строение модельных (40) и точных (39) выра-
жений, несложно заключить, что аналогичное утверждение имеет 
место относительно характера аппроксимации соотношений (29) 
выражениями (30). Так, для горизонтальной компоненты скоро-
сти имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 0

1
u u u 2 1 i i exp . .

2
e e e k K Cα νω θ− = Δ = + ΔΦ + ; 

( ) ( )( ) ( ), exp 1 i ,G G GΔΦ = ΔΦ Π = + Π − Φ Π . 

Отсюда на основании (39) и выполненных оценок получаем 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

00

2 2

u
Re Im

exp 1 iu

0.01 0.03 0.03.

e

e G
Π=Π=

Δ ΔΦ
= = ΔΦ = ΔΦ + ΔΦ ≈

+ Π

≈ + ≈

 

Таким образом, можно утверждать, что модельные выраже-
ния для вихревых компонент поля скоростей (40) при выборе 
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значения 4G =  аппроксимируют точные компоненты (39) вихре-
вой составляющей поля скоростей с погрешностью не более 5% 
от значения этих компонент на верхней границе слоя. Точность 
аппроксимации увеличивается с ростом значений G  и уменьша-
ется при уменьшении G .  

Можно утверждать, что значение 4G =  – это то значение, на-
чиная с которого толщина пограничного слоя LGδ δ= ⋅  может быть 
принята за глубину, на которой вихревое движение, порождаемое 
движением свободной поверхности, существенно подавлено. На 
глубине более чем δ  оно настолько незначительно, что при изме-
нении полной формулировки задачи расчета течения на формули-
ровку с дополнительным условием исчезновения ротора скорости 
при z δ≤ , решение измененной задачи слабо отличается от точно-
го: ошибка лежит в пределах нескольких процентов от значения 
вихревой компоненты скорости на верхней границе слоя.  

9. Заключение. Теория пограничного слоя может быть с ус-
пехом использована для аналитического расчета течений жидко-
сти, связанных с капиллярно-гравитационными волнами на сво-
бодной поверхности маловязкой жидкости. Но при этом необхо-
димо принимать во внимание, что хорошее приближение к 
точному решению можно получить только при достаточно боль-
ших толщинах пограничного слоя (не менее чем в четыре раза 
больших традиционно используемых). Структура поля скоростей 
течения жидкости в пограничном слое вблизи свободной поверх-
ности отличается от строения погранслойного течения вблизи 
твердой стенки: при наличии свободной поверхности имеется по-
тенциальное течение, доминирующее во всей области движения, в 
том числе и в пограничном слое; в самом пограничном слое на по-
тенциальное течение аддитивно накладывается вихревое; однако 
выводы классической теории пограничного слоя о быстром изме-
нении компонент скорости в направлении, перпендикулярном 
границе по сравнению с их изменением вдоль границы, справед-
ливы только для компонент поля скоростей вихревого движения и 
неприменимы к компонентам потенциальной части течения.  
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4. Интерлюдия. Периодические волны  
на поверхности однородно заряженной 
цилиндрической струи несжимаемой 

жидкости. Дробление заряженных струй  
1. Явлению неустойчивости заряженной поверхности жидко-

сти и электродиспергированию жидкостей посвящено большое 
количество публикаций в связи с многочисленными академиче-
скими, техническими и технологическими приложениями, на-
пример обзоры [5, 98 – 99,100 – 105, 133 – 135], в которых про-
анализировано состояние исследований в различных сферах ис-
пользования обсуждаемого явления. Следует обратить внимание 
на широкое практическое использование феномена при получе-
нии порошков тугоплавких металлов, в химической технологии 
при распылении ядохимикатов и лакокрасочных материалов, го-
рючего в реактивных двигателях в реактивной космической тех-
нике, электрокаплеструйной печати. Он также связан с разработ-
кой новых средств масс-спектрометрического анализа нелетучих 
и термически нестабильных жидкостей.  

Несмотря на обилие теоретических и экспериментальных ра-
бот по изучению неустойчивости движущейся струи жидкости и 
дробления ее на отдельные капли, многое в физике происходя-
щих в процессах остается до сих пор не выясненным и по-
прежнему привлекает внимание исследователей. Сказанное, в ча-
стности, относится к анализу устойчивости неосесимметричных 
мод осцилляций струи, и связано это с тем, что большая часть 
проведенных к настоящему времени исследований была направ-
лена на получение потоков монодисперсных капель [135 – 139]. 
Тем не менее феномен распада на капли неосесимметричных 
струй, выбрасываемых с вершин свободно падающих капель 
[140] и менисков жидкости на торцах капилляров [141 – 145], при 
реализации их неустойчивости по отношению к поверхностному 
заряду был давно известен. И только в последние годы выполне-
но несколько работ по исследованию в линейном приближении 
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устойчивости заряженных струй относительно произвольных не-
осесимметричных возмущений [146 – 148]. 

Наиболее интересные работы, появившиеся в последнее вре-
мя, ориентированы на исследование нелинейных эффектов, свя-
занных с осцилляциями струй и дроблением их на капли (см., на-
пример, [149 – 164] и указанную там литературу). Однако лишь 
пять последних из перечисленных работ относятся к нелинейным 
осцилляциям заряженной струи, остальные рассматривают нели-
нейные проблемы осцилляций и дробления незаряженных струй, 
что тем не менее важно, поскольку многие проблемы нелинейной 
устойчивости заряженных и незаряженных струй одинаковы, и 
пока в этом вопросе исследователи находятся на стадии накопле-
ния экспериментальных и теоретических данных.  

2. Впервые задача теоретического аналитического исследо-
вания устойчивости бесконечного цилиндрического столба жид-
кости под действием капиллярных сил была решена Рэлеем 
[165 – 166]. В своих работах он опирался на экспериментальные 
исследования Савара [167], в которых была подробно изучена 
феноменология распадающейся струи, в частности, показано, что 
длина нераспадающейся части струи зависит от вида начального 
возмущения. Было установлено, что струя жидкости, подвержен-
ная синусоидальному осесимметричному возмущению, с длиной 
волны, превышающей длину окружности, ограничивающей сече-
ние струи, неустойчива по отношению к этому возмущению, сама 
же неустойчивость возникает в результате действия капиллярных 
сил, а виртуально возникшее возмущение нарастает с течением 
времени. Рэлей получил соотношение, связывающее скорость 
роста амплитуды волнового возмущения и его длину волны. Как 
оказалось, время от момента возникновения возмущения до мо-
мента распада струи на капли, вычисленное при помощи линей-
ной теории, неплохо согласовалось с результатами опытов[17, 
165 – 167]. В рамках линейного по амплитуде возмущения теоре-
тического анализа удалось выяснить, что коротковолновые воз-
мущения ( )1kR >>  на струе жидкости устойчивы и могут распро-

страняться вдоль струи в виде капиллярных волн. Однако они 
быстро затухают под действием имеющейся в реальных условиях 
вязкости жидкости [168]. Длинноволновые же возмущения 
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( )1kR <  неустойчивы, и при всех длинах волн, удовлетворяющих 

условию 1kR < , реализуется капиллярная неустойчивость струи, 
сопровождающаяся разбиением струи на капли. Максимальным 
инкрементом обладают волны с длиной max 9R≈λ  ( max 0.7k R≈ ). 
Величина инкремента неустойчивости при этом равна 

( )1 23
max 0,97 8 Rα σ ρ= . В итоге характерный размер капель, на ко-

торые распадается струя определится соотношением 
2 3 1 3

* max1,145D D λ= . Подход Рэлея был распространен на случай 
вязкой жидкости в работах [168]. Выяснилось, что вязкость ока-
зывает стабилизирующее действие на распад струи, а вязкая дис-
сипация внутри струи и вязкое трение на ее поверхности при ис-
течении из насадка генератора приводят к изменению профиля 
скорости и возрастанию времени релаксации. Указанные явления 
совместно с более низким значением коэффициента поверхност-
ного натяжения существенно увеличивают длину нераспавшейся 
части.  

Рассмотренная картина развития капиллярной неустойчиво-
сти, основанная на линейной теории осцилляций и распада струи, 
несмотря на успешное объяснение многих экспериментальных 
фактов, не является исчерпывающей и должна быть обобщена на 
случай учета внутренних течений в струе, эффектов релаксации 
вязкости, заряда и коэффициента поверхностного натяжения, а 
также учета реальной нелинейности феномена. Кроме того, среди 
необходимых обобщений следует указать и на полуограничен-
ность реальных струй [122, 160, 169 – 174]. Для истолкования 
расхождений теории и экспериментальных данных были предло-
жены несколько гипотез: динамическое воздействие окружающе-
го воздуха на осесимметричные возмущения струи, увеличиваю-
щие давление в сужениях и уменьшающие – на выпуклостях 
струи, что приводит к более быстрому росту возмущений [17, 
168, 175]; влияние вязкости окружающего воздуха [176]; измене-
ние механизма распада струи – переход от осесимметричных 
возмущений к изгибным (изгибается ось струи) [177 – 178]; пере-
ход к турбулентному режиму течения в струе [179 – 180]; влия-
ние релаксации начального профиля скорости в струе [133].  

Но наиболее важным в контексте данного обзора является 
исследование устойчивости струй по отношению к собственному 
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или индуцированному электрическим зарядам, проведенное экс-
периментальными и теоретическими средствами в [141 – 142, 
181 – 194]. 

3. Еще на заре исследования электрических явлений Вильям 
Гилберт заметил, что капля воды на сухой подложке приобретает 
коническую (вершиной вверх) форму, если над ней на небольшом 
расстоянии поместить наэлектризованный кусок янтаря [194]. 
Как было показано уже в наше время [195], при этом на свобод-
ной поверхности капельки появляется индуцированный электри-
ческий заряд и капля претерпевает неустойчивость: она дефор-
мируется к вытянутому сфероиду, на ее вершине формируется 
эмитирующий выступ, названный «конусом Тейлора», с вершины 
которого выбрасывается тоненькая струйка воды, распадающаяся 
на отдельные капельки. По-видимому, первые наблюдения эмис-
сии струек жидкости, распадающихся на отдельные капельки, 
при электризации свободной поверхности жидкости связаны с 
работами одного из первых исследователей электрических явле-
ний аббата Ж. Нолле в середине восемнадцатого века [196]: он 
заметил, что если человека поместить на изолирующую подстав-
ку и подвергнуть электризации (с помощью созданного О. Герике 
прообраза электрофорной машины), то из ранок и порезов на ко-
же человека начинают бить очень тонкие струйки крови, распа-
дающиеся на отдельные капли.  

Систематические исследования феномена электризации ме-
нисков жидкости на торце капилляра, по которому жидкость по-
дается в разрядную систему и сопровождается выбросом заря-
женных струй, распадающихся на отдельные капли, начались 
лишь в начале двадцатого века и связаны с именем Дж. Зелени 
[197 – 199], который детально исследовал закономерности эмис-
сии капель и струй жидкости при электризации ее свободной по-
верхности. В связи с многообразием академических, технических 
и технологических приложений феномена электродиспергирова-
ния жидкости его эксперименты были продолжены в работах 
В. Маки [140], В. Инглиша [200], В. Дрозина [201], Б. Воннегута 
и Р. Нюбауэра [202], М. Наваба, C. Мэйсона [203], К. Шульца 
[204], Р. Магарвея, Л. Аутхауза [141], В. Клебера [205], Р. Карсо-
на, Ч. Хендрикса [206], Р. Хайнса [207], Дж. Тейлора [194], 
А. Джонса, Р. Цонга [208], А. Хюбнера, Х. Чу [142], В. Коженко-



152 

ва, А. Кирша, Н. Фукса [99, 209 – 210], Т. Бураева, И. Верещагина 
[100, 211 – 212], К. Робинсона, Р. Турнбулла, К. Кима [144, 213], 
Дж. Вилсона [214], Д. Смита [215], И. Хайяти, А. Бейли, Т. Тад-
роса [216 – 218], В. Кириченко, И. Петрянова-Соколова [219 – 
221], М. Клопо, Б. Прюнет-Фокса [145, 222], Ф. Ла Мора [223], 
А. Гомеса, К. Танга [224]. В указанных работах было обнаружено 
около десятка различных режимов электродиспергирования жид-
кости, приведенных в систему в работах [225 – 226]. Но для про-
водимого рассмотрения важно, что во всех этих работах был за-
фиксирован выброс с заряженной поверхности жидкости заря-
женных же струй жидкости, распадающихся на отдельные капли. 
Здесь следует отметить, что в последние двадцать лет регулярно 
проводятся международные симпозиумы по электродиспергиро-
ванию жидкости, собирающие сотни докладов, посвященных 
этому феномену. И хотя подавляющее большинство докладывае-
мых работ носят экспериментальный характер и сообщают в ос-
новном об особенностях электродиспергирования конкретных 
жидкостей в конкретных установках и устройствах, тем не менее 
общее количество публикаций по обсуждаемой теме исчисляется 
тысячами и насущной проблемой является построение общей 
теории электродиспергирования (дробления заряженной струи на 
капли) с учетом реальных физико-химических характеристик 
жидкостей и многообразия релаксационных эффектов. 

В проведенных экспериментах выяснилось, что форма струй, 
выбрасываемых со свободной поверхности заряженных капель 
или наэлектризованных менисков жидкости на вершинах капил-
ляров, по которым жидкость подается в разрядную систему, от-
личается от цилиндрической, для которой на сегодняшний день 
выполнены все известные теоретические исследования, как ли-
нейного, так и нелинейного приближений. Форма струй, выбра-
сываемых неустойчивыми каплями и менисками жидкости, неод-
нократно исследовалась теоретически с различной степенью 
строгости (см., например, [227 – 235] и указанную там литерату-
ру). Так, например, для объемно заряженной осесимметричной 
струи электропроводной жидкости в [231] получена следующая 
зависимость радиуса струи от продольной координаты x: 
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где Re – число Рейнольдса; ρ – массовая плотность жидкости; γ – 
объемная плотность электрического заряда; M – объемный рас-
ход жидкости; E – напряженность внешнего электростатического 
поля, параллельного оси симметрии струи; а – начальный радиус. 
Качественно сходные закономерности изменения радиуса струи 
по мере удаления ее от места образования наблюдаются и для 
электропроводных жидкостей. В [236] для объемно заряженной 
струи диэлектрической жидкости (жидкого водорода) исследова-
лось влияние объемного заряда струи конечной длины на ско-
рость движения ее торца. 

Представляется, что исследование на устойчивость по отно-
шению к бесконечно малым волновым деформациям с разумной 
строгостью регулярными методами для струи такой формы про-
вести будет весьма сложно. Именно по этой причине все выпол-
ненные до настоящего времени теоретические (как в линейном, 
так и в нелинейных приближениях) исследования исходят из ци-
линдрической невозмущенной формы струи.  

Кроме сказанного выше, в перечисленных экспериментах 
выяснилось, что длина утоньшающейся с удалением от торца ка-
пилляра нераспавшейся части струи является функцией величины 
заряда, приходящегося на единицу длины струи. Свободный же 
(незакрепленный) конец струи, вытекающей из сопла, с увеличе-
нием величины заряда на единице длины струи начинает совер-
шать хлыстообразное движение, а с его торца отрываются дочер-
ние капельки. Хлыстообразное движение свободного конца струи 
указывает на реализацию как изгибной неустойчивости струи, так 
и на ее неустойчивость по отношению к вращению относительно 
исходной оси симметрии. Вращение относительно оси симметрии 
струи, эмитированной неустойчивой заряженной поверхностью 
жидкости, проще всего объясняется одновременным возбуждени-
ем двух или нескольких одинаковых мод при наличии между ни-
ми сдвига по фазе. Отметим, что в отличие от прагматически 
обусловленного вынужденного капиллярного распада струй [135] 
с контролируемыми граничными и начальными условиями обсу-
ждаемая в контексте проводимого исследования спонтанная не-
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устойчивость струй (с последующим распадом на капли) харак-
теризуется полной свободой в задании начальных и граничных 
условий и ничто не препятствует возбуждению на торце капилля-
ра нескольких одинаковых мод с различными начальными фаза-
ми. Изгибная же неустойчивость струй нуждается в отдельном 
исследовании. 

В связи со сказанным выше теоретическое и эксперимен-
тальное исследование закономерностей распада заряженных 
струй на капли представляет значительный интерес (особенно ес-
ли принять во внимание многообразные приложения феномена в 
практике) и неоднократно проводилось на разном уровне строго-
сти и общности [237 – 257].  

Первым устойчивость поверхностно однородно заряженного 
столба идеальной жидкости по отношению к осесимметричным 
осцилляциям исследовал Рэлей [165], получивший дисперсион-
ное уравнение для случая длинных волн (когда длина волны мно-
го больше радиуса столба жидкости) в виде 

2
2

3

( 1) 2
{( 1) },

n n Q
n

aa

− σω = + −
πσρ

 

где Q – заряд столба, приходящийся на единицу длины; σ – ко-
эффициент поверхностного натяжения; a – радиус; ω – частота 
осцилляций; ρ – плотность жидкости; n – номер моды. 

Через несколько лет А.В. Бассет, исследуя варикозную  
неустойчивость заряженной струи, имеющей форму 

)exp()cos( tikxar ωζ ⋅⋅+= , выписал дисперсионное уравнение для 
осцилляций основной моды поверхностно заряженной струи ма-
ловязкой жидкости с произвольной длиной волны (с волновым 
числом k) в виде 
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Бассет указал, что наличие заряда на струе приводит к ее ста-
билизации. В соответствии с анализом Рэлея на незаряженной 
струе неустойчивы волны с волновыми числами k > 1−a . Согласно 
же результатам Бассета на заряженной струе неустойчивы волны 
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с меньшими волновыми числами 
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или с большими длинами волн. Выяснилось, что длина нерас-
павшейся части струи за срезом сопла, из которого вытекает 
струя, с ростом поверхностной плотности заряда увеличивается. 

Тейлор [194] исправил численный коэффициент в выражении 
Бассета, получив дисперсионное уравнение в виде 
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Тейлор же в [194] исследовал изгибную неустойчивость струи, 
отталкиваясь от известного по экспериментальным исследовани-
ям факта, что при достаточно большой плотности заряда на струе 
ее конец начинает совершать хлыстообразное движение, распада-
ясь при этом на отдельные капельки. Тейлор выписал форму 
струи в виде )exp()cos()cos( tikxar ωϕζ ⋅⋅⋅+= , где φ – азимутальный 
угол, и получил дисперсионное уравнение для изгибной неустой-
чивости струи:  
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Условие нейтрального равновесия струи по отношению к из-
гибной неустойчивости отсюда получается в виде 
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В работе [191] исследовано влияние вязкости и электриче-
ского поля на характер устойчивости капиллярных струй, рас-
смотрены неосесимметричные возмущения струи, сделана по-
пытка прояснить непонятные моменты (в которых имеет место 
рассогласование теории и эксперимента) линейной теории. Опи-
саны два вида неустойчивостей, вызываемые поверхностным на-
тяжением и силой Кулона. Полученное дисперсионное уравнение 
и выражение для скорости распада струи проанализированы в 
предельных случаях малой и большой вязкости и численно изу-
чены в промежуточной области. Кроме того, в [191] описаны но-
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вые типы мод, которые приводят к вращательному движению 
струи. 

Экспериментальные исследования электродиспергирования 
жидкости с заряженной поверхности жидкости (см., например, 
[181 – 184, 128 – 193, 236, 255 – 257]) свидетельствуют о возмож-
ности возбуждения неосесимметричных мод заряженных струй, 
но в теоретическом отношении этот вопрос исследован пока не-
достаточно полно, хотя из феноменологии [194, 196 – 144] с оче-
видностью следует, что реализация неустойчивости именно этих 
мод в существенной степени ответственна как за хлыстообразное 
движение струй, так и за полидисперсный характер их распада на 
капли. В [192] было получено (правда, с ошибкой) дисперсионное 
уравнение для осцилляций произвольной моды поверхностно за-
ряженной идеально электропроводной струи несжимаемой жид-
кости, но проведенное далее качественное исследование затрону-
ло только осесимметричную моду. В [240 – 242, 246] говорится о 
теоретическом исследовании устойчивости мод с m=1 и m=2. 
Мода с m=2 называется «Боровской» и согласно утверждению 
[240 – 242, 246] ее возбуждение приводит к продольному расще-
плению струи на две дочерние струи, как это зафиксировано в 
экспериментах [249]. Такое утверждение повторяется в [233 – 
234] и вызывает недоумение, поскольку продольное расщепление 
неосесимметричной струи, периодически изменяющей свою 
форму по азимутальному углу, должно проходить с нарушением 
начальной винтовой симметрии и, следовательно, возможность ее 
реализации сомнительна. 

Дисперсионные уравнения для различным образом заряжен-
ных струй электропроводных и диэлектрических жидкостей по-
лучались с различным успехом и с различными погрешностями в 
теоретических работах, выполненных в линейном приближении 
по амплитуде осцилляций [146 – 148, 42 – 46, 181 – 185, 237 – 
248]. В теоретических работах [251 – 254] рассмотрены конкрет-
ные вопросы расчета характеристик струй, эмитируемых с конуса 
Тейлора.  

Детальный теоретический анализ закономерностей осцилля-
ций и величин инкрементов неустойчивости неосесимметричных 
мод заряженных электропроводных и диэлектрических струй 
проведен в [146 – 148] в связи с возможностью приложения ре-
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зультатов к истолкованию закономерностей спонтанного распада 
струй. Выяснилось, что инкременты неустойчивости неосесим-
метричных волн в маловязких струях электропроводных жидко-
стей при больших плотностях поверхностного заряда сравнива-
ются с инкрементами неустойчивости осесимметричных волн, а в 
сильновязких струях существенно их превышают [146 – 147]. Это 
обстоятельство вместе с фактом утоньшения формы струи по ме-
ре удаления ее от места формирования позволяет предположить, 
что при спонтанном капиллярном распаде заряженных струй на 
капли важную роль в формировании спектра распределения ка-
пель по размерам должна играть неустойчивость неосесиммет-
ричных мод капиллярных осцилляций струи. 

Для объемно заряженных струй диэлектрических жидкостей 
[148] величины инкрементов неустойчивости неосесимметрич-
ных мод снижаются при уменьшении диэлектрической проница-
емости жидкости, причем этот эффект сказывается тем сильнее, 
чем меньше азимутальное число m (чем меньше степень несим-
метричности) и достигают минимума для осесимметричных мод. 
Это обстоятельство приводит к тому, что для диэлектрических 
жидкостей с малыми диэлектрическими проницаемостями инкре-
менты неустойчивости неосесимметричных мод могут при про-
чих равных условиях превышать величины инкремента неустой-
чивости осесимметричных мод, что существенно скажется на 
закономерностях дробления струи на капли.  

В работах [184, 236 – 242] предполагалось исследовать влия-
ние эффекта релаксации электрического заряда (влияние конеч-
ности скорости выравнивания электрического потенциала струи, 
или, иначе говоря, влияние конечности скорости переноса заряда 
в реальной жидкости) на струе на ее устойчивость, но во всех пе-
речисленных работах неверно выписано уравнение баланса по-
верхностного заряда (отсутствует слагаемое, связанное с кривиз-
ной поверхности струи) и, следовательно, неверны и полученные 
результаты, на что и было указано в [150]. Только в последнее 
время авторами настоящей работы было получено корректное 
дисперсионное уравнение, учитывающее эффект релаксации за-
ряда: 

{ ( )2 4 4 4 42 ( ) 1 ( ) 2 ( )m mkk G k w s m l s m ln a n aй щ- Ч + M - - + + +к ъл ы  
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[ ( )2 2 2 2( ) 2 ( )(1 ) ( )m mkm fG k w k l s wn a a n+ + - - + M - +  

( )2 21 2 ( ) [( ) ( )mk m mksw k l s f G ka n n a b+ - + - M + - M -  

( ) ]}2 2 22 ( )(1 2 ) ]mG k l k ln a- - + - +  

{ ( )2 4 4 4 4( ) 2 1 ( ) 2 ( )m mkl G l w s m k s m kn a n aй щ+ Ч + M - - + + +к ъл ы  

( )2 ( )(1 ) ( )(2 )m mk m mkl fG k s s s G kn a n bй щ+ + M + - + M +л ы   

( )2 2(2 )(1 ) 2 ( 2)mk mkm s w f sw s s s la n n a b nй щ+ - + + + M + - M + - +к ъл ы
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( )d d( , ,ε , ) ( ) ( ) 4 ε ;mk mk m ms w sH k G k ss psL = L є - + 2
04 ;w pє æ  

( ) ( ) ( );m m mG x xI x I xўє   ( ) ( ) ( ),m m mH x xK x K xўє  

где k  и m  – волновое и азимутальное числа; ( )mI x , ( )mK x  – 

модифицированные функции Бесселя первого и второго рода; R – 
радиус струи; ρ – массовая плотность; ν  – коэффициент кинема-
тической вязкости; γ  – коэффициент поверхностного натяжения; 
σ  – удельная электропроводность;  εd  – диэлектрическая прони-
цаемость; 0æ  – поверхностная плотность электрического заряда 
на струе. Анализ дисперсионного уравнения показал, что влияние 
эффекта релаксации заряда заметно только в случае больших 
вязкостей жидкости. Движения жидкости, связанные с перерас-
пределением заряда по поверхности струи при ее осцилляциях, 
имеют апериодический (затухающий) характер и приводят к 
более быстрому рассеиванию механической энергии осцилляций, 
или, иначе говоря, к более быстрому затуханию волн на струе. 
Обсуждаемый эффект зависит от волнового и азимутального 
чисел и по разному проявляется для волн с различной степенью 
асимметрии и для жидкостей с различными физико-химическими 
свойствами и может способствовать умножению количества 
наблюдаемых режимов электродиспергирования. 

3. Нелинейные осцилляции струй. Как отмечалось выше, 
большая часть теоретических нелинейных исследований осцил-
ляций и устойчивости струй выполнено для незаряженных струй, 
кроме выше упомянутой работы [160], выполненной численными 
методами. Лишь в [193, 258] рассматривается неустойчивость за-
ряженных струй идеальной жидкости, также выполненных чис-
ленными методами.  
Не будем останавливаться на обсуждении теоретических работ по 
нелинейным осцилляциям и дроблению струй, выполненных чис-
ленными методами, обладающими стандартными ограничениями 
общности проведенных рассмотрений [156 – 160, 172 – 173, 193, 
258]. Познакомиться с используемой регулярной процедурой ана-
литического асимптотического нелинейного анализа устойчивости 
заряженной струи можно на конкретном примере вполне коррект-
но выполненных, содержащих детальный разбор процедуры ана-
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литического счета работ [161 – 164], выполненных во втором по-
рядке малости по отношению амплитуды осцилляций к радиусу 
струи. В этих работах выяснилось, что решение задачи о расчете 
нелинейных осцилляций заряженной струи уже во втором порядке 
малости по амплитуде деформации невозмущенной цилиндриче-
ской струи позволяет обнаружить вырожденное резонансное 
взаимодействие волны, определяющей начальную виртуальную 
одномодовую деформацию, с волной, появляющейся вследствие 
нелинейности уравнений гидродинамики и имеющей вдвое боль-
шее волновое число. Положение резонансных ситуаций зависит от 
величины волнового числа и поверхностной плотности электриче-
ского заряда на струе. В частности, осесимметричная мода может 
взаимодействовать с модой, ответственной за закручивание струи 
(m=1). При нелинейном резонансном взаимодействии волн на за-
ряженной струе энергия всегда перекачивается от более длинных 
волн к более коротким независимо от симметрии взаимодейст-
вующих волн. Из начально возбужденной моды с m=1 энергия 
может перекачиваться как в осесимметричную моду с вдвое 
большим волновым числом, так и в неосесимметричную с m=2 
также с вдвое большим волновым числом. Вовлечение в нелиней-
ное резонансное взаимодействие мод с m≥2 возможно лишь при 
значительных плотностях поверхностного заряда на струе. По-
следнее условие может выполниться для тонкого конца электро-
проводной струи, выброшенной заряженной поверхностью жид-
кости, имеющей постоянный потенциал поверхности и, следова-
тельно, неоднородное распределение поверхностного заряда, 
плотность которого будет увеличиваться с утоньшением струи. В 
итоге закономерности перераспределения энергии нелинейной 
волны за счет нелинейного резонансного взаимодействия будут 
различны для начального и конечного участков струи, что в свою 
очередь приведет к различию условий дробления струи на различ-
ных ее участках. При многомодовой начальной деформации об-
щие закономерности реализации нелинейного волнового движе-
ния на струе остаются прежними, но, кроме вырожденных резо-
нансов, появляются и вторичные комбинационные. Энергия 
теперь переносится и от высоких мод к низким, и появляются ус-
ловия для реализации распадной неустойчивости. 
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Отличительной особенностью аналитических асимптотиче-
ских расчетов нелинейных осцилляций струи является их мате-
матическая громоздкость, примером чего может служить резуль-
тат расчета формы образующей нелинейно-осциллирующей 
струи, когда начальная деформация равновесной цилиндрической 
формы задается в виде неосесимметричной моды, проведенного 
авторами настоящей статьи в третьем порядке малости.  

Кроме появления слагаемых третьего порядка малости, мало 
сказывающихся на рельефе струи, наиболее интересным резуль-
татом проведенного расчета по сравнению с ранее проведенными 
в [161 – 164] расчетами второго порядка малости является появ-
ление нелинейной поправки к частоте волны, наличие которой 
приводит к изменению критических условий (критической длины 
волны и величины поверхностной плотности электрического за-
ряда) реализации неустойчивости струи. Коэффициент g  в зави-
симости от волнового числа, поверхностной плотности электри-
ческого заряда и азимутального числа m  может быть как отрица-
тельным, так и положительным, что означает возможность 
смещения критических условий реализации неустойчивости для 
волн с различной асимметрией в различных направлениях: либо в 
сторону их увеличения, либо в сторону уменьшения. 

Следует также отметить, что все аналитические исследования 
нелинейных осцилляций струй, как незаряженных, так и заряжен-
ных, проведены для модели идеальной жидкости, что существенно 
сужает возможность практического использования полученных в 
расчетах результатов. Поэтому представляется необходимым про-
вести анализ нелинейных осцилляций струй вязкой жидкости. 
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5. Нелинейные неосесимметричные волны 
на однородно заряженной поверхности 

струи идеальной несжимаемой 
электропроводной жидкости  

5.1. Одномодовая начальная деформация  
свободной поверхности струи 

1. Во всех работах, посвященных нелинейным исследовани-
ям, рассматривались лишь осесимметричные осцилляции струи, 
поскольку авторы проведенных исследований интересовались в 
основном закономерностями разбиения струи на капли, а еще Рэ-
лей обнаружил для незаряженной струи, что ее разбиение на от-
дельные капли происходит за счет возбуждения осесимметрич-
ной волны. В то же время в [146 – 148] показано, что для струй, 
достаточно сильно заряженных (поверхностно или объемно), ин-
кременты неустойчивости неосесимметричных волн могут пре-
вышать инкремент неустойчивости осесимметричной волны. По-
этому в настоящем рассмотрении будет проведено аналитическое 
асимптотическое исследование нелинейных осцилляций неосе-
симметричных волн на поверхности заряженной идеально прово-
дящей струи в рамках метода многих масштабов, использованно-
го ранее в [149] для исследования нелинейных осцилляций неза-
ряженной струи. 

2. Рассмотрим движущуюся с постоянной скоростью 0U  бес-
конечную струю постоянного радиуса R  идеальной несжимаемой 
идеально проводящей жидкости с плотностью ρ  и коэффициен-
том поверхностного натяжения σ . Примем, что внешняя среда 
отсутствует, однако в окружающем струю пространстве создано 
электростатическое поле, перпендикулярное оси струи. Вследст-
вие этого на поверхности распределен заряд, поверхностная 
плотность которого в равновесном состоянии, т.е. в условиях от-
сутствия каких-либо возмущений цилиндрической формы струи, 
имеет величину χ . 

Рассмотрение проведем в цилиндрической системе коорди-
нат, начало которой движется со скоростью 0U , а ось OZ  направ-
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лена вдоль оси симметрии невозмущенной струи по направлению 
ее движения 0Unz

 . Очевидно, что в такой системе координат по-
ле скоростей движения жидкости в струе будет полностью опре-
деляться капиллярными колебаниями ее поверхности. 

Проследим эволюцию во времени распространяющейся по 
поверхности струи в положительном направлении оси OZ  неосе-
симметричной волны с волновым числом k, амплитуда которой 
мала по сравнению с радиусом струи. 

Все рассмотрение проведем в безразмерных переменных, 
приняв в качестве основных единиц σρ ,,R  (т.е., полагая, 

1=== σρR ). В этом случае уравнение свободной поверхности 
струи, возмущенной капиллярным волновым движением, запи-
шется в виде 

( )tzr ,,1 ϕξ+= ;                      1<<ξ  ,                                               (1) 

где zr ,,ϕ – цилиндрические координаты, t – время, ξ  – функция, 
описывающая искажение равновесной цилиндрической формы 
струи. 

В рамках модели потенциального течения математическая 
формулировка задачи о расчете временной эволюции виртуаль-
ного волнового возмущения поверхности струи будет состоять из 
уравнений Лапласа для потенциала поля  скоростей течения жид-
кости в струе Ψ  и электростатического потенциала Φ  в окрест-
ности струи: 

0=ΔΨ ,                      0=ΔΦ  ;                                    (2) 

условий ограниченности решений на оси струи и в бесконечно-
сти: 

0r → :             0→Ψ∇ ;                     ∞→r :          0→Φ∇ ;            (3) 

граничных условий на свободной поверхности (1): 
кинематического: 

ξ+= 1r :       0=∇⋅Ψ∇+
∂
∂

F
t

F ;       ( ) ( )[ ]tzrtzrF ,,1,,, ϕξϕ +−≡ ;          (4) 
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динамического: 

ξ+= 1r :         ( ) ( ) 02
8

12
2

1 =⋅∇−Φ∇+Ψ∇−
∂
Ψ∂−Δ n
t

P


π
                      (5) 

и условия эквипотенциальности поверхности струи: 

ξ+= 1r :                         ( )tSΦ=Φ .                                                  (6) 

В выражении (5) PΔ – перепад давлений внутри и вне струи в 
равновесном состоянии ( )0,0 =Ψ=ξ ; предпоследнее и последнее 
слагаемые – давления электрического поля и сил поверхностного 
натяжения соответственно; n


 – вектор нормали к поверхности 

(1): 
F

F
n

∇
∇= . 

Краевую задачу (1) – (6) следует дополнить условиями со-
хранения заряда и объема участка струи, длина которого равна 

длине волны 
k

2π=λ : 

 

( )1
2

4
S

n r d dz− ⋅∇Φ ⋅ ϕ⋅ = πχλ
π 


 ;    

( )

0 0

1 , , ;

0 2 ;

;

r z t

S

z z z

= + ξ ϕ
= ≤ ϕ ≤ π
 ≤ ≤ + λ

;          (7) 

V

r dr d dz⋅ ⋅ ϕ ⋅ = πλ ;             

( )

0 0

0 1 , , ;

0 2 ;

.

r z t

V

z z z

≤ ≤ + ξ ϕ
= ≤ ϕ ≤ π
 ≤ ≤ + λ

 .    (8) 

Для полного замыкания системы уравнений (2) – (8) необхо-
димо задать еще начальные условия. Однако, в силу того, что на-
чальные условия произвольного вида могут привести к чрезмер-
ной громоздкости получаемого решения, в нелинейных задачах об 
отыскании периодических волновых профилей поверхности иде-
альной жидкости принято выбирать начальные условия так, чтобы 
решение принимало наиболее простой вид [61 – 63, 149]. Этот 
прием и будет использован в нижеследующих рассуждениях.  

Будем искать решение задачи (2) – (8) в виде разложения по 
малому параметру ε , в качестве которого выберем отношение 
амплитуды волны к радиусу струи. Используя метод многих 
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масштабов и ограничиваясь точностью до второго порядка мало-
сти включительно, представим искомые функции Ψ,ξ  и Φв виде 
рядов по степеням ε , полагая одновременно, что их эволюция во 
времени определяется двумя временными масштабами – основ-
ным tT0 =  и более медленным tT1 ε= : 

( ) ;
1 2 32, , , , , , ,

0 1 0
z t z T T z T

   
   
   ξ ϕ = ε ⋅ξ ϕ + ε ⋅ ξ ϕ + Ο ε

                
 

( ) ;
1 2 32, , , , , , , ,

0 1 0
r z t z T T z T

   
   
   Ψ ϕ = ε⋅ Ψ ϕ + ε ⋅ Ψ ϕ + Ο ε

                
 

( ) ( )0 1 2 32, , , , , , , , , ,
0 1 0

r z t r r z T T r z T

     
     
     Φ ϕ = Φ + ε ⋅Φ ϕ + ε ⋅ Φ ϕ + Ο ε

                
 . 

(9)  
Поскольку мы считаем, что волна, распространяющаяся по 

поверхности струи, бежит в положительном направлении оси ОZ , 
то примем, что форма свободной поверхности жидкости 

( ) 2
1 exp( ) exp( ) ,

1 1
r f A T i A T i= + ε ⋅ ϕ ⋅ ⋅ θ + ⋅ θ + Ο ε

     
              

 

где 
0

)( Tkmzk ⋅−⋅≡ ωθ , где )(kmω  – частота  волны с волновым 

числом k  и азимутальным числом m; ( )ϕf  – действительная 
функция, описывающая форму поперечного сечения струи, 

( )1TA  – пока неизвестная комплексная функция, зависящая от 
медленного времени 1T . Горизонтальная черта означает ком-
плексное сопряжение. 

Очевидно, что ( )ϕf  – периодическая функция с периодом π2  
и, следовательно, может быть разложена в ряд Фурье: 

( ) ( )exp( ) exp( )
0

f C im C imm m
m

∞
ϕ = ⋅ ϕ + ⋅ − ϕ

=
; 
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( ) .)exp(

0,
12

1
−

⋅−⋅





 +

=
π
π

ϕϕϕ
δπ

dimf

m

mC  

Для упрощения дальнейших выкладок ограничимся рассмот-
рением случая, когда форма поперечного сечения струи опреде-
ляется какой-либо одной гармоникой, т.е. примем, что 

( ) )exp()exp( ϕϕϕ immCimmCf ⋅+⋅= ; 

тогда, переобозначая надлежащим образом коэффициенты 
( ) ( ) ( )( 11 TACT m ⋅=+ζ ; ( ) ( ) ( ))11 TACT m ⋅=−ζ , выражение для свободной по-

верхности струи запишем в виде 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( )2..)exp()exp(
1

)exp(
1

1 εθϕζϕζε Ο++⋅−⋅−+⋅++= скiimTimTr . (10) 

Здесь и далее аббревиатура ( ).с.к  обозначает слагаемые, ком-
плексно сопряженные к выписанным. 

Выражение (10) будем рассматривать как начальное условие, 
необходимое для замыкания краевой задачи (2) – (8). 

3. Подстановка разложений (9) в уравнения (2) – (8), исполь-

зование оператора 
10 TTt ∂

∂+
∂
∂=

∂
∂ ε  для вычисления производной по 

времени и разложение условий (4) – (8) в ряд Тейлора в окрест-
ности равновесной цилиндрической поверхности 1r =  с после-
дующим выделением и суммированием  слагаемых при одинако-
вых степенях ε  и с приравниванием нулю множителей при раз-
личных степенях ε ,  позволяют вместо исходной краевой задачи 
получить задачи различных порядков малости. 

3a. В нулевом приближении имеем равновесное состояние, 
которому соответствует неподвижный (в движущейся системе 
координат) цилиндрический столб жидкости с постоянной по-
верхностной плотностью заряда χ . Электрическое поле в окрест-
ности невозмущенного однородно заряженного цилиндрического 
столба определяется потенциалом 

( ) ( ) ( )0 4 lnr rπχΦ = − .                                             (11) 
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При записи (11) принято, что потенциал невозмущенной вол-
новым движением поверхности цилиндрической струи равен ну-
лю: ( ) 00

S =Φ . Динамическое граничное условие в нулевом при-
ближении позволяет определить равновесный перепад давлений 
на поверхности струи 

221 πχ−=Δp . 

3b. В силу линейности уравнений (2), условий ограниченно-
сти (3) и разложений (9), функции ( )jΨ  и ( )jΦ  ( )2,1j =  в первом 
приближении являются решениями записанных для них уравне-
ний, полностью аналогичных (2), (3). 

Система граничных и дополнительных условий (4) – (8) в 
первом порядке малости принимает вид 

1r = :                                0
0

11

=
∂

∂−
∂
Ψ∂


















Tr

ξ ;                                       (12) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )2
1 0 1 0 1 12 2

1 1
2 2

0

1
2 0

8T r r r r z

   ∂Ψ ∂Φ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂  − + ⋅ + + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

ξ ξξ ξ
π ϕ

 ;  (13)  

( )
( )

( ) ( ) ( )t
dr

d
S

11
0

1 Φ=Φ+Φ ξ ;                                     (14) 

( ) ( )
( ) 0

1

1
012

0

0

0

=⋅















∂
Φ∂

∂
∂+

∂
Φ∂

=

+

 dzd
r

r
rr

r

z

z

ϕξ
πλ

;                     (15) 

( ) 0
2

0

1
0

0

=⋅⋅
+

dzd
z

z

ϕξ
πλ

.                                       (16) 

На основании (1), (9) и (10) для функции поправки первого 
порядка малости к профилю волны ( )1ξ  получим следующее вы-
ражение: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )..)exp()exp()exp(,,, 1

)(

1

)(

10

1 ckiimTimTTTz +−⋅+⋅= −+ θϕζϕζϕξ .  (17) 
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Явный вид функций ( )1

)( T+ζ  и ( )1

)( T−ζ  может быть определен 
лишь при анализе задачи следующего порядка малости. Неслож-
но убедиться, что функция ( )1ξ  в виде (17) удовлетворяет условию 
неизменности объема (16). 

Принимая во внимание, что поправки первого порядка мало-
сти к  потенциалу поля скоростей ( )1Ψ  и электростатическому по-
тенциалу ( )1Φ  связаны с функцией ( )1ξ  кинематическим гранич-
ным условием (12) и условием эквипотенциальности (14), будем 
искать выражения для ( )1Ψ  и ( )1Φ  методом разделения перемен-
ных, представив их в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );..)exp(,,,, 110

1 ckiDrBTATTzr +⋅⋅⋅=Ψ θϕϕ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )...)exp(,,,, 1

110

1 tckiWrCTSTTzr sΦ++⋅⋅⋅=Φ θϕϕ      (18) 

Подставляя (18), а также (17), (11) в (12), (14) и приравнивая 
коэффициенты при экспонентах с одинаковыми показателями, 
получим 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ];)exp()exp(

1 111 ϕζϕζωϕ imTimT
B

i
DTA −⋅+⋅

′
−=⋅ −+  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ].)exp()exp(

1

4
111 ϕζϕζπχϕ imTimT

C
WTS −⋅+⋅=⋅ −+       (19) 

Здесь и далее штрих обозначает производную по аргументу, взя-
тую на невозмущенной поверхности струи. 

Зависимость поправок к потенциалам ( )1Ψ  и ( )1Φ  от координа-
ты r  определяется из уравнений Лапласа (2), которые после под-
становки в них (18), (19) легко сводятся к имеющим одинаковый 
вид обыкновенным дифференциальным уравнениям относитель-
но функций ( )rB  и ( )rC : 

( ) ( ) ( ) ;0
1

2

2
2

2

2

=⋅






 +−⋅+ rG
r

m
k

dr

rdG

rdr

rGd  

здесь ( ) ( )rBrG ≡  или ( )rCrG ≡)( . Решениями этого уравнения яв-
ляются модифицированные функции Бесселя ( )krIm  и ( )krKm . 
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Учитывая, что добавки к  потенциалам ( )1Ψ  и ( )1Φ  должны удовле-
творять условиям ограниченности (3), можно записать 

( ) ( )krIrB m= , ( ) ( )krKrC m= . В результате выражения для поправок к 
потенциалу поля скоростей ( )1Ψ  и  электростатическому потен-
циалу ( )1Φ  примут окончательный вид: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1
0 1 1 1, , , , exp( ) exp( ) exp( );m

m

I kr
r z T T i T im T im i

k I k
ϕ ω ζ ϕ ζ ϕ θ+ − Ψ = − ⋅ + ⋅ − ′⋅

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1
0 1 1 1, , 4 exp( ) exp( ) exp( ).m

m

K kr
r T T T im T im i

K k
πχ ζ ϕ ζ ϕ θ+ − Φ = + − 



 (20) 

При записи выражения для ( )1Φ  учтено, что из условия сохра-
нения заряда следует, что добавка первого порядка к значению 
электростатического потенциала на поверхности равна нулю: 

( ) ( ) 01 =Φ tS . 
Из системы граничных и дополнительных условий (12) – (16) 

осталось неиспользованным динамическое граничное условие 
(13). Подставляя в него решения (17), (20) и (11), получаем дис-
персионное уравнение, связывающее волновое число k  и азиму-
тальное число m  с частотой колебаний ω: 

( ) ( )( )[ ];11)( 222 kHWmkkGk mmm +⋅+−+=ω                       (21) 

( ) ( )
( )kI

kIk
kG

m

m
m

′⋅≡ ;           ( ) ( )
( )kK

kKk
kH

m

m
m

′⋅≡ ;         .4 2χπ ⋅≡W  

3с. Во втором порядке малости из системы (4)–(8) получим 
неоднородные уравнения для поправок второго порядка малости 

( )2ξ , ( )2Ψ  и ( )2Φ  (см. «Приложение А»). Правые части этих уравне-
ний играют роль функций неоднородности и выражаются через 
решения нулевого (11) и первого (17), (20) порядков малости, по-
сле подстановки которых граничные и дополнительные условия 
(А.1)-(А.5) примут вид 

1=r :            
( ) ( ) ( ) ( )

+







−

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂−

∂
Ψ∂ −+

)exp()exp()exp(
110

22

θϕζϕζξ
iim

T
im

TTr
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( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 2exp( 2 ) exp( 2 ) 2 exp( 2 ) . .i X i m i m X i к сζ ϕ ζ ϕ ζ ζ θ+ − + −  + + − + +    
;

(22) 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

=
∂

∂+
∂

∂++




 +
∂
Φ∂−

∂
Ψ∂−

2

22

2

22
22

2

0

2

4
zrT

ξ
ϕ
ξξπχξχ  

( )
( ) ( )

+







−

∂
∂+

∂
∂−=

−+

)exp()exp()exp(
1

11

θϕζϕζω iim
T

im
TkG

i
m

 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )[ ] +⋅+−++ −+−+ )2exp(2)2exp()2exp( 2

22

1 θζζϕζϕζ iYmimiY  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( );..)2exp(2
22

43 скYmiY +++⋅⋅⋅+ −+−+ ζζϕζζ              (23) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]{ ++−++Φ=−Φ −+−+ )2exp(2)2exp()2exp(4
22222 θζζϕζϕζπχξ imimiLS

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )}..)2exp(2
22

скmi +++⋅⋅+ −+−+ ζζϕζζ  ;                (24) 

( )

( )[ ] ( ) ( )( )22222
2

0

2

44
0

0

−+
+

+⋅−+−=⋅
∂
Φ∂

 ζζλχπϕ
πλ

kHmkdzd
r m

z

z

;    (25) 

( ) ( ) ( )( )22
2

0

2
0

0

−+
+

+⋅−=⋅⋅ ζζπλϕξ
πλ

dzd
z

z

 .                 (26) 

Все недостающие обозначения приведены в «Приложении В». 
При записи уравнения (25) использовалось рекуррентное соот-
ношение 

( ) ( ) ( )
2

2

1
1m m m

m
K k K k K k

kk

 
′′ ′= + − 

 
. 

Зададимся целью найти частное решение задачи второго по-
рядка малости, удовлетворяющее записанным для функций ( )2Ψ  и 

( )2Φ  уравнениям (2), (3) и системе уравнений (22) – (26). Вид 
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функций неоднородности в (22) – (24) подсказывает характер за-
висимости искомого решения от координаты ϕ  и аргумента θ . На 
этом основании примем, что  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] +−⋅+⋅+= −+ )exp()exp()exp(,, 1100

2 θϕϕϕξ iimAimAATz  

( ) ( )[ ] ( )..)2exp()2exp()2exp()2exp( 3222 ckmiAimiAmiAA +⋅+⋅−⋅+⋅++ −+ ϕθϕϕ ;
(27) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] +−⋅⋅+⋅⋅+⋅=Ψ −−++ )exp()exp()exp(,,, 1111000

2 θϕϕϕ iimrFBimrFBrFBTzr  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2exp( 2 ) exp( 2 ) exp( 2 )B F r B F r i m B F r i m i+ + − − + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ϕ ϕ θ  

( ) ( )3 3 exp( 2 ) . . ;B F r i m k c+ ⋅ ⋅ +ϕ                      (28) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] +−⋅⋅+⋅⋅+⋅=Φ −−++ )exp()exp()exp(,,, 1111000

2 θϕϕϕ iimrCDimrCDrCDTzr  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2exp( 2 ) exp( 2 ) exp( 2 )D C r D C r i m D C r i m i+ + − − + ⋅ + ⋅ ⋅ ϕ + ⋅ ⋅ − ϕ θ + 
 

( ) ( )3 3 exp( 2 ) . . .D C r i m k c+ ⋅ ⋅ ϕ +                       (29) 

Зависимости функций ( )2Ψ  и ( )2Φ  от координаты r  определим 
из уравнений Лапласа. Подставляя (28), (29) в (2) и требуя обра-
щения в нуль сумм коэффициентов при экспонентах с различными 
показателями, получим обыкновенные дифференциальные урав-
нения для каждой из функций ( ) ( )rFj

±  и ( ) ( )rC j

±  3,2,1,0=j . Решения 

этих уравнений с учетом условий ограниченности (3) позволяют 
привести выражения (28), (29) для потенциалов ( )2Ψ , ( )2Φ  к виду 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) +⋅⋅−⋅+⋅+=Ψ −+ )exp()exp()exp(,,, 1100

2 θϕϕϕ ikrIimBimBBTzr m  

( ) ( ) ( )( ) ( )2 0 2 2 22 exp( 2 ) exp( 2 ) 2 exp( 2 )mB I kr B i m B i m I kr i+ − + ⋅ + ⋅ ϕ + ⋅ − ϕ ⋅ ⋅ θ + 
  

( )2
3 exp( 2 ) . . ;mB r i m k c+ ⋅ ⋅ ϕ +                          (30) 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) +⋅⋅−⋅+⋅+⋅=Φ −+ )exp()exp()exp(ln,,, 1100

2 θϕϕϕ ikrKimDimDrDTzr m  

( ) ( ) ( )( ) ( )2 0 2 2 22 exp( 2 ) exp( 2 ) 2 exp( 2 )mD K kr D i m D i m K kr i+ − + ⋅ + ⋅ ϕ + ⋅ − ϕ ⋅ θ +
 

 

( )2
3 exp( 2 ) . .mD r i m k c−+ ⋅ ⋅ ϕ +                        (31) 

Коэффициенты ( )±
jA , ( )±

jB  и ( )±
jD  определяются из системы уравне-

ний (22) – (26). Заметим, что 0B  может быть функцией времени, 
выбранной в удобной для записи решения форме, поскольку ни-
какого физического значения она не имеет. 

Из условий сохранения объема (26) и заряда (25) несложно 
найти 

( ) ( )2 2

0

1

2
A + − = − ζ + ζ 

 
;  ( ) ( ) ( )2 2

2 2
0 2D k m + − = − πχ + ζ + ζ 

 
. (32) 

Подставляя (27) и (30) в кинематическое граничное условие 
(22) и приравнивая друг другу коэффициенты при одинаковых 
экспонентах из левой и правой частей равенства, получим 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
1

m mk I k B i k A
T

±
± ± ∂ζ′⋅ ⋅ + ⋅ ω ⋅ =

∂
;  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

2 2 2 12 2 2m mk I k B i k A i X± ± ±′⋅ ⋅ + ⋅ ω ⋅ = ⋅ ⋅ ζ ; 

( ) ( ) ( ) ( )
0 2 2 22 2 2 2mk I k B i k A i X + −′⋅ ⋅ + ⋅ ω ⋅ = ⋅ ⋅ ζ ⋅ ζ ;         3 0B = .     (33) 

Аналогичным образом, используя (27) и (31), из условия эк-
випотенциальности поверхности струи (24) получим следующую 
систему равенств: 

( ) ( ) ( )
1 14 0mK k D A± ±⋅ − πχ ⋅ = ;    ( ) ( ) ( ) ( )( )2

2 2 22 4mK k D A L± ± ±⋅ − πχ ⋅ = ζ ; 

( ) ( ) ( )
0 2 22 4 2K k D A L + −⋅ − πχ ⋅ = ⋅ ζ ζ ;     3 34 2D A L + −− πχ ⋅ = ⋅ ζ ζ ; 
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( ) ( )( ) ( ) ( )2 22 4 1S mH k + − Φ = πχ + ⋅ ζ + ζ 
 

.                      (34) 

Отметим, что при получении значения добавки второго по-
рядка малости к потенциалу поверхности ( )2

SΦ  были использова-
ны выражения (32). 

Наконец, подставляя (27), (30) и (31) в динамическое гранич-
ное условие (23), а также учитывая (32), найдем  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 11 4 m mk m A i k I k B± ±− − − πχ ⋅ + ⋅ω ⋅ ⋅ −  

( ) ( ) ( )
( )

( )

1
1

m
m

m

k
k K k D i

G k T

±
± ω ∂ζ′−χ ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅

∂
; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 21 4 4 4 2 2m mk m A i k I k B± ±− − − πχ ⋅ + ⋅ ω ⋅ ⋅ −  

( ) ( )( )2

2 2 12 2mk K k D Y ±′−χ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ζ ; 

( ) ( ) ( )2 2
2 0 21 4 4 2 2mk A i k I k B− − πχ ⋅ + ⋅ ω ⋅ ⋅ −  

( ) ( )
0 2 22 2 2k K k D Y±

+ −′−χ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ζ ⋅ ζ ; 

( ) ( ) ( )2 2
3 3 31 4 4 2 2m A m D Y + −− − πχ ⋅ + χ ⋅ = ⋅ ζ ⋅ζ ;  

( ) ( ) ( )2 2
2 2 20

4
0

1
2 1

2

B
Y k m

T
+ −∂    = − + − πχ + + ⋅ ζ + ζ  ∂   

 .      (35) 

Выяснение вида функции 0B  (см. последнее из равенств (35)) 
имеет чисто академическое значение, поскольку потенциал опре-
деляется с точностью до произвольной аддитивной функции, за-
висящей только от времени [17]. 

Совместное решение систем равенств (33) – (35) позволяет 
определить искомые коэффициенты. Рассмотрим первые равен-



174 

ства из выписанных систем. Выражая из (33) коэффициенты ( )±
1B , 

а из (34) – ( )±
1D  и подставляя их в (35), получим 

( )( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )2
2 2 2

1
1

1 4 1 2m m
m

m m

k k
k m H k A i

G k G k T

±
± ω ω ∂ζ− − − πχ ⋅ + + = − ⋅ ⋅  ∂ 

. 

Несложно заметить, что в силу дисперсионного соотношения 
(21) квадратная скобка при ( )±

1A  обращается в ноль. В результате 
получаем 

( )

1

0
T

±∂ζ =
∂

.                                               (36) 

Уравнение (36) означает, что комплексные амплитуды ( )±ζ  не 
зависят от временного масштаба 1T  и при решении рассматри-
ваемой задачи с точностью до второго порядка малости являются 
константами.  

Коэффициенты ( )±
1A  остались неопределенными. Их значения 

можно выяснить только из начальных условий. Поскольку мы 
поставили перед собой цель построить решение, имеющее наибо-
лее простой вид, подбирая нужным образом начальные условия, 
то мы вправе выбрать их так, чтобы получить ( ) 01 =±A . При этом 
согласно (33) и (34) будем иметь ( ) 01 =±B  и ( ) 01 =±D . 

Определяя из системы (33) – (35) все оставшиеся коэффици-
енты, запишем решение второго порядка малости в окончатель-
ном виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22
0 3

1
, , 2 exp( 2 )

2
z T a i+ − + − ξ ϕ = − ζ + ζ + ⋅ζ ⋅ζ ⋅ ϕ + 

 
 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )[ ] ( );..)2exp(2)2exp()2exp( 2

22

1 ckiamimia +⋅⋅+−⋅+⋅⋅+ −+−+ θζζϕζϕζ  

( ) ( ) ( ) ( )2 22
0 0 0, , ,r z T b T+ − Ψ ϕ = − ζ + ζ ⋅ − 

 
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( )( ) ( )( )2 2

1 exp(i2m ) exp(-i2m )i b + −  − +   
ζ ϕ ζ ϕ × 

× ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 02 2 2 exp(i2 ) . .mI kr b I kr k c+ − + +ζ ζ θ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +⋅++−=Φ −+ rmkTzr ln2,,,
2222

0

2 ζζπχϕ  

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 2 0exp(i2m ) exp(-i2m ) 2 2 2 exp(i2 )md K kr d K krζ ϕ ζ ϕ ζ ζ θ+ − + −+ + + + 
  

 

( ) ( ) ( )32 exp(i 2 ) . .d k c+ −+ ⋅ ζ ⋅ ζ ⋅ ⋅ ϕ + ,                                (37)  

где все вновь введенные обозначения приведены в «Приложе-
нии С». 

В итоге решение поставленной задачи с точностью до второ-
го порядка малости определяется выражениями (1), (9), (11), (17), 
(20)-(21), (36)-(37).  

4. Форма струи как функция времени определится выражением  

2

( , , ) 1 cos( )cos( )
4

r z t m
εϕ ε ϕ θ= + − ⋅  

1 2 3

1
( cos(2 ) )cos(2 ) cos(2 ) .

2
a m a a − ⋅ + −  

ϕ θ ϕ  

Расчеты по этому уравнению при ε=0.3 и докритических в 
смысле реализации неустойчивости струи по отношению к по-
верхностному заряду значениях параметра 24 χπ ⋅≡W  в пакете 
аналитических вычислений «Matematica» иллюстрируются 
рис. 1 – 5, где для первых пяти мод ( m = 0, 1, 2, 3, 4) приведены 
трехмерные изображения поверхности нелинейно осциллирую-
щих струй при: a) t = 0; b) t = 0.5T, где T – период волн (критиче-
ское для фиксированного m значение W находится из требования 
обращения в ноль квадрата частоты в дисперсионном уравнении 
(21)). 
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a                                                             b 

Рис. 1. Поверхность струи при k = 2, m = 0, W = 0.5 

 
a                                                          b 

Рис. 2. Поверхность струи при k = 2, m = 1, W = 1 

   
a                                                            b 

Рис. 3. Поверхность струи при k = 2, m = 2, W = 1 
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a                                                            b 

Рис. 4. Поверхность струи при k = 2, m = 3, W = 1 

 
a                                                            b 

Рис. 5. Поверхность струи при k = 2, m = 4, W = 1 

Из приведенных рисунков видно, что монодисперсный рас-
пад струй наиболее вероятен для осесимметричных (m=0) струй. 
Возбуждение же «хлыстообразного» движения струй вероятнее 
всего связано с неустойчивостью моды с m=1. При реализации 
неустойчивости неосесимметричных волн с m ≥ 2 повышается 
вероятность полидисперсного распада струи, как это и наблюда-
ется в естественных условиях при спонтанном распаде сильно за-
ряженных (необходимое условие для  обеспечения реализации 
неустойчивости неосесимметричных мод) струй. Влияние увели-
чения поверхностной плотности заряда на струе на ее форму ил-
люстрируется рис. 6 – 9, где при t = 0.5 T приведены формы по-
верхности неосесимметричных  струй с m = 1, 2, 3, 4, полученные 
при ε=0.3, когда плотность поверхностного заряда близка к кри-
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тической для данной моды. Видно, что с увеличением поверхно-
стной плотности электрического заряда амплитуды волн растут, а 
вероятность именно полидисперсного распада при m  ≥  2 стано-
вится более очевидной. Использованное в расчетах для рис. 1 – 9 
большое значение малого параметра ε=0.3 выбрано для нагляд-
ности. 

 

 
a                                                            b 

Рис. 6. Поверхность струи при k = 2, m = 1, W = 2.456 

 
 

 
a                                                            b 

Рис. 7. Поверхность струи при k = 2, m = 2, W = 3.33 
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a                                                            b 

Рис. 8. Поверхность струи при k = 2, m = 2, W = 3.88 

 
a                                                            b 

Рис. 9. Поверхность струи при k = 2, m = 2, W = 5.25 

5. Из выписанного уравнения для формы струи несложно ви-
деть, что кроме волны с волновым числом k , существующей  в 
начальный момент времени, возбуждается также за счет нели-
нейного взаимодействия  волна с удвоенным волновым числом 
2k. Между этими двумя волнами имеет место резонансное взаи-
модействие, определяющееся наличием у коэффициентов а1 и а2 
знаменателей, которые при определенных условиях обращаются 
в нуль.  

Изучение резонансного взаимодействия цилиндрических 
волн составляет предмет отдельного исследования, пока же инте-
ресно отметить, что при резонансном взаимодействии нелиней-
ных осцилляций капель и волн на плоской поверхности жидкости 
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возможен стопроцентный обмен энергий между ними. Кроме то-
го, примечательно, что резонансно взаимодействуют волны с 
различными волновыми и азимутальными числами, т.е. с различ-
ной симметрией, как это видно из выражений для коэффициентов 
а1 и а2. Влияние величины поверхностной плотности электриче-
ского заряда на струе χ  на закономерности реализации резонанс-
ного взаимодействия сводится к изменению положения резонанса 
(к изменению волновых чисел и азимутальных параметров взаи-
модействующих волн при варьировании χ ). Вдали от положений 
резонансов влияние электрического заряда, имеющегося на по-
верхности струи, сводится к появлению возможности развития 
неустойчивости неосесимметричных мод при достаточно боль-
ших плотностях заряда – при 14 2 ≥πχ . Напомним, что в отсутст-
вие заряда (при 0=χ ) все неосесимметричные моды устойчивы, 
это следует из дисперсионного уравнения (21). Влияние заряда 
(объемного либо поверхностного)  на форму струи реализуется 
через зависимость от его плотности χ  коэффициентов аj, опреде-
ляющих отклонение второго порядка малости  формы струи от 
цилиндрической. 

В проанализированном выше втором приближении по ам-
плитуде волны поправок к частотам нет, они могут появиться 
лишь в следующем, третьем, приближении. Поэтому в настоящем 
рассмотрении критические условия реализации неустойчивости 
поверхности неосесимметричной струи в смысле разбиения ее на 
отдельные капли определяются из линейного приближения, как 
это описано в [146 – 148], условием перехода через нуль в об-
ласть отрицательных значений квадрата частоты (21). Впрочем, 
следует отметить, что поправки к критическим условиям реали-
зации неустойчивости, связанные с нелинейным взаимодействи-
ем волн, не могут быть значительными и привести к заметному 
изменению существующих представлений о развитии неустойчи-
вости поверхности струи, поскольку имеют второй порядок ма-
лости. 

Отметим, что при резонансном взаимодействии нелинейных 
осцилляций и волн возможен стопроцентный обмен энергий ме-
жду ними. Кроме того, примечательно, что резонансно взаимо-
действуют волны с различными волновыми и азимутальными 



181 

числами, т.е. с различной симметрией, как это видно из выраже-
ний для коэффициентов а1 и а2.  

На рис. 10 приведен график зависимости ( ) ( )kkF mm 24 2

2

2 ωω −≡  
при m=0 (определяющей величину знаменателя в коэффициенте 

1a , а также в коэффициенте 2a  при m=0) от величины волнового 
числа k и параметра W, пересеченной плоскостью F=0. На кривой 

( ) ( ) 024),( 2

2

2

1 =−≡ kkWkf mm ωω ,  

( )2
1 1 0

1
0

2 (2 ){1 4 [1 2 (2 ) (2 )]}
( , )

(2 )

k I k k W k K k K k
f k W

I k

⋅ − − − ⋅
≡ −  

( )2
1 1 0

0

4 ( ){1 [1 ( ) ( )]}
,

( )

k I k k W k K k K k

I k

⋅ − − − ⋅
−   

по которой пересекаются эти две поверхности, реализуется резо-
нансное взаимодействие между двумя осесимметричными мода-
ми (m=0) для волн с волновыми числами k и 2k. Резонансный об-
мен энергией между двумя осесимметричными волнами разной 
длины (заданной в начальный момент времени с волновым чис-
лом k и волной с вдвое большим волновым числом 2k, возбужде-
ние которой происходит в результате нелинейного взаимодейст-
вия) на стадии дробления струи может привести к образованию 
«сателлитов» – капель с размерами, отличающимися от размеров 
капель, на которые разбивается струя при отсутствии возму-
щающих воздействий. Из рис. 10 можно видеть, что указанное 
взаимодействие имеет место только при W  ≠  0.  

Расчеты на основе соотношения ( ) ( ) 024 2

2

2 =− kk mm ωω показыва-
ют, что резонансная перекачка энергии из заданной в начальный 
момент времени неосесимметричной моды с m=1 и волновым 
числом k в другую неосесимметричную моду с m=2 и с вдвое 
большим волновым числом может реализоваться только при дос-
таточно больших значениях поверхностной плотности заряда на 
струе (при W  ≥  3), как это видно из рис. 11. 
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Рис. 10. 

 

 

Рис. 11. 

Из амплитудного коэффициента 2a  видно, что возможно ре-
зонансное взаимодействие между осесимметричной модой m = 0 
и неосесимметричными модами с m  ≠  0. На рис. 12 приведен 
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график зависимости ( ) ( )kkF m 24 2

0

2 ωω −≡  при m=1 (определяющей 
величину знаменателя в коэффициенте 2a ) от величины волново-
го числа k и параметра W, пересеченной плоскостью F=0. На 
кривой ( ) ( ) 024),( 2

0

2

0 =−≡ kkWkf m ωω ,  

( )2
1 1 0

0
0

2 (2 ){1 4 [1 2 (2 ) (2 )]}
( , )

(2 )

k I k k W k K k K k
f k W

I k

⋅ − − − ⋅
≡ +  

( )2
0 2 0 2 1

1

2 [ ( ) ( )] { [1 [ ( ) ( )] 2 ( )]}
,

( )

k I k I k k W k K k K k K k

I k

+ ⋅ + − +
+  

по которой пересекаются эти две поверхности, реализуется резо-
нансное взаимодействие между заданной в начальный момент 
времени неосесимметричной волной с m =1 и волновым числом k 
и осесимметричной волной m=0 с волновым числом 2k. При та-
ком взаимодействии энергия перекачивается из неосесимметрич-
ной моды c m=1 к осесимметричной моде с удвоенным волновым 
числом. Из рис. 12 видно, что такой резонансный обмен энергией 
может иметь место и при отсутствии на струе электрического за-
ряда (при W=0). 

Расчеты показывают, что резонансное взаимодействие с пе-
рекачкой энергии от неосесимметричной моды с m=2 осесиммет-
ричной возможно только при достаточно больших плотностях 
поверхностного заряда на струе: при W ≥ 3. 

Влияние величины поверхностной плотности электрическо-
го заряда на струе на закономерности реализации резонансного 
взаимодействия сводится к изменению положений резонансов (к 
изменению волновых чисел и азимутальных параметров взаимо-
действующих волн при варьировании χ ). Вдали от положений 
резонансов влияние электрического заряда, имеющегося на по-
верхности струи, сводится к появлению возможности развития 
неустойчивости неосесимметричных мод при достаточно боль-
ших плотностях заряда: при 14 2 ≥πχ  [146, 148]. Напомним, что в 
отсутствие заряда (при 0=χ ) все неосесимметричные моды ус-
тойчивы, что следует из дисперсионного уравнения. Влияние за-
ряда (объемного либо поверхностного) на форму струи реализу-
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ется через зависимость от его плотности χ  коэффициентов ja , 

определяющих отклонение второго порядка малости формы 
струи от цилиндрической. 

 

Рис. 12. 

Следует также отметить, что в [259] для незаряженной струи 
нелинейное возбуждение осесимметричных мод с частотами, крат-
ными возбужденной в начальный момент, исследовано экспери-
ментально: во всяком случае в [259] показано, что нелинейное воз-
буждение мод, кратных изначально возбужденной, имеет место. 

6. Решение задачи о расчете нелинейных осцилляций заря-
женной струи уже во втором порядке малости по амплитуде де-
формации невозмущенной цилиндрической струи позволяет об-
наружить резонансное взаимодействие волны, определяющей на-
чальную виртуальную деформацию, с волной, появляющейся 
вследствие нелинейности уравнений гидродинамики и имеющей 
вдвое большее волновое число. Положение резонансных ситуа-
ций зависит от величины волнового числа и поверхностной плот-
ности электрического заряда на струе. В частности, осесиммет-
ричная мода может взаимодействовать с модой, ответственной за 
закручивание струи (m=1). При нелинейном резонансном взаи-



185 

модействии волн на заряженной струе энергия всегда перекачи-
вается от более длинных волн к более коротким независимо от 
симметрии взаимодействующих волн. Из начально возбужденной 
моды с m=1 энергия может перекачиваться как в осесимметрич-
ную моду с вдвое большим волновым числом, так и в неосесим-
метричную с m=2 также с вдвое большим волновым числом. Во-
влечение в нелинейное резонансное взаимодействие мод с m≥2 
возможно лишь при значительных плотностях поверхностного 
заряда на струе. 

Приложение А. Система граничных и дополнительных ус-
ловий второго порядка малости. 
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Приложение B. Выражения для коэффициентов в гранич-
ных и дополнительных условиях (22)-(26).  
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1 3
2

)(
5

2

1
1 kGmk

kG

k
mkY m

m

m  

( ) ( )( )[ ]2222 43332 kHkHmk mm −−−+πχ+ ; 

( )
( )( )

( )( )[ ]+−−ω+−+= 222
2

2
22

2 3
2

)(
3

2

1
1 kGmk

kG

k
mkY m

m

m  

( ) ( )( )[ ]2222 4332 kHkHmk mm −−−+πχ+ ; 

( )
( )( )

( )( )[ ]+−−ω++−= 222
2

2
22

3
2

)(
5

2

1
1 kGmk

kG

k
mkY m

m

m  

( ) ( )( )[ ]2222 4332 kHkHmk mm −−−+πχ+ ; 
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( )
( )( )

( )( )[ ]+−+ω++−= 222
2

2
22

4
2

)(
3

2

1
1 kGmk

kG

k
mkY m

m

m  

( ) ( )( )[ ]2222 432 kHkHmk mm −−−+πχ+ ;     [ ].)(212 kHL m+πχ−=  

Приложение C. Обозначения, использованные при записи 
решения второго порядка малости. 
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5.2. Многомодовая начальная деформация 

1. При исследовании закономерностей спонтанного распада 
струй жидкости, выбрасываемых при реализации неустойчивости 
заряженной поверхности жидкости, наиболее естественной явля-
ется ситуация, когда поверхность струи подвержена деформации, 
обусловленной не одиночной волной, но суперпозицией набора 
волн, различающихся как волновыми, так и азимутальными чис-
лами. Поэтому, в отличие от задачи, рассмотренной в предыду-
щем разделе, проанализируем теперь ситуацию, когда начальная 
деформация определяется суперпозицией нескольких волн на по-
верхности струи, что позволит выделить, кроме вырожденных, 
еще и вторичные комбинационные резонансы. Математическую 
формулировку задачи, во многом сходную с использованной в 
предыдущем разделе, и ход решения задачи воспроизведем  пол-
ностью, чтобы облегчить восприятие материала. 

2. Рассмотрим движущуюся с постоянной скоростью U0 бес-
конечную струю постоянного радиуса R  идеальной несжимаемой 
идеально проводящей жидкости с плотностью ρ  и коэффициен-
том поверхностного натяжения σ . Примем, что внешняя среда 
отсутствует, однако в окружающем струю пространстве создано 
электростатическое поле, перпендикулярное оси струи. Вследст-
вие этого на поверхности распределен заряд, поверхностная 
плотность которого в равновесном состоянии, т.е. в условиях от-
сутствия каких-либо возмущений цилиндрической формы струи, 
имеет величину χ . 

Рассмотрение проведем в цилиндрической системе коорди-
нат, начало которой движется со скоростью U0, а ось OZ  направ-
лена вдоль оси симметрии струи по направлению ее движения: 

z 0n U . Очевидно, что в такой системе координат поле скоростей 
движения жидкости в струе будет полностью определяться ка-
пиллярными колебаниями ее поверхности. 

Зададимся целью проследить эволюцию во времени движу-
щегося по поверхности струи в положительном направлении оси 
OZ волнового пакета, представляющего собой суперпозицию из 
N осесимметричных и неосесимметричных волн с волновыми 
числами kn, амплитуда которых мала по сравнению с радиусом 
струи. 
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Все рассмотрение проведем в безразмерных переменных, по-
лагая 1=== σρR . В этом случае уравнение свободной поверхно-
сти струи, возмущенной капиллярным волновым движением, за-
пишется в виде 

( )1 , ,r z t= + ξ ϕ ;                          1<<ξ  ;                            (1) 

где zr ,,ϕ – цилиндрические координаты, t – время, ξ - функция, 
описывающая искажение равновесной цилиндрической формы 
струи. 

В рамках модели потенциального течения математическая 
формулировка задачи о расчете временной эволюции виртуаль-
ного волнового возмущения поверхности струи заданного в на-
чальный момент времени будет состоять из уравнений Лапласа 
для потенциала поля скоростей течения жидкости в струе Ψ  и 
электростатического потенциала Φ  в окрестности струи: 

0ΔΨ = ,                  0;ΔΦ =                                  (2) 

условий ограниченности решений на оси струи и на бесконечно-
сти: 

0r → :             0→Ψ∇ ;                ∞→r :          0∇Φ →  ;                (3) 

граничных условий на свободной поверхности (1): 

ξ+= 1r :     0
F

F
t

∂
+ ∇Ψ ⋅ ∇ =

∂
;     ( ) ( )[ ]tzrtzrF ,,1,,, ϕξϕ +−≡ ;             (4) 

ξ+= 1r :        ( ) ( )1 12 2
0

2 8
P n

t π
∂Ψ

Δ − − ∇Ψ + ∇Φ − ∇ ⋅ =
∂

 ;                          (5) 

и условия эквипотенциальности поверхности струи: 

ξ+= 1r :                       ( )S tΦ = Φ .                                                       (6) 

В выражении (5) PΔ  – перепад давлений внутри и вне цилин-
дрической струи в равновесном состоянии; предпоследнее и по-
следнее слагаемые – давления электрического поля и сил поверх-
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ностного натяжения соответственно; n – вектор внешней нормали 
к поверхности (1): n = ∇F/ |∇F|. 

Краевую задачу (1) – (6) следует дополнить условиями сохра-
нения заряда и объема участка струи, длина которого равна неко-
торому характерному масштабу Λ , в который укладывается целое 
число длин всех волн, определяющих начальную деформацию: 

( )n 2
1

;
4 S

r d dz⋅∇Φ ⋅ ⋅ = ⋅Λ−  ϕ πχ
π       

( )

0 0

1 , , ;

0 2 ;

;

r z t

S

z z z

= +

= ≤ ≤

≤ ≤ + Λ







ξ ϕ
ϕ π

               (7) 

;
V

r dr d dt⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ Λ ϕ π
           

( )

0 0

0 1 , , ;

0 2 ;

.

r z t

V

z z z

ξ ϕ
ϕ π

≤ ≤ +

= ≤ ≤

≤ ≤ +Λ







               (8) 

Для полного замыкания системы уравнений (2) – (8) необхо-
димо задать еще начальные условия. Однако, в силу того что на-
чальные условия произвольного вида могут привести к чрезмер-
ной громоздкости получаемого решения, в нелинейных задачах о 
расчете волновых профилей и течений жидкости принято форму-
лировать начальные условия по ходу решения так, чтобы реше-
ние принимало наиболее простой вид. Этот прием и будет ис-
пользован в нижеследующих рассуждениях.  

2. Будем искать решение задачи (2) – (8) в виде разложения 
по малому параметру ε , в качестве которого выберем отношение 
амплитуды волнового пакета к радиусу струи. Используя метод 
многих масштабов и ограничиваясь точностью до второго поряд-
ка малости включительно, представим искомые функции ,ξ Ψ  и 
Φ  в виде рядов по степеням ε , полагая одновременно, что их 
эволюция во времени определяется двумя временными масшта-
бами – основным 0T t=  и более медленным 1T tε= ⋅ : 

(1) 2 (2) 3
0 1 0( ( );, , ) ( , , , ) ( , , )z t z T T z T= ⋅ + ⋅ + Οξ ε ξ ε ξϕ ϕ ϕ ε  

(1) 2 (2) 3
0 1 0( ( );, , ) ( , , , ) ( , , )z t z T T z TΨ = ⋅Ψ + ⋅ Ψ + Οε εϕ ϕ ϕ ε  
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(0) (1) 2 (2) 3
0 1 0( ( )., , , ) ( ) ( , , , , ) ( , , , )r z t r r z T T r z Tε εϕ ϕ ϕ εΦ = Φ + ⋅Φ + ⋅ Φ + Ο   

(9) 

Поскольку мы считаем, что волны, распространяющиеся по 
поверхности струи, бегут в положительном направлении оси ОZ , 
то примем, что форма свободной поверхности жидкости 

( ) ( ) ( )( ) 2
1 1

1

1 ( ),exp( ) exp( )
N

n n n n n n
n

r h f A T i A T i
=

= + + Ο⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ −ε εϕ θ θ  

где 0k z Tn n nθ ω≡ − ; nω  – частота n-й волны; ( )fn ϕ  – действитель-

ная функция, описывающая форму поперечного сечения струи; 

1( )TAn  – пока неизвестные комплексные функции, зависящие от 
медленного времени 1T ; hn  – парциальный вклад n-й волны в на-

чальное возмущение равновесной формы струи 1
1

N
hn

n
=

=
. Гори-

зонтальная черта над символом означает комплексное сопряже-
ние. 

Очевидно, что ( )fn ϕ  – периодические функции с периодом 
π2  и, следовательно, могут быть разложены в ряд Фурье: 

( ) ( )exp( ) exp( ) ;
0

f C im C immn n mn nn m
ϕ ϕ ϕ

∞
= ⋅ + ⋅ −

=
 

( ) ( )exp( ) 2 1 .,0n
C f im dmn nn m

π
ϕ ϕ ϕ π δ

π
= ⋅ ⋅ +

−
 

Для упрощения дальнейших выкладок ограничимся рассмот-
рением случая, когда для каждой n-й волны её зависимость от 
азимутального угла ϕ  определяется какой-либо одной гармони-
кой с азимутальным числом nm , т.е. примем, что 

( ) exp( ) exp( )f C im C immn n mn nn ϕ ϕ ϕ= ⋅ + ⋅ . 

Вводя коэффициенты  
( ) ( )( ) ( ); ( ) ( )1 1 1 1T C A T T C A Tmn mnn n

ζ ζ− += ⋅ = ⋅ , 

запишем выражение для свободной поверхности струи в виде  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 exp( ) exp( ) exp( ) .1 11

N
r h T im T im in n n n n n

n
ε ζ ϕ ζ ϕ θ ε+ −  = + ⋅ + ⋅ − ⋅ + Ο    =  

 

(10) 
Здесь и далее не выписываются слагаемые, комплексно сопря-
женные к выписанным; 0( )

mn nn nk z k Tθ ω≡ ⋅ − ⋅ , где ( )
mn n

kω  – частота  

n-й волны с волновым числом nk  и азимутальным числом nm . 
Выражение (10) будем рассматривать как первое начальное 

условие, необходимое для замыкания краевой задачи (2) – (8), а 
второе будет задано ниже. 

3. Подстановка разложений (9) в уравнения (2) – (8), исполь-

зование оператора 
10 TTt ∂

∂+
∂
∂=

∂
∂ ε  для вычисления производной по 

времени и разложение условий (4) – (8) в ряд Тейлора в окрест-
ности равновесной цилиндрической поверхности 1r =  с после-
дующим выделением и суммированием слагаемых при одинако-
вых степенях ε  с приравниванием их нулю, позволяют получить 
задачи различных порядков малости. 

3a. В нулевом приближении имеем равновесное состояние, 
которому соответствует неподвижный (в движущейся системе 
координат) цилиндрический столб жидкости с постоянной по-
верхностной плотностью заряда χ . Электрическое поле в окрест-
ности невозмущенного однородно заряженного цилиндрического 
столба определяется потенциалом 

( ) ( )(0) 4 lnr rπχΦ = − ⋅ .                                 (11) 

При записи (11) принято, что потенциал невозмущенной вол-
новым движением поверхности цилиндрической струи равен ну-
лю: ( ) 00 =ΦS . Динамическое граничное условие в нулевом при-
ближении позволяет определить равновесный перепад давлений 
на поверхности струи    21 2P πχΔ = − . 

3b. В силу линейности уравнений (2), условий ограниченно-

сти (3) и разложений (9), функции ( )jΨ  и ( )jΦ (j = 1, 2) в первом 
приближении являются решениями записанных для них уравне-
ний, полностью аналогичных (2), (3). 

Система граничных и дополнительных условий (4) – (8) в 
первом порядке малости принимает вид 



193 

1r = :                                
( ) ( )11

0
0 ;

r T
ξ∂∂Ψ − =  ∂ ∂                                      (12) 

2(1) (0) (1) (0) 2 (1) 2 (1)
(1) (1)

2 2
0

1
2 0 ;

8T r r r r z

ξ ξξ ξ
π ϕ

   ∂Ψ ∂Φ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂  − + ⋅ + + + + =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
 (13) 

( )
( )

( ) ( ) ( )
0

11 1 ;S
d t

dr
ξΦΦ + = Φ                               (14) 

( ) ( ) ( )

0

0 1 0
12

0
0

1z

z
r d dz

r r r
r

π
ξ ϕ

  
  
      

+Λ
∂Φ ∂ ∂Φ+ ⋅ =  ;∂ ∂ ∂

=
             (15) 

( )1
0

0 0

2
0

z
d dz

z

π
ξ ϕ

+Λ
⋅ =⋅  .                                     (16) 

На основании (1), (9) и (10) для функции поправки первого 
порядка малости к профилю волны ( ) ( )1

0 1, , ,z T Tξ ϕ  получим выра-

жение 

( ) ( ) ( )1
.

1

( ) ( )exp( ) exp( ) exp( )1 1
N

n
h T im T im in n n n n nξ ζ ϕ ζ ϕ θ 

  =
+ −= ⋅ + ⋅ −    (17) 

Явный вид функций ( )1Tn
+ζ  и ( )1Tn

−ζ  может быть определен 
лишь при анализе задачи следующего порядка малости. Неслож-
но убедиться, что функция ( )1ξ  в виде (17) удовлетворяет условию 
неизменности объема (16). 

Принимая во внимание, что поправки первого порядка мало-
сти к потенциалу поля скоростей ( )1Ψ  и электростатическому по-
тенциалу ( )1Φ  связаны с функцией ( )1ξ  кинематическим граничным 
условием (12) и условием эквивалентности (14), будем искать 
выражения для ( )1Ψ  и ( )1Φ  методом разделения переменных, пред-
ставив их в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
, , , , exp( ) ;0 1 11

N
r z T T A T B r D in n n n

n
ϕ ϕ θ Ψ = ⋅ ⋅ ⋅  =
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
.

1
0 1 1, , , , exp( )

1

N
r z T T S T C r W i tn n n n s

n
ϕ ϕ θ

 
 
   

  
Φ = ⋅ ⋅ ⋅ + Φ

=
     

(18) 

Подставляя (18), а также (17), (11) в (12), (14) и приравнивая ко-
эффициенты при экспонентах с одинаковыми показателями, по-
лучим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )exp( ) exp( ) ;1 1 1A T D i h T im T im Bn n mn n n n n n nϕ ω ζ ϕ ζ ϕ+ −  ′⋅ = − ⋅ ⋅ + ⋅ − 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .4 exp( ) exp( )1 1 1S T W h T im T im Cn n n n n n n nϕ πχ ζ ϕ ζ ϕ+ − 
  

⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ −  

(19) 

Здесь и далее штрих обозначает производную по аргументу, 
взятую на невозмущенной поверхности струи. 

Зависимость поправок к потенциалам ( )1Ψ  и ( )1Φ  от коорди-
наты r определяется из уравнений Лапласа (2), которые после 
подстановки в них (18), (19) легко сводятся к имеющим одинако-
вый вид дифференциальным уравнениям относительно функций 

( )nB r  и ( )nC r : 

( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2

1 0
d V r dV r mn n nk V rn nr drdr r

 
 
  
 

+ ⋅ − + ⋅ =  ,  

где ( ) ( )V r B rn n≡  или ( ) ( )V r C rn n≡ . Решениями этого уравнения 
являются модифицированные функции Бесселя ( )mn nI k r  и 

( )mn nK k r . Учитывая, что добавки к  потенциалам ( )1Ψ  и ( )1Φ  долж-

ны удовлетворять условиям ограниченности (3), можно записать 
( ) ( )n mn nB r I k r= , ( ) ( )n mn nC r K k r= . В результате выражения для 

поправки к потенциалу поля скоростей ( )1Ψ  и к электростатиче-
скому потенциалу ( )1Φ  примут окончательный вид: 

( ) ( )
( ) ( )1

0 1 1, , , , exp( )
1

N h I k rn mn nr z T T i T imn n nk I kn n mn n
ϕ ω ζ ϕ

      
   

 
 



⋅ +Ψ = − ⋅ + ′⋅=
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( ) ( ) exp( ) exp( ) ;
1

T im in n nζ ϕ θ 
 

−+ ⋅ −  

( ) ( )1
0 1 1

( )
, , , , 4 exp( )

( )1

N K k rm n nr z T T h T imn n nK km n nn
ϕ πχ ζ ϕ

      
   

 
 



+Φ = +
=

 

( ) exp( ) exp( )1T im in n nζ ϕ θ  
     

−+ − .                             (20) 

При записи выражения для ( )1Φ  учтено, что добавка первого 
порядка к значению электростатического потенциала на поверх-
ности равна нулю: ( ) ( )1 0S tΦ = .  

Из системы граничных и дополнительных условий (12) – (16) 
осталось неиспользованным динамическое граничное условие 
(13). Подставляя в него решения (17), (20) и (11), получаем дис-
персионное уравнение, связывающее волновое число nk  и азиму-
тальное число nm  с частотой колебаний mnω : 

( ) ( )( ) ;2 2 2 2( ) 1 4 1k G k k m H kmn n mn n n n mn nω πχ 
  

= + − + +      (21) 

( ) ( ) ( )G k k I k I kmn n n mn n mn n′= ⋅ ;    ( ) ( ) ( )H k k K k K kmn n n mn n mn n′= ⋅ . 

3с. Во втором порядке малости из системы (4) – (8) получим 
неоднородные уравнения для поправок второго порядка малости 

( )2ξ , ( )2Ψ  и ( )2Φ  (см. [8]). Правые части этих уравнений играют 
роль функций неоднородности и выражаются через решения ну-
левого (11) и первого (17), (20) порядков малости, после подста-
новки которых граничные и дополнительные условия, получаю-
щиеся во втором порядке малости примут вид 

( ) ( ) ( ) ( )

0 1

2 2

1 1

1: exp( ) exp( ) exp( )
N

n

n n
n n n n

r T T T
r h im im i

ζ ζξ ϕ ϕ θ
+ −

=

∂ ∂∂Ψ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 
=    − = + − + 

  
  

{ [ ] [ ]}1 2 3
1 1

4exp ( ) exp ( ) ;
N N

n l

nl nl nl nl
n n nl nl nl l nl nl li h h X Q X R i X S X T iθ θ θ θ

= =

   + + + + + −       

(22) 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )2 22 2 2 2
2 2

2 2
0

4
T r z

ξ ξ
ϕ

χ πχ ξ ξ
 ∂Ψ ∂Φ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂  
− − + ⋅ + + + =  

( )
( ) ( )

1 1 1

exp( ) exp( ) exp( )
N

n

mn n n n
n

mn n
n n

h
i im im i

G k T T

ω ζ ζϕ ϕ θ
+ −

=

  ∂ ∂ = − + − +  ∂ ∂    
   

{ }1 2 3 4
1 1

exp ( ) exp ( ) ;
N N

n l

nl nl nl nl
n n nl nl nl l nl nl lh h Y Q Y R i Y S Y T iθ θ θ θ

= =

   + + + + + −           

(23) 

( ) ( ) ( )2 2 24 ( )S tπχξΦ − = Φ +  

{ }
1 1

( )exp ( ) ( )exp ( )
N N

n l
n l n nl nl n l nl nl n l

h h L Q R i S T iθ θ θ θ
= =

   + ⋅ + + + + −  .    (24) 

( )
( ) ( )( )

0

0

2 2
2 2 2 2 2 2

10

1: 4 ( ) | | | | ;
z N

nz

n n n n nr d dz h k m
r

π

ϕ π χ ζ ζ
+Λ

+ −

=

∂Φ≤      ⋅ = − ⋅ Λ ⋅ + +  
∂   (25) 

( ) ( ) ( )( )
0

0

2
2 2 2 2

10

| | | |
z N

nz

n n nd dz h
+Λ

+ −

=
⋅ ⋅ = − ⋅ Λ ⋅ +  , 

π

ξ ϕ π ζ ζ       (26) 

где nlQ , nlR , nlS  и nlT  выражаются через 
)()( , ±±

ln ζζ  следующим 
образом: 

( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] ;n n n nnl l l l lQ i m m i m mζ ζ ϕ ζ ζ ϕ+ + − −≡ + + − +   

( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] ;n n n nnl l l l lR i m m i m mζ ζ ϕ ζ ζ ϕ+ − − +≡ − + − −   

( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] ;n n n nnl l l l lS i m m i m mζ ζ ϕ ζ ζ ϕ+ + − −≡ − + − −   

( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] .n n n nnl l l l lT i m m i m mζ ζ ϕ ζ ζ ϕ+ − − +≡ + + − +   
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Все недостающие обозначения приведены в «Приложении A».  
Зададимся целью найти частное решение задачи второго по-

рядка малости, удовлетворяющее записанным для функций ( )2Ψ  и 
( )2Φ  уравнениям (2), (3) и системе уравнений (22) – (26). Вид 

функций неоднородности в (22) – (24) подсказывает характер за-
висимости искомого решения от координаты ϕ  и аргумента nθ . 
На этом основании примем 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 0
0

1

, , exp( ) exp( ) exp( )
N

n n n n n n
n

z T A A im A im iξ ϕ ϕ ϕ θ+ −

=

 = + ⋅ + ⋅ − +   

[ ] [ ]{ (1 ) (1 )

1 1

exp ( ) exp ( ) exp[ ( )]
N N

nl n l nl n l n l
n l

A i m m A i m m iϕ ϕ θ θ+ −

= =

 + + + − + + +   

(2 ) (2 )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n nnl l nl l lA i m m A i m m iϕ ϕ θ θ+ − + + + − + − +   

(3 ) (3 )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n nnl l nl l lA i m m A i m m iϕ ϕ θ θ+ − + − + − − + +   

}(4 ) (4 )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )] ;n n nnl l nl l lA i m m A i m m i+ − + − + − −  − ϕ ϕ θ θ    (27) 

( ) ( ) ( ) ( ){ }( ) ( )2 0 0
0

1

, , , ( ) ( )exp( ) ( )exp( ) exp( )
N

n
n n n n n n n n nr z T B F r B F r im B F r im iϕ ϕϕ θ+ + − −

=

 Ψ = + + − +   

[ ] [ ]{ (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

1 1

( ) exp ( ) ( ) exp ( ) exp[ ( )]
N N

n l
n n nnl nl l nl nl l lB F r i m m B F r i m m iϕ ϕ θ θ+ + − −

= =

 +  + + − + + +   

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )( )exp[ ( ) ] ( )exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n nnl nl l nl nl l lB F r i m m B F r i m m iϕ ϕ θ θ+ + − − + + + − + − +   

(3 ) (3 ) (3 ) (3 )( )exp[ ( ) ] ( )exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n nnl nl l nl nl l lB F r i m m B F r i m m iϕ ϕ θ θ+ + − − + − + − − + +   

}( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) ( 4 )( ) exp[ ( ) ] ( ) exp[ ( ) ] exp[ ( )] ;n n nnl nl l nl nl l lB F r i m m B F r i m m iϕ ϕ θ θ+ + − − + − + − − −     

(28) 

( ) ( ) ( ){ ( )0 0
0

2

1

, , , ( ) ( )exp( )
N

n
n n n n nr z T D C r D C r im+ +

=

Φ = + +ϕ ϕ ( ) }( ) ( )exp( ) exp( )n n n nD C r im i− − + − +ϕ θ  
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[ ]{ (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

1 1

( )exp ( ) ( )exp
N N

n l
nnl nl l nl nlD C r i m m D C r+ + − −

= =

+ + + ϕ [ ]( ) exp[ ( )]n nl li m m i− + + +ϕ θ θ  

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )( ) exp[ ( ) ] ( ) exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n nnl nl l nl nl l lD C r i m m D C r i m m iϕ ϕ θ θ+ + − − + + + − + − +   

(3 ) (3 ) (3 ) (3 )( ) exp[ ( ) ] ( ) exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n nnl nl l nl nl l lD C r i m m D C r i m m iϕ ϕ θ θ+ + − − + − + − − + +   

}( 4 ) ( 4 ) ( 4 ) ( 4 )( ) ex p [ ( ) ] ( ) ex p [ ( ) ] ex p [ ( )] ( ) .n n nn l n l l n l n l l lD C r i m m D C r i m m i f tϕ ϕ θ θ+ + − − + − + − − − +   
  

(29) 
 
Зависимости функций ( )2Ψ  и ( )2Φ  от координаты r  определим 

из уравнений Лапласа, подставляя (28), (29) в (2) и требуя обра-
щения в ноль сумм коэффициентов при экспонентах с различны-
ми показателями. В итоге получим обыкновенные дифференци-
альные уравнения для функций ( ) ( )j

nlF r±  и ( ) ( )j
nlC r± , 3,2,1,0=j . Их 

решения с учетом условий ограниченности (3) позволяют привес-
ти выражения (28), (29) для потенциалов ( )2Ψ , ( )2Φ  к виду 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 0
0

1

, , , ex p ( ) ex p ( ) ( ) ex p ( )
N

n n n n n m n nn
n

r z T B B im B im I k r iϕ ϕ ϕ θ+ −

=

 Ψ = + + − +   

[ ] [ ]{ (1 ) (1 )

1 1

exp ( ) exp ( )
N N

nl n l nl n l
n l

B i m m B i m mϕ ϕ+ −

= =

 + + + − + ×   

( )2
( ) ( )[ ( ) ] e x p [ ( ) ] [ | | ] m

m m n l n l m m n l
n

n nl l
I k k r i I k k r rθ θ

 + +× + ⋅ + + Ω ⋅ − + Ξ ⋅ ×  

( 2 ) ( 2 )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]nl n l nl n l n lB i m m B i m m iϕ ϕ θ θ+ − × + + − + − +   

(3 ) (3 )
( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] [( ) ]exp[ ( )]nl n l nl n l m m n l n ln l

B i m m B i m m I k k r iϕ ϕ θ θ
 

+ −
− + − + − − + + +   

( 4 ) ( 4 )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ]nl n l nl n lB i m m B i m mϕ ϕ+ − + − + − − ×   

}( ) [| | ] exp[ ( )] ;m m n l n ln l
I k k r i θ θ

 −× − ⋅ Ω ⋅ −                (30) 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }2 0
0

1

, , , ln( ) exp( ) exp( ) ( ) exp( )
N

n n n n n m n n
n

n
r z T D r D im D im K k r iϕ ϕ ϕ θ+ −

=

 Φ = ⋅ + + − +   

{ (1 ) (1 )
( )

1 1

exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] [( ) ]exp[ ( )]
N N

nl n l nl n l m m n l n l
n l

n l
D i m m D i m m K k k r iϕ ϕ θ θ

 

+ −
+

= =

 + + + − + + + +   

( )2
( )[| | ] mn
m m n ln l

K k k r r 
−

++ Ω ⋅ − + Ξ ⋅ × 

(2 ) (2 )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]nl n l nl n l n lD i m m D i m m iϕ ϕ θ θ+ − × + + − + − +   

(3 ) (3 )
( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] [( ) ]exp[ ( )]nl n l nl n l m m n l n ln l

D i m m D i m m K k k r iϕ ϕ θ θ
 

+ −
− + − + − − + + +   

}(4 ) (4 )
( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] [| | ]exp[ ( )]nl n l nl n l m m n l n ln l

D i m m D i m m K k k r iϕ ϕ θ θ
 

+ −
− + − + − − Ω ⋅ − − +   

( ),f t+                                            (31) 

где ступенчатые функции Ω  и  Ξ  от аргумента (n-l) определены 
следующим образом: 

( ) 1 , ( ) 0 ;n l при n l и n l при n lΩ ≡ Ω − = = Ω − = ≠   

( ) 1 , ( ) 1 .n l при n l и n l при n lΞ ≡ Ξ − = = Ξ − = ≠  

Коэффициенты ( )j
nlA ± , ( )j

nlB ±  и ( )j
nlD ±  определяются из системы урав-

нений (22) – (26). Заметим, что 0
nB  является функцией времени, 

которая может быть выбрана в удобной для записи решения фор-
ме, в силу определения потенциала. 

Из условий сохранения объема (26) и заряда (25) несложно 
найти 

( ) ( )( )
2

0 (4 ) (4 ) 2 2

2
| | | | ;n

n nn nn n n
h

A A A ζ ζ+ −+ −+ + = − +   

( ) ( ) ( )( )0 2 2 2 2 22 | | | | .n n n n n nD h k mπχ ζ ζ+ −= − ⋅ + +                   (32) 
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Подставляя (27) и (30) в кинематическое граничное условие (22) 
и приравнивая друг к другу коэффициенты при одинаковых экс-
понентах из левой и правой частей равенства, получим 

( ) ( ) ( )
( )

1

;n
n m n n mn n nn T

k I k B i A h
ζ

ω
±

± ±

∂

∂′⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =   

( ) ( )1 1
( )( ) ( ) ( )n m m n mnl l nl nln l mlk k I k k B i Aω ω± ±

+′+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

( ) ( )
1 ;nl

n nl lXi h h ζ ζ± ±= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   

( ) ( )2(2 )
( )| | (| |) 2 ( )n m m n n mnl l nl ml nln l

k k I k k m B i Aω ω ±±
+′Ω⋅ − ⋅ − + Ξ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ =  

( ) ( )
4 ;nl

n nl li h h X ζ ζ±= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
 

( ) ( )3 3
( )( ) ( ) ( )n m m n mnl l mln l nl nlk k I k k B i Aω ω± ±

−′+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

( ) ( )
2 ;l
nl

n n li h h X ζ ζ±= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
 

( ) ( )4 4
( )| | (| |) ( )n m m n mnl l mln l nl nlk k I k k B i Aω ω± ±

−′Ω⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ =  

( ) ( )
3 .nl

n nl li h h X ζ ζ± ±= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅                         (33) 

Аналогично, используя (27) и (31), из условия эквипотенци-
альности поверхности струи (24) получим следующую систему 
равенств: 

( ) ( ) ( )4 0 ;m n n nn
K k D Aπχ± ±⋅ − ⋅ =   

( ) ( )1 1

( ) ( ) 4m m n l nl nln l
K k k D A± ±

+ + ⋅ − ⋅ =πχ ( ) ( ) ;n l n n lh h L ζ ζ± ±⋅ ⋅⋅ ⋅   
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( ) ( )2 2

( ) (|[ |) ] 4m m n l nl nln l
K k k D A± ±

+Ω ⋅ − + Ξ ⋅ − ⋅ =πχ  

( ) ( ) ;n l n lnh h L
±⋅ ⋅= ⋅ ⋅  ζζ  

( ) ( )3 3
( ) ( ) 4m m n l nl nln l

K k k D Aπχ
 

± ±
− + ⋅ − ⋅  

( ) ( ) ;n l n n lh h L
±= ⋅⋅ ⋅ ⋅  ζ ζ  

( )4(4 )
( )[ (| |) 4 ]nm m l nl nln l

K k k D A ±±
−  Ω ⋅ − ⋅ − ⋅ =πχ  

( ) ( )
ln l n nh h L

± ±= Ω ⋅ ⋅  ;⋅ ⋅ ⋅ζζ  

( )0 (4 ) (4 )

1

( ) 4
N

n nn nn
n

f t A A A+ −

=
− + + =πχ  

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2

1

( ) | | | | .
N

S n n
n

n nt h L + −

=
= Φ + +   ζ ζ                        (34) 

Отметим, что при получении добавки второго порядка ма-
лости к потенциалу поверхности ( )2

SΦ  были использованы выра-
жения (32). 

Наконец, подставляя (27), (30) и (31) в динамическое гра-
ничное условие (23), а также учитывая (32), найдем 

( ) ( ) ( ) ( )2 21 n n n m n m n nn
k m w A i I k Bω± ±− − − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ −  

( ) ( )

( )
( )

1

;n
n

n mn
m n n

m nn
n

K k D
G T

h
k i

k

ζωχ
±

± ∂′
∂

⋅
− ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅               24 ;w πχ≡  

( )12 2[1 ( ) ( ) ] ( )n l n l mnnl mlk k m m w A i±− + − + − ⋅ + + ×ω ω  

( ) ( )1 1

( ) ( )( ) ( ) ( )n n nm m l nl l m m l nln nl l
I k k B k k K k k D± ±

 + +′× + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅χ  
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( ) ( )
1 ;nl

n nl lh h Y ± ±= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ζ ζ  

( )22 2[1 ( ) ( ) ]n l n l nlk k m m w A ±− − − + − ⋅ +  

( )2

( )( ) [ (| |) ]mn m m nml l nln l
i I k k Bω ω ±

++ − ⋅ Ω ⋅ − + Ξ ⋅ −  

( )2

( )[ | | (| |) 2 ]n n nl m m l nln l
k k K k k m D ±

+′− ⋅ Ω⋅ − ⋅ − − Ξ ⋅ ⋅ =χ  

( ) ( )
4 ;nl

n nl lh h Y ±= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ζ ζ  

( ) ( )2 2 3 3
( )[1 ( ) ( ) ] ( ) ( )n l n l mn nnl ml m m l nln l

k k m m w A i I k k Bω ω± ±
−− + − − − ⋅ + + ⋅ + ⋅ −  

( ) ( ) ( )3
( ) 2( ) ( ) ;m m

nl
n n n nl l l lnln l

k k K k k D h h Yχ ζ ζ
 

± ±
−′− ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

 

( ){ ( )2 2 4 4
( )1 ( ) ( )[ ] ( ) (| |)n l n l mn nnl ml m m l nln l

k k m m w A i I k k Bω ω
 

± ±
−− − − − − ⋅ + − ⋅ − ⋅ −  

( )} ( ) ( )4
3( )| | (| |) ;nl

n n n nl m m l l lnln l
k k K k k D h h Yχ ζ ζ

 

± ± ±
−′− ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ Ω = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ Ω  

( ) ( ) ( )( )
0

0 0 (4 ) (4 ) 2 2
3

0

(1 ) | | | | .nnn
n n nn nn n l n n

B
D w A A A h h Y

T
χ ζ ζ+ −+ −∂− − ⋅ + − + + = ⋅ ⋅ ⋅ +  

∂
 (35) 

Выяснение вида функции 0B  (см. последнее из равенств (35)) 
имеет чисто академическое значение, поскольку потенциал опре-
деляется с точностью до произвольной аддитивной функции, за-
висящей только от времени. 

Совместное решение систем (33) – (35) позволяет определить 
искомые коэффициенты. Рассмотрим первые равенства из выпи-
санных систем. Выражая из (33) коэффициенты ( )

nB ± , а из (34) – 
( )
nD ±  и подставляя их в (35), получим 
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( )( ) ( )
( )

( )
( )2

2 2

1

1 1 2 .mn mn n
n n mn n n

mn n mn n

k m w H k A i
G k G k T

ω ω ζ ±
± ∂

− − − + + = − ⋅ ⋅
∂

 
⋅   

 
 

Несложно заметить, что в силу дисперсионного соотношения 
(21) квадратная скобка обращается в нуль. В результате получаем   

( )( )
1 0.n T±∂ ∂ =ζ                                          (36) 

Уравнение (36) означает, что комплексные амплитуды ( )
nζ ±  

не зависят от временного масштаба 1T  и при решении рассматри-
ваемой задачи с точностью до второго порядка малости являются 
константами.  

Коэффициенты ( )
nA ±  остались неопределенными. Их значе-

ния можно выяснить только из начальных условий. Поскольку 
мы поставили перед собой цель построить решение, имеющее 
наиболее простой вид, подбирая нужным образом начальные ус-
ловия, то мы вправе выбрать второе начальное условие в виде 
требования ( ) 0nA ± = . При этом согласно (33) и (34) будем иметь 

( ) 0nB ± =  и ( ) 0nD ± = . Определяя из системы (33) – (35) все оставшие-
ся коэффициенты, запишем решение второго порядка малости в 
окончательном виде: 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
0

1

1
, , | | | |

2

N

n
n n nz T hξ ϕ ζ ζ+ −

=
= − + +  

{ (1) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

exp[ ( ) ] exp[ ( ) ]
N N

n l
n n n n nl nl l l l lh h i m m i m mα ζ ζ ϕ ζ ζ ϕ+ + − −

= =

 + ⋅ ⋅ + + − + ×    

(2) (2)exp[ ( )] )n nl nli aθ θ α× +   +  (Ω ⋅ + Ξ ⋅ ×  

( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n n n nl l l l li m m i m m iζ ζ ϕ ζ ζ ϕ θ θ+ − − + × + + − + − + 
 

(3) ( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n n n nnl l l l l li m m i m m iα ζ ζ ϕ ζ ζ ϕ θ θ+ − − + + ⋅ − + − − + +   

}(4) ( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )] ;nl n l n l n l n l n li m m i m m iα ζ ζ ϕ ζ ζ ϕ θ θ+ + − − +Ω ⋅ ⋅ − + − − − 
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( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 0 2 2
0 0

1

, , , | | | |
N

n
n n n nr z T h b Tϕ ζ ζ+ −

=
Ψ = − ⋅ + ⋅ −  

{ (1)

1 1
( ) [( ) ]

N N

n l
n nl nl m m ln l

i h h I k k rβ
= =

+− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ×   

( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n n n nl l l l li m m i m m iζ ζ ϕ ζ ζ ϕ θ θ+ + − − × + + − + + +   

2( 2 ) ( 2 )
( ) (| | ) m
m m n l nl n

n
n l

I k k r r bβ+ + Ω ⋅ − ⋅ + Ξ ⋅ ⋅ ×   

( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n n n nl l l l li m m i m m iζ ζ ϕ ζ ζ ϕ θ θ+ − − + × + + − + − + 
 

(3 )
( ) [( ) ]nnl m m ln l

I k k rβ
 −+ ⋅ + ×  

( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n n n nl l l l li m m i m m iζ ζ ϕ ζ ζ ϕ θ θ+ − − + × − + − − + +   

(4 )
( ) (| | )nnl m m ln l

I k k rβ
 −+Ω ⋅ ⋅ − ×  

}( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )] ;n n n n nl l l l li m m i m m iζ ζ ϕ ζ ζ ϕ θ θ+ + − − × − + − − ⋅ − 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2
0

1

, , , 2 ln | | | |
N

n
n n n n nr z T h k m rϕ πχ ζ ζ+ −

=

 Φ = ⋅ − + ⋅ + +   

{ (1) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

exp[ ( ) ] exp[ ( ) ]
N N

n l
n n n n nl nl l l l lh h d i m m i m mζ ζ ϕ ζ ζ ϕ+ + − −

= =

 + ⋅ ⋅ ⋅ + + − + ×   

( ) [( ) ] exp[ ( )]n nm m l ln l
K k k r i θ θ+× + ⋅ + +  

2(2) (2)
( ) (| | ) mn

n nm m l nln l
K k k r d r d−

+ + Ω ⋅ − ⋅ + Ξ ⋅ ⋅ ×   
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( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ] exp[ ( )]n n n n nl l l l li m m i m m iζ ζ ϕ ζ ζ ϕ θ θ+ − − + × + + − + ⋅ − + 
 

(3) ( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ]n n n nnl l l l ld i m m i m mζ ζ ϕ ζ ζ ϕ+ − − + + ⋅ − + − − ×   

( ) [( ) ] exp[ ( )]n nm m l ln l
K k k r i θ θ−× + ⋅ + +  

(4) ( ) ( ) ( ) ( )exp[ ( ) ] exp[ ( ) ]n n n nnl l l l ld i m m i m mζ ζ ϕ ζ ζ ϕ+ + − − + ⋅ − + − − ×   

}( ) (| | ) exp[ ( )] ;n nm m l ln l
K k k r i θ θ−×Ω ⋅ − ⋅ −  

2

1

( 2 ) ( ) 4 (1 ( ))
N

n
S n nmnHt h k

=

Φ = +⋅  ,πχ                           (37) 

где вновь введенные обозначения приведены в «Приложении B». 

Решение поставленной задачи с точностью до второго поряд-
ка малости определяется выражениями (1), (9), (11), (17), (20), 
(21), (36), (37). 

4. Форма струи для случая, когда ее начальная деформация 
определена суперпозицией двух волн с волновыми числами 1k k=  
и lk l k≡ ⋅  с азимутальными числами 1m  и lm  определяется выра-
жением 

[ ]1 1 1( , , ) 1 cos( ) cos( ) cos( ) cos( )l l lr z t h m h mϕ ε ϕ θ ϕ θ= + ⋅ + +    (38) 

{2 2 2 2 ( 2 ) 2 ( 2 )
1 1 1 10 .25 0.5( ) cos(2 ) cos(2 )l l l lh h h a m h a mε ϕ ϕ + ⋅ − + + + +   

2 (1) (3) 2 (1) (3)
1 11 1 11cos(2 ) cos(2 ) cos(2 ) cos(2 )l ll l ll lh m h mα ϕ α θ α ϕ α θ   + + + + +     

(1) (1) (3) (3)
1 1 1 1 1 1 1( ) cos[( ) ] ( ) cos[( ) ] cos( )l l l l l l l lh h m m m mα α ϕ α α ϕ θ θ + ⋅ + + + + − + +   

}(2 ) (2) (4) (4)
1 1 1 1 1 1 1( ) cos[( ) ] ( ) cos[( ) ] cos( ) ;l l l l l l l lh h m m m mα α ϕ α α ϕ θ θ + ⋅ + + + + − − 
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где 1θ  определено на стр. 4, а 0mll l k z Tωθ ≡ ⋅ ⋅ − .  
Из (38) видно, что за счет нелинейного взаимодействия волн 

во втором порядке малости возбуждаются волны как с удвоен-
ными волновыми и азимутальными числами, так и волны с вол-
новыми и азимутальными числами, получающимися в результате 
сложения и вычитания волновых и азимутальных чисел волн, оп-
ределяющих начальную деформацию равновесной цилиндриче-
ской формы струи. 

Выражения, аналогичные (38), легко выписать по выше по-
лученным выражениям и для поля скоростей волнового течения 
жидкости в струе, и поля электростатического потенциала в ее 
окрестности. Из нелинейных поправок ( ) ( )2 2,Φ Ψ  и ( )2ξ  несложно 
видеть, что они имеют резонансный вид, определяющийся коэф-
фициентами, которые при определенных соотношениях между 
частотами волн стремятся к бесконечности, что в теории нели-
нейных осцилляций и волн соответствует проявлению резонанс-
ного обмена энергией между волнами. Условия реализации резо-
нансного взаимодействия имеют вид 

( )( )2 2

( )( ) ( ),mn n ml l mn ml n lk k k k±± = ±ω ω ω               (39) 

где ( )mn nkω  и ( )ml lkω  определяются (21), а ( )( )nmn ml lk kω ± ±  соотно-

шением 

2

( )

2 2

( ) ( ){( ) (( ) | | )
mn ml nmn ml n l n l n l lG k mk k k k k mω ±± +± = ± ± ± −  

( )1 1 }.[ (| |)]mn ml n lHw k k±− + + ±                          (40) 

Исследование закономерностей резонансного обмена энергией 
между волнами требует отдельного рассмотрения, но из вида со-
отношений (21), (39) – (40) сразу можно сказать, что в реализую-
щихся при многомодовой начальной деформации вторичных 
комбинационных резонансах возможен обмен энергией между 
длинными и короткими волнами в обоих направлениях (от корот-
ких к длинным и обратно), а также между волнами с различной 
симметрией (различающимися значениями азимутальных чисел). 
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На рис. 1 приведены рассчитанные по (38) формы струи в си-
туации, когда начальная деформация определена суперпозицией 
двух волн для различных комбинаций волновых и азимутальных 
чисел. Несложно видеть, что при достаточно больших амплитудах 
волн спонтанное дробление струи на отдельные капли будет иметь 
полидисперсный характер, что и отмечается в экспериментах. 

 

 

Рис. 1a 

1 2 1 21.25, 2.5, 0, 0.k k m m= = = =   
Pис. 1b 

1 2 1 21.25, 3.75, 0, 0.k k m m= = = =  

 
 

 

Pис. 1с 

1 2 1 21.25, 2.5, 0, 1.k k m m= = = =  
Pис. 1d 

1 2 1 21.25, 3.75, 0, 1.k k m m= = = =   
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Pис. 1e 

1 2 1 21.25, 2.5, 1, 2.k k m m= = = =  
 Pис. 1f 

1 2 1 21.25, 3.75, 1, 3.k k m m= = = =  

 

 

Pис. 1e 

1 2 1 21.25, 2.5, 2, 2.k k m m= = = =   
Pис. 1h 

1 2 1 21.25, 3.75, 3, 3.k k m m= = = =  

Интересно отметить, что нелинейные осцилляции струи происхо-
дят не в окрестности равновесной цилиндрической формы, а в 
окрестности струи с формой, зависящей от вида начальной де-
формации: 

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

1
( , ) 1 0.25 ( ) cos(2 ) cos(2 ) .

2
l l l l

r z h h h a m h a mϕ ε ϕ ϕ= − + − − 
    

Такой же феномен ранее был обнаружен для нелинейных осцил-
ляций капель [260 – 261]. 
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5. Сравнение полученных результатов с данными анализа, 
проведенного в предыдущем параграфе, показывают, что при 
многомодовой начальной деформации равновесной цилиндриче-
ской формы струи рельеф свободной поверхности струи услож-
няется, количество возможных внутренних нелинейных резонан-
сов увеличивается, равно как и степень полидисперсности распа-
да струи на отдельные капли при увеличении амплитуды волн. 

Приложение A. Выражения для коэффициентов в граничных 
и дополнительных условиях (22) – (26).  

( )1

2 2 ;1 ( ) /nl
mn n n n l n l mn nX k m k k m m G k=  ⋅ − + + + + ω  

( )2

2 2 ;1 ( ) /nl
mn n n n l n l mn nX k m k k m m G kω=  ⋅ − + + + −   

( )3

2 2 ;1 ( ) /nl
mn n n n l n l mn nX k m k k m m G kω=  ⋅ − + + − −   

( )4

2 2 ;1 ( ) /nl
mn n n n l n l mn nX k m k k m m G kω=  ⋅ − + + − +   

( )1 ( ) ( )]0.5{[ l
nl

n n l n l mn ml mn n mlY P k k m m H k H kw= + − − − ⋅ ⋅ +ω ω  

( )( );nl n l n lk k m mw+ + +μ  

( )2 0.5{[nl
n n l n l mn mlY P k k m m= + −+ −ω ω  

( ) ( )] ( )( );lmn n ml nl n l n lH k H k k k m mw w− ⋅ ⋅ + + −μ  

( )3 0.5{[nl
n n l n l mn mlY P k k m m= + − − −ω ω  

( ) ( )] ( )( );lmn n ml nl n l n lH k H k k k m mw w⋅ ⋅ +− − +μ  
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( )4 0.5{[nl
n n l n l mn mlY P k k m m= + −+ −ω ω  

( ) ( )] ( )( );lmn n ml nl n l n lH k H k k k m mw w− ⋅ ⋅ + − −μ  

( ) ( )2 2 2 21 2 2 ( )1.5 ;n n mn n n mn nP m k m H kw wω= − − + + ⋅ + −  

[ ]2 1 2 ( ) ;n mn nL H kπχ= − ⋅ + [ / ( ) ( )] .nl mn ml mn n ml lG k G k wμ ω ω≡ ⋅ +  

 
Приложение B. Обозначения, использованные при записи 

решения второго порядка малости. 

( 1 )
1 1 ;n l N M≡α   ( )( )2 2

1 ( )( ) ;( )lmn n ml l mn m n lM k k k k+≡ + − +ω ω ω  

( )1 1( ) ( ) 1( ) ( ) ;nl
mn ml n l mn ml n l n

nl
mn mlN G k k Y H k k L Xχ ω ω+ +≡ + ⋅ + + ⋅ +  + ⋅   

( 2 )
2 2 , ;nl N M n l≡    ≠α ( )( )2 2

2 ( )( ) | |);(mn n ml l mn ml n lM k k k kω ω ω +≡ − − −  

( )2 ( ) 4 ( ) 4| |) | |)( ( ;n l n l
nl

m m n l m m n l n
nl

mn mlN G k k Y H k k L Xχ ω ω+ +≡ − ⋅ + − ⋅ +  − ⋅   

( )( )
( 2 ) 4

1 2

2

1 2
;

nn

n

n n
n

n m w

Y m L
a

m

χ
+ −

−
≡

−
⋅

              (3 )
3 3 ;nl N Mα ≡  

( )( )2 2
3 ( )( ) ( );lmn n mn m nml l lM k k k kω ω ω −≡ + − +  

( )3 ( ) 2 ( ) 2( ) ( ) ;nl
mn ml n l mn ml n l n

nl
mn mlN G k k Y H k k L Xχ ω ω− −≡ + ⋅ + + ⋅ +  + ⋅   

( 4)
4 4 , ;nl N M n l≡   ≠α  ( )( )2 2

4 ( )( ) (| |);lmn n mn m nml l lM k k k kω ω ω −≡ − − −  

( )4 ( ) 3 ( ) 3(| |) (| |) ;l l
nl nl

mn m n mn m n n mnl l mlN G k k Y H k k L Xχ ω ω− − ≡ − ⋅ + − ⋅ + − ⋅   
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0 2 2
3 0.5[1 (1 )];nn

n n nb Y w k m≡ + − ⋅ + +                (1 )
1 1 ;n l R Qβ ≡  

( )( )2 2
1 ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ;n ln n mn n m m nl mn ml l m l l lQ k k I k k k k k kω ω ω ++

 ′≡ + ⋅ + ⋅ + − +  
 

( )1 ( ) 1 ( )( ) ( )l l
nl

mn ml mn m n l mn m n l nR G k k Y H k k Lω ω χ+ +≡ + + ⋅ + + ⋅ + ⋅    

2
( ) 1( ) ;nl

m n m l n lk k Xω ++ + ⋅                     ( 2 )
2 2 , ;nl R Q n lβ ≡    ≠  

( )( )2 2
2 ( )( )| | (| |) ( ) (| |) ;ln n mn mn ml mn ml l mln nl lQ k k I k k k k k kω ω ω ++

 ′≡ − ⋅ − ⋅ − − −  
 

( )2 4( ) ( )(| |) (| |)nl
mn n n nml mn ml l mn ml lR G k k Y H k k Lω ω χ+ + ≡ − ⋅ − ⋅ + − ⋅ ⋅ +   

2
4( ) (| |) ;nl

nmn ml lk k Xω ++ − ⋅    ( 2 )
1 2 ;nn

n nb X m≡       ( 3 )
3 3 ;n l R Qβ ≡  

( )( )2 2
3 ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ;ln n mn n mn m nl mn ml l ml l lQ k k I k k k k k kω ω ω −−

 ′≡ + ⋅ + ⋅ + − +  
 

( )3 ( ) 2 ( )( ) ( )l l
nl

m n m n m n m n m n nm l l lR G k k Y H k k Lω ω χ− − ≡ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ +   

2
( ) 2( ) ;l

nl
mn m n lk k Xω −+ + ⋅                  ( 4 )

4 4 , ;n l R Q n lβ ≡      ≠  

( )( )2 2
4 ( )( )| | (| |) ( ) (| |) ;mn ln n mn n m nl mn ml l ml l lQ k k I k k k k k kω ω ω −−

 ′≡ − ⋅ − ⋅ − − −  
 

( )4 ( ) 3 ( )(| |) (| |)l mn l
nl

mn mn m n m n nml l lR G k k Y H k k Lω ω χ− − ≡ − − ⋅ + − ⋅ +   

2
( ) 3(| |) ;m n l

nl
m n lk k Xω −+ − ⋅                                   (1 )

1 1 ;n ld W S≡  

( )( )2 2
1 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ;ln mn n mn m nmn ml l ml l lS K k k k k k kω ω ω ++

 ≡ + ⋅ + − +  
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( )1 1 ( ) 14 ( )m n l
n l n l

m n m nm l lW X G k k Yπ ω ω + ≡ ⋅ + ⋅ + + ⋅ +   

( ) ( )2 2 2
( ) ( ) 1 ( ) ( ) ;mn lmn m n n n nml l l lG k k w k k m m Lω ω χ+

 + + + + ⋅ − − + − + ⋅      

( 2 )
2 2 , ;nld W S n l≡      ≠  

( )( )2 2
2 ( )( ) (| |) ( ) (| |) ;mn ln mn n m nmn ml l ml l lS K k k k k k kω ω ω ++

 ≡ − ⋅ − − −  
 

( )2 4 ( ) 44 (| |)m n l
nl nl

m n m nm l lW X G k k Yπ ω ω + ≡ ⋅ − ⋅ + − ⋅ +   

( ) ( )2 2 2
( ) | |) 1 ( ) ( ) ;(lmn ml mn m n l n l n l nG k k w k k m m Lω ω χ++ − + − ⋅ − − − − + ⋅ 

   

( )
( )( )

2
4( 2 )

4 1 4
;

1 2 1 2

nn
n n

n
n n

Y Lm w
d

m m w

π χ⋅ + − − ⋅
≡

− + −
              

( 3 )
3 3/ ;n l Sd W≡  

( )( )2 2
3 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ;l ln m n n m m n m nm n m l l l lS K k k k k k kω ω ω −−

 ≡ + ⋅ + − +  
 

( )3 2 ( ) 24 ( )m n l
nl nl

m n m nm l lW X G k k Yπ ω ω − ≡ ⋅ + ⋅ + + ⋅ +   

( ) ( )2 2 2
( ) ( ) 1 ( ) ( ) ;lmn mn m n n n nml l l lG k k w k k m m Lω ω χ−

 + + + + ⋅ − − + − − ⋅   

( 4 )
4 4 , ;nld W S n l≡      ≠  

( )( )2 2
4 ( )( ) (| |) ( ) (| |) ;ln m n n m n m nmn m l l m l l lS K k k k k k kω ω ω −−

 ≡ − ⋅ − − −  
 

( )4 3 ( ) 34 (| |)l
nl nl

m n m n m nm l lW X G k k Yπ ω ω − ≡ ⋅ − ⋅ + − ⋅ +   

( ) ( )2 2 2
( ) (| |) 1 ( ) ( )lmn mn m n n n nml l l lG k k w k k m m Lω ω χ−

 + − + − ⋅ − − − − − ⋅  .   
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5.3. Аналитический расчет нелинейной поправки  
к частоте волны конечной амплитуды  
на поверхности заряженной струи 

1. В настоящем параграфе в третьем порядке малости по ам-
плитуде осцилляций поверхностно однородно заряженной струи 
идеальной несжимаемой проводящей жидкости, движущейся с 
постоянной скоростью вдоль оси симметрии невозмущенной ци-
линдрической поверхности, определяется аналитическое асим-
птотическое выражение для формы струи как функции времени, 
когда начальная деформация равновесной поверхности определя-
ется одной модой, которая может быть как осесимметричной, так 
и неосесимметричной. Выводится аналитическое выражение для 
нелинейной поправки к частоте и определяются положения внут-
ренних нелинейных вырожденных трехмодовых и четырехмодо-
вых резонансов, характерных для нелинейных поправок к анали-
тическим выражениям для формы струи, потенциалам поля ско-
ростей течения жидкости в струе, электростатического поля в 
окрестности струи, а также для нелинейной поправки к частоте.  

2. Постановка задачи. Пусть имеется движущаяся с посто-
янной скоростью U


 бесконечная цилиндрическая струя постоян-

ного радиуса R идеальной несжимаемой идеально проводящей 
жидкости с плотностью ρ  и коэффициентом поверхностного на-
тяжения σ . Примем, что внешняя среда отсутствует, однако в ок-
ружающем струю пространстве создано электростатическое поле, 
перпендикулярное оси струи. Вследствие этого на поверхности 
струи распределен заряд, поверхностная плотность χ  которого в 
равновесном состоянии, т.е. в условиях отсутствия каких-либо 
возмущений равновесной цилиндрической формы струи, посто-
янна. Влиянием поля сил тяжести будем пренебрегать. 

Рассмотрение проведем в инерциальной системе отсчета, не-
подвижной относительно поверхности струи, в цилиндрической 
системе координат, начало которой движется со скоростью U


, а 

ось OZ направлена вдоль оси симметрии струи по направлению 
ее движения: zn U


. Будем полагать, что в такой системе коорди-

нат поле скоростей движения жидкости в струе определится ка-
пиллярными колебаниями ее поверхности, обусловленными на-
чальной деформацией, которую для удобства выберем наиболее 
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простой. Примем, что начальная деформация волновая и опреде-
ляется одной гармоникой с волновым числом k  и азимутальным 
числом m : 

0 :t =                                       ( , , ) cos[( ) ],mr z t R a kz m tϕ ϕ ω= + ⋅ − −  

которая может быть как осесимметричной при 0m = , так и не-
осесимметричной при 0m ≠ ; радиус струи много больше ампли-
туды осцилляций: R a . Зададимся целью проследить эволю-
цию во времени подобной начальной деформации равновесной 
цилиндрической струи. 

Для удобства перейдем к безразмерным переменным, полагая 
1=== σρR . Тогда уравнение свободной поверхности струи, 

возмущенной капиллярным волновым движением, запишется в 
виде 

( )1 , ,r z tξ ϕ= + ;                           1ξ <<  ,                                         (1) 

где zr ,,ϕ – цилиндрические координаты, t – время, ξ  – функция, 
описывающая искажение равновесной цилиндрической формы 
струи. 

В рамках модели идеальной несжимаемой жидкости матема-
тическая формулировка задачи о расчете временной эволюции 
виртуального волнового возмущения поверхности струи, задан-
ного в начальный момент времени, будет состоять  
из уравнений Лапласа для потенциала поля скоростей течения 
жидкости в струе Ψ  и электростатического потенциала Φ  в окре-
стности струи: 

0ΔΨ = ;                 0ΔΦ = ;                                      (2) 

условий ограниченности решений на оси струи и на бесконечно-
сти: 

0r → :             0→Ψ∇ ;                     ∞→r :             0∇Φ → ;        (3) 

граничных условий на свободной поверхности (1):   

ξ+= 1r :  0
F

F
t

∂
+ ∇Ψ ⋅∇ =

∂
; ( ) ( ), , , 1 , , 0;F r z t r z tϕ ξ ϕ≡ − + =           (4) 
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( ) ( )1 12 2

2 8
0;P div n

t π

∂Ψ
Δ − − ∇Ψ + ∇Φ − =

∂
                               (5) 

( ).S tΦ = Φ                                              (6) 

В выражении (5) PΔ  – перепад давлений внутри и вне цилин-
дрической струи в равновесном состоянии; предпоследнее и по-
следнее слагаемые – давления электрического поля и сил поверх-
ностного натяжения соответственно; n


 – вектор внешней норма-

ли к поверхности (1): n
  = ∇F/ |∇F|. 

Краевую задачу (1) – (6) следует дополнить условиями со-
хранения заряда и объема участка струи, длина которого равна 
длине волны λ : 

( )n 2
1

;
4 S

r d dzϕ πχ λ
π

⋅ ∇Φ ⋅ ⋅ = ⋅− 


     

( )

0 0

1 , , ;

0 2 ;

;

r z t

S

z z z

ξ ϕ
ϕ π

λ

= +
= ≤ ≤

≤ ≤ +







          (7) 

;
V

r dr d dtϕ π λ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅        

( )

0 0

0 1 , , ;

0 2 ;

.

r z t

V

z z z

ξ ϕ
ϕ π

λ

≤ ≤ +
= ≤ ≤

≤ ≤ +







              (8) 

Для полного замыкания системы уравнений (2) – (8) необхо-
димо задать еще начальные условия, первое из которых пред-
ставляет собой начальное возмущение поверхности струи, кото-
рое запишем в виде 

( ) ( )( , ,0) 1 (0) exp( ) (0) exp( ) exp( ).r z im im ikzϕ ε ζ ϕ ζ ϕ+ −= + ⋅  ⋅ + ⋅ − ⋅   

ε  – малый параметр, равный отношению амплитуды волны к ра-
диусу струи: a Rε ≡ . Второе начальное условие, как это принято 
в аналитических расчетах нелинейных волн, зададим на финаль-
ной стадии решения задачи таким образом, чтобы получающееся 
аналитическое выражение имело наименее громоздкий вид.  
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3. Описание асимптотической процедуры. Будем искать 
решение задачи (2) – (8) в виде асимптотического разложения по 
малому параметру ε . Используя метод многих масштабов и огра-
ничиваясь точностью до третьего порядка малости включитель-
но, представим искомые функции ,ξ Ψ  и Φ  в виде рядов по сте-
пеням ε , полагая одновременно, что их эволюция во времени оп-
ределяется тремя временными масштабами – основным 0T t=  и 

более медленными 1T tε= ⋅  и 2
2T tε= ⋅ : 

(1) 2 (2) 3 (3) 4
0 1 2 0 1 0( , , ) ( , , , , ) ( , , , ) ( , , ) ( );z t z T T T z T T z T Oξ ϕ ε ξ ϕ ε ξ ϕ ε ξ ϕ ε= ⋅ + ⋅ + ⋅ +  

(1) 2 (2) 3 (3) 4
0 1 2 0 1 0( , ) ( , , , ) ( , , ) ( , ) ( );r t r T T T r T T r T Oε ε ε εΨ = ⋅Ψ + ⋅ Ψ + ⋅ Ψ +   

 

(0) (1) 2 (2)
0 1 2 0 1( , ) ( ) ( , , , ) ( , , )r t r r T T T r T Tε εΦ = Φ + ⋅Φ + ⋅Φ +   

 

3 (3) 4
0( , ) ( ).r T Oε ε+ ⋅Φ +

                               (9) 

Примем, что форма свободной поверхности струи в произ-
вольный момент времени имеет вид 

( ) ( ) 2
1 2 1 21 ( , )exp( ) ( , )exp( ) exp( ) ( ).r T T im T T im iε ζ ϕ ζ ϕ θ ε+ −= + + Ο + − 

(10) 

Здесь и далее не выписываются слагаемые, комплексно сопря-
женные к выписанным; 0m Tk z ωθ − ⋅≡ ⋅ , где ( )m kω  – частота вол-
ны, ( )

1 2( , )T Tζ ±  – пока неизвестные комплексные функции, зави-
сящие от медленных времен 1T  и 2T . 

Чтобы отыскать асимптотическое решение сформулирован-
ной задачи, подставим разложения (9) в уравнения (2) – (8), поль-
зуясь для вычисления производной по времени оператором 

2

0 1 2t T T T
ε ε∂ ∂ ∂ ∂= + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

и раскладывая с учетом (10) граничные условия (4) – (8) в асим-
птотические ряды в окрестности равновесной цилиндрической 
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поверхности 1r = . Затем в каждом из уравнений и граничных ус-
ловий задачи (2) – (8) выделим, просуммируем и приравняем к 
нулю слагаемые при одинаковых степенях ε . В итоге получим 
набор линейных (в общем случае неоднородных) краевых задач 
для отыскания нелинейных поправок различных порядков мало-
сти к линейному решению. 

4. Решения задач различных порядков малости 
4a. Задача нулевого порядка малости. В нулевом приближе-

нии имеем равновесное состояние, которому соответствует не-
подвижный (в движущейся системе координат) цилиндрический 
столб жидкости с постоянной поверхностной плотностью заряда 
χ . Электрическое поле в окрестности невозмущенного однород-
но заряженного цилиндрического столба определяется потенциа-
лом 

( ) ( )(0) 4 lnr rπχΦ = − ⋅ .                                (11) 

При записи (11) принято, что потенциал невозмущенной вол-
новым движением поверхности цилиндрической струи равен ну-
лю: ( ) 00 =ΦS . Динамическое граничное условие в нулевом при-
ближении позволяет определить равновесный перепад давлений 
на цилиндрической поверхности струи:    21 2P πχΔ = − . 

4b. Задача первого порядка малости. В силу линейности урав-
нений (2), условий ограниченности (3) и разложений (9), функции 

( )jΨ  и ( )jΦ  ( )2,1j =  в первом приближении являются решениями 
уравнений Лапласа. Система граничных и дополнительных усло-
вий (4) – (8) в первом порядке малости принимает вид 

1r = :                               
(1) (1)

0

0
r T

ξ∂Ψ ∂− =
∂ ∂

;  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )21 0 1 0 1 12 2
1 1 1

2 2 280

0 ;
T r r r r z

∂Ψ ∂Φ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂
− + ⋅ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

              

ξ ξ
ξ ξ

π ϕ
 

( )
( )

( ) ( ) ( )t
dr

d
S

11
0

1 Φ=Φ+Φ ξ  ; 
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( ) ( )
( )

0

0

2 1 0
1

0

0
z

z

r d dz
r r r

λ π

ξ ϕ
+   ∂Φ ∂ ∂Φ+ ⋅ =  ∂ ∂ ∂   
   ; 

( )
0

0

2
1

0

0
z

z

d dz
λ π

ξ ϕ
+

⋅ ⋅ =   . 

Решение задачи первого порядка малости для профиля волны 
( ) ( )1

0 1 2,, , ,T T Tzξ ϕ  имеет вид 

(1) ( ) ( )
1 2 1 2( , ) exp( ) ( , ) exp( ) exp( ) . ..T T im T T im i k cξ ζ ϕ ζ ϕ θ+ −=  ⋅ + ⋅ − ⋅ +   

(12) 

Аббревиатура « . .k c » означает слагаемые, комплексно сопряжен-
ные к выписанным. 

Явный вид функций ( )
1 2( , )T Tζ ±  может быть определен лишь из 

решений задач более высоких порядков малости. Несложно убе-
диться, что функция ( )1ξ  в виде (12) удовлетворяет условию неиз-
менности объема (8). 

Принимая во внимание, что  потенциал поля скоростей ( )1Ψ  и 
электростатический потенциал ( )1Φ , определяемые в первом по-
рядке малости, связаны с функцией ( )1ξ  кинематическим гранич-
ным условием (4) и условием эквивалентности (6), будем искать 
выражения для ( ) ( )1

0 1 2,, ,T T TrΨ


 и ( ) ( )1
0 1 2,, ,T T TrΦ


 в виде 

( ) ( ) ( ) ( )1 ( ) ( )

1 2 1 2
exp( ) . ., ,( , ) exp( ) exp( ) ;m i k cr t I kr B T T im B T T im θϕ ϕ+ − +Ψ = + −  

  

( ) ( ) ( ) ( )1 ( ) ( ) (1)

1 2 1 2
exp( ), ,( , ) exp( ) exp( ) ( ) . .,sm ir t K kr D T T im D T T im t k c+ −

+Φ = + − Φ +  


θϕ ϕ    

(13) 

где зависимость потенциалов ( )1Ψ  и ( )1Φ  от координаты r  опреде-
ляется из уравнений Лапласа (2), которые при заданной зависи-
мости от угла ϕ  сводятся к уравнениям Бесселя. При этом она 
должна удовлетворять условиям ограниченности (3), а потому 
выражается через модифицированные функции Бесселя ( )mI kr  и 
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( )mK kr . Учитывая сказанное выше, найдем связь между коэффи-
циентами решений (12) и (13): 

( )
( ) ( )1 2( )

1 2

,
, ;

( )
m

m

i T T
B T T

k I k

ω ζ ±
± − ⋅

=
′⋅

  ( )
( ) ( )1 2( )

1 2

,
,

4
.

( )m

T T
D T T

K k

ζπχ ±
± =

⋅
  

(14) 

Здесь и далее штрих обозначает производную по аргументу, взя-
тую на невозмущенной поверхности струи. В результате выраже-
ния для потенциалов ( )1 ( )rΨ

  и ( )1 ( )rΦ
  примут окончательный вид: 

( ) ( ) ( )1 2
(1)

0 1 2, , ,
( )

, exp( )
( )

m
m

m

r T T T
I kr

i T T im
k I k

ω ζ ϕ+Ψ = +− ⋅′⋅


 

( ) ( )1 2 ;, exp( ) exp( )T T im iζ ϕ θ− + ⋅ − ⋅  

( ) ( ) ( )1 2
(1)

0 1 2, , 4,
( )

, exp( )
( )

m

m

r T T T
K kr

T T im
K k

πχ ζ ϕ+Φ = +



 

( ) ( )1 2, exp( ) exp( ) . ..T T im i k cζ ϕ θ− + ⋅ − ⋅ +            (15) 

При записи выражения для ( )1 ( )rΦ
  учтено, что добавка перво-

го порядка к значению электростатического потенциала на по-
верхности электропроводной струи равна нулю ( ) ( )1 0S tΦ = .  

Подставляя в динамическое граничное условие решения (15) 
и (12), найдем дисперсионное уравнение, связывающее волновое 
k  и азимутальное m  числа  с частотой волны ( )m kω : 

( ) ( )( )2 2 2( ) 1 1 ;m m mk G k k m H kWω = ⋅ + − + +              (16) 

24 ;W πχ≡   ( ) ( ) ( )m m mG k k I k I k′= ⋅ ;   ( ) ( ) ( )m m mH k k K k K k′= ⋅ . 

4с. Задача второго порядка малости.  Во втором порядке 
малости из системы (2) – (8) получим неоднородную краевую за-
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дачу для отыскания поправок второго порядка малости ( )2 ( , )r tξ 
, 

( )2 ( , )r tΨ


 и ( )2 ( , )r tΦ


. Функции ( )2Ψ  и ( )2Φ  в силу линейности про-
ектов асимптотических решений (9) во втором порядке малости 
являются решениями уравнений Лапласа с неоднородными гра-
ничными условиями, в которых правые части (играющие роль 
функций неоднородности) выражаются через решения нулевого 
(11) и первого (12), (15) порядков малости.  

Система граничных и дополнительных условий во втором 
порядке малости имеет вид 

1=r :        
( ) ( ) ( ) ( )

+







−

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂−

∂
Ψ∂ −+

)exp()exp()exp(
110

22

θϕζϕζξ
iim

T
im

TTr
 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )[ ] ( )..)2exp(2)2exp()2exp( 2

22

1 скiXmimiXi +⋅⋅+−⋅+⋅⋅+ −+−+ θζζϕζϕζ ;  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

=
∂

∂+
∂

∂++




 +
∂
Φ∂−

∂
Ψ∂−

2

22

2

22
22

2

0

2

4
zrT

ξ
ϕ
ξξπχξχ  

( )
( ) ( )

1 1

1
exp( ) exp( ) exp( )m

m

i im im i
G k T T

ζ ζω ϕ ϕ θ
+ − ∂ ∂= − + − + ∂ ∂ 

 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )[ ] +⋅+−++ −+−+ )2exp(2)2exp()2exp( 2

22

1 θζζϕζϕζ iYmimiY  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3 42 exp( 2 ) . . ;Y i m Y к с+ − + − + ⋅ ζ ζ ϕ + ζ + ζ + 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]{ ++−++Φ=−Φ −+−+ )exp(2)2exp()2exp(4
22222 θζζϕζϕζπχξ imimiLS

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )}..)2exp(2
22

скmi ++++ −+−+ ζζϕζζ  ; 

( )

( )[ ] ( ) ( )( )22222
2

0

2

44
0

0

−+
+

+⋅−+−=⋅
∂
Φ∂

 ζζλχπϕ
πλ

kHmkdzd
r m

z

z

; 
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( ) ( ) ( )( )22
2

0

2
0

0

−+
+

+⋅−=⋅⋅ ζζπλϕξ
πλ

dzd
z

z

 . 

Выражения для неопределенных коэффициентов приведены в 
«Приложении А».  

Аналитические выражения для искомых поправок второго 
порядка малости, получаемые в результате решения задачи, име-
ют вид 

(2) ( ) ( )
22 1 2 22 1 2 02 00 1 2( , )exp( 2 ) ( , )exp( 2 ) exp( 2 ) ( , )A T T i m A T T i m A i A T Tξ ϕ ϕ θ+ −= + − + + +    

( ) ( )
11 1 2 11 1 2 20 1 2( , ) exp( ) ( , ) exp( ) exp( ) ( , )exp( 2 );A T T im A T T im i A T T i mϕ ϕ θ ϕ+ −+ + ⋅ − +    

(2) ( ) ( )
22 1 2 22 1 22 (2 ) ( , )exp( 2 ) ( , )exp( 2 ) exp( 2 )mI kr B T T i m B T T i m iϕ ϕ θ+ −Ψ = + − +    

2
0 02 1 2 20 1 00 1 2(2 ) ( , ) exp( 2 ) ( ) exp( 2 ) 2 ( , )mI kr B T T i r B T i m B T Tθ ϕ+ + + +  

( ) ( )
11 1 2 11 1 2 1( ) ( , ) exp( ) ( , ) exp( ) exp( ) ( );mI kr B T T im B T T im i f tϕ ϕ θ+ −+ + ⋅ − ⋅ +    

(2) ( ) ( )
22 1 2 22 1 22 (2 ) ( , )exp( 2 ) ( , )exp( 2 ) exp( 2 )mK kr D T T i m D T T i m iϕ ϕ θ+ −Φ = + − +    

2
0 02 1 2 20 1 2 00 1 2(2 ) ( , ) exp( 2 ) ( , ) exp( 2 ) ( , )mK kr D T T i r D T T i m D T Tθ ϕ−+ + ⋅ + +  

( ) ( )
11 1 2 11 1 2 2( ) ( , )exp( ) ( , )exp( ) exp( ) ( ) . .mK kr D T T im D T T im i f t k cϕ ϕ θ+ −+ + − + +  

(17) 

Зависимости поправок второго порядка малости ( )2Ψ  и ( )2Φ  
от координаты r , использованные при записи (17), также как и в 
задаче первого порядка малости, несложно получить из уравне-
ний Лапласа  с заданными условиями ограниченности на оси и на 
бесконечности.  

Подставляя (17) в граничные условия и приравнивая коэффи-
циенты при экспонентах с одинаковыми показателями, получим 
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систему уравнений относительно коэффициентов ( )
1 2( , )nlA T T± , 

( )
1 2( , )nlB T T±  и ( )

1 2( , ), , {0,1,2}nlD T T n l±    = , отыскивая решение кото-

рой, находим связь ( )
1 2( , )nlA T T± , ( )

1 2( , )nlB T T± , ( )
1 2( , )nlD T T±   между со-

бой и с комплексными амплитудами ( )ζ ± , а также дифференци-

альное уравнение для отыскания  амплитуд ( )ζ ± : 

( )
1 0;Tζ ±∂ ∂ =                                    (18)  

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
22 1 02 2 20 3( ) ; 2 ; 2 ;A a A a A a± ± + − + −= ⋅   = ⋅   = ⋅ζ ζ ζ ζ ζ  

( ) 2 ( ) 2 ( )
00 11(| | | | ) 2; 0;A A+ − ±= − +     =ζ ζ                  (19)  

( )( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
22 22 1 1 11 20

22 2
2 ( ) ( ) ; 0;

( ) m
mk I k

i
B A X ib B Bω ζ ζ± ± ± ± ±≡

′
− ⋅ ⋅ − ⋅ ≡ − ⋅    = =

⋅
 

( )( ) ( ) ( ) ( )
02 02 2 2

02 2
2 2 ;

( ) m
k I k

i
B A X ibω ζ ζ ζ ζ+ − + −≡

′
− ⋅ ⋅ − ⋅ ≡ − ⋅

⋅
  

1 0 0( ) ;f t b T= ⋅  

( )( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2
22 22 12 24 ( ) ( ) ( ) ;mK kD A L dπχ ζ ζ± ± ± ±= ⋅ + ⋅ ≡ ⋅  

2 00(2 ) ;f L Aπχ= −  

( ) ( ) ( ) ( )
20 20 34 2 ;D A L dπχ ζ ζ ζ ζ+ − + −= ⋅ + ⋅ ≡ ⋅  

2 2
00 004 ( ) ;kD m Aπχ= ⋅ + ⋅  

( )( ) ( ) ( ) ( )
02 02 20 24 ( ) 2 ;K kD A L dπχ ζ ζ ζ ζ+ − + −= ⋅ + ⋅ ≡ ⋅   ( )

11 0,D ± =    (20) 
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где черта над символом обозначает комплексное сопряжение. 
Выражения для коэффициентов 1,a  2a и 3a  приведены в «Прило-
жении А».  

Из соотношений (18) – (20) видно, что комплексные ампли-
туды ( )ζ ±  и коэффициенты ( )

nlA ± , ( )
nlB ±  и ( )

nlD ±  не зависят от вре-
менного масштаба 1T . Все вновь введенные обозначения приве-
дены в «Приложении А». 

4d. Задача третьего порядка малости. Поправки ( )3Ψ  и ( )3Φ  
третьего порядка малости будут решениями уравнений Лапласа. 
Система неоднородных граничных и дополнительных условий к 
задаче в третьем порядке малости имеет громоздкий вид и выне-
сена в «Приложение B». В третьем порядке малости, помимо по-
правок ( )3ξ , ( )3Ψ  и ( )3Φ , можно получить зависимость комплекс-
ных амплитуд от более медленного временного масштаба 2T  и 
нелинейную (зависящую от квадрата амплитуды волны) поправку 
к частоте волны.  

Повторяя те же шаги, что и в задаче второго порядка мало-
сти, для поправок третьего порядка малости ( ) ( )3

0,Trξ 
, ( ) ( )3

0,TrΨ


 

и ( ) ( )3
0,TrΦ


 можно найти аналитические выражения: 

( ) ( )(3) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2exp( 3 ) exp( 3 ) exp( ) exp( )A i m A i m A im A imξ ϕ ϕ ϕ ϕ+ − + − = + − + + − ×   

( ) ( )
3 3exp( 3 ) exp( 3 ) exp( 3 ) exp( )i A i m A i m iθ ϕ ϕ θ+ − × + + − ⋅ +   

( ) ( )
4 4 5exp( ) exp( ) exp( ) ( . .);A im A im i A k cϕ ϕ θ+ − + + − ⋅ + +   

(3) ( ) ( )
1 13 (3 ) exp( 3 ) exp( 3 ) exp( 3 )mI kr B i m B i m iϕ ϕ θ+ − Ψ = ⋅ + − ⋅ +   

( ) ( )
2 2(3 ) exp( ) exp( ) exp( 3 )mI kr B im B im iϕ ϕ θ+ − + ⋅ + − ⋅ +    

( ) ( )
3 33 ( ) exp( 3 ) exp( 3 ) exp( )mI kr B i m B i m iϕ ϕ θ+ − + ⋅ + − ⋅ +   
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( ) ( )
4 4( ) exp( ) exp( ) exp( ) ( . .);mI kr B im B im i k cϕ ϕ θ+ − + ⋅ + − ⋅ +   

(3) ( ) ( )
3 1 13( ) (3 ) exp( 3 ) exp( 3 ) exp( 3 )mf t K kr D i m D i m iϕ ϕ θ+ − Φ = + ⋅ + − ⋅ +   

( ) ( )
2 2(3 ) exp( ) exp( ) exp( 3 )mK kr D im D im iϕ ϕ θ+ − + ⋅ + − ⋅ +   

( ) ( )
3 33 ( ) exp( 3 ) exp( 3 ) exp( )mK kr D i m D i m iϕ ϕ θ+ − + ⋅ + − ⋅ +   

( ) ( )
4 4 5( ) exp( ) exp( ) exp( ) ln ( . .),mK kr D im D im i D r k c+ − + ⋅ + − ⋅ + + ϕ ϕ θ    

(21) 

определив зависимость ( )3Ψ  и ( )3Φ  от координаты r , подставив их 
в уравнения Лапласа (2) с условиями ограниченности (3).  

Подставляя выражения (21) для поправок третьего порядка 
малости в дополнительные условия сохранения заряда и объема 
участка струи, длина которого равна длине волны λ  (8), (9), най-
дем, что коэффициенты 5A  и 5D  равны нулю. После подстановки 
выражений (21) в кинематическое (4) и динамическое (5) гранич-
ные условия, а также в условие эквипотенциальности поверхно-
сти струи (6) из требования равенства коэффициентов при одина-
ковых экспонентах определяется система уравнений для нахож-
дения коэффициентов ( )

jA ± , ( )
jB ±  и ( ); {1,...,5}jD j±   = . Кроме 

выражений, определяющих коэффициенты в решении третьего 
порядка малости, получаем дифференциальное уравнение отно-
сительно ( )ζ ± ,  из которого можно найти коэффициент ( )g ±  опре-
деляющий поправку к частоте волны: 

( )
( )

( ) 2
2 2 ( )

4

2

( ) ( ) ( )
1 (1 ( )) ;

( ) 2 ( ) ( )
m m

m
m m m

g k G k k
i i k m W H k A

T k k G k

ζ ωζ
ω ω

± ±
± ±∂

= − + + − − − +
∂

 
 
 

 

(22) 
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( ) ( ) 2
4 4 4

( ) ( )
( ) | |

2 ( )
m m

m
m

G k k
g H k

G k

ω χ ζ± ± 
≡ Γ + ϒ + ⋅ ⋅ Λ + 

 
 

( ) 2
5 5 5

( )
( ) | | .

( )
m

m
m

k
H k

G k

  + Γ + ϒ + ⋅ ⋅ Λ  
  

ω χ ζ             (23) 

Выражения для коэффициентов jΓ , jϒ  и jΛ  приведены в 

«Приложении C».  
Отметим сразу, что сама по себе нелинейная поправка к час-

тоте в асимптотическом анализе означает лишь расплывание не-
линейной волны со временем за счет различия в фазовых скоро-
стях поправок различных порядков малости, но тем не менее она 
оказывает существенное влияние на закономерности реализации 
неустойчивости волны (на закономерности разбиения волны на 
отдельные капли).  

Квадратная скобка в уравнении (22) равна нулю согласно (16). 
Поскольку у нас не использовано второе начальное условие, 
сформулируем его в виде требования, чтобы коэффициент ( )

4A ±  
был равен нулю. Тогда из уравнения (22) зависимость комплекс-
ных амплитуд ( )ζ ±  от временного масштаба 2T  определится в виде 

( )
( )

2

( )
( ).

( )m

g k
C exp i T

k
ζ

ω

±
± = ⋅ −  

Поскольку ( )g +  и ( )g −  характеризуют поправку к одной и той 
же частоте ( )m kω , очевидно, что они должны быть равны, что го-

ворит об эквивалентности ( )ζ +  и ( )ζ − . Таким образом, для 

2( )Tζ ζ=  можно записать окончательное выражение: 

2 2

( )
( ) ( ),

( )m

g k
T C exp i T

k
= ⋅ −ζ

ω
                           (24) 

где C  – постоянная интегрирования. Учитывая, что ( ) ( )ζ ζ+ −= , 
приведем соотношение для определения коэффициентов  jA : 
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3,j jA Cα=                               {1,2,3};j =  

( ) ( )2
2( ) ( ) ( ) ];[ j m jjj j j m j j j m jj j

G k H k kα ω χ ω ω = Γ + ⋅ ϒ + ⋅ Λ −
 

 (25) 

{3 ( ),3 ( ), ( )},j m j m j m jk k kω ω ω ω≡  {3 ,3 , },jk k k k≡  {3 , ,3 }jm m m m≡ .  

Поскольку потенциал поля скоростей ( , )r tΨ 
 и электростатиче-

ский потенциал ( , )r tΦ 
 связаны с функцией ( , )r tξ 

 граничными 
условиями (4)-(5) и условием (6), то коэффициенты jB  и jD  не-

сложно найти, зная jA : 

( )( )3[ ( )] ;j j j j j jjmk I kB i A Cω′≡ − ⋅ − Γ  

( )( )31 ( ) 4 ,j j j jjm kD K A Cπχ≡ ⋅ + Λ       {1,2,3}.j =         (26)  

Из первого начального условия следует, что 1C = .  
5. Финальное выражение для формы струи. Обсуждение 

полученных результатов. Собирая вместе поправки всех поряд-
ков малости, получим, что форма свободной поверхности жидко-
сти струи в произвольный момент времени с учетом выражения 
(24) будет описываться уравнением 

2 ( )
( , , ) 1 cos( )cos( )

( )m

g k
r z t m t

k
ϕ ε ϕ θ ε

ω
= + ⋅ − −  

[ ]2
1 2 30.25 0.5 ( cos(2 ) )cos(2 ) cos(2 )a m a a mε ϕ θ ϕ− ⋅ − + − +  

[ ]{ }3
1 2 3( 16) cos(3 ) cos( ) cos(3 ) cos(3 )cos( ) .m m mε α ϕ α ϕ θ α ϕ θ+ + +  

(27)  
Условие реализации неустойчивости струи  по отношению к 

действию сил поверхностного натяжения и  давлению электриче-
ского поля заключается в прохождении квадрата частоты через 
ноль в область отрицательных значений. С учетом наличия нели-
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нейной поправки к частоте в третьем порядке малости это усло-
вие  приведет к соотношению 

2

2 2 22 0.m m
m

g
gω ε ω ε

ω
 

+ ≈ + = 
 

 

Несложно видеть, что влияние нелинейной поправки на критиче-
скую для начала реализации  неустойчивости струи длину волны 
k и критическое значение параметра W будет различным при g >0 
и при g <0. 

Из вида нелинейных поправок третьего порядка малости 
( ) ( )3 3( , ) ( , ),r t r tΦ Ψ   и ( )3 ( , )r tξ   понятно, что они имеют резонансный 

характер, определяющийся видом коэффициентов, которые при 
определенных соотношениях между частотами волн стремятся к 
бесконечности, что в теории нелинейных осцилляций и волн со-
ответствует проявлению резонансного обмена энергией между 
волнами. Положения  резонансов определяются требованием 
стремления к бесконечности коэффициентов jα , через которые 

определяются амплитудные множители jA , jB , jD  при нелиней-

ных поправках третьего порядка малости. Согласно (25) условия 
реализации вырожденного четырехмодового резонансного взаи-
модействия волн на поверхности струи имеют вид 

( )2
2 ( ) 0j m jj

k− =ω ω ,                              (28) 

где jω  – частота моды, в которую энергия перекачивается,  опре-

деляется (16), а ( )m jj
kω  – частота моды, определяющей форму 

начальной деформации, от которой энергия отбирается, задается 
соотношением 

( )2
2 2 1 1[ ]( ) ( ) ( ){ };m j m j j j m jj j j

Wk G k k m H kω + − + +⋅≡ ⋅  

{3 ( ),3 ( ), ( )},m m m mj
k k kω ω ω ω≡   {3 ,3 , },jk k k k≡    {3 , ,3 }jm m m m≡ . 

(29) 
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В нелинейных поправках третьего порядка малости 
( ) ( )3 3( , ) ( , ),r t r tΦ Ψ 

 и ( )3 ( , )r tξ 
 сохраняются и вырожденные трех-

модовые резонансы, характерные для квадратичного прибли-
жения. Их положения определяются требованием стремления к 
бесконечности коэффициентов ja , входящих в определение ам-

плитудных коэффициентов второго и третьего порядков малости. 
Условия реализации трехмодовых резонансов записываются в 
виде 

2 2
24 ( ) (2 ) 0;m mk kω ω− =             2 2

04 ( ) (2 ) 0.m k kω ω− =  

Исследование закономерностей резонансного обмена энерги-
ей между волнами требует отдельного рассмотрения, но из вида 
соотношений (16), (28) – (29) сразу можно сказать, что в реали-
зующихся вырожденных резонансах перенос энергии между 
длинными и короткими волнами идет лишь в одном направле-
нии – от длинных волн к коротким независимо от симметрии 
взаимодействующих волн. 

На рис. 1 приведены рассчитанные по (23) для различных 
значений азимутального числа m  графики зависимости величины 
нелинейной поправки к частоте * 2g gε≡  от параметра W , харак-
теризующего поверхностную плотность заряда на струе, и без-
размерного волнового числа k  (а) 0m = ; b) 1;m =  c) 2;m =  d) 3m = ). 
Из рис. 1 видно, что величина и знак (а следовательно, и влияние 
на критические условия неустойчивости струи в зависимости от 
знака устойчивость струи либо повышается, либо снижается) не-
линейной поправки к частоте зависят не только от поверхностной 
плотности электрического заряда на струе и от волнового числа, 
но и от азимутального числа m . Видно также, что нелинейная 
поправка к частоте имеет резонансный вид, поэтому при ее ис-
пользовании в окрестностях резонансов следует обращать внима-
ние на выполнение требования асимптотичности разложения 
(иными словами, необходимо следить, чтобы малая поправка к 
частоте оставалась малой по сравнению с частотой). 
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Рис. 1а 

 

Рис. 1b 
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Рис. 1с 

 
Рис. 1d 
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Интересно отметить, что нелинейные осцилляции струи про-
исходят не в окрестности равновесной цилиндрической формы, а 
в окрестности струи с формой, зависящей от вида начальной де-
формации: 

[ ]2

3( , ) 1 0.25 0.5 cos(2 ) .r z a mϕ ε ϕ= − −  

Такой же феномен ранее был обнаружен для нелинейно-осцилли-
рующих капель со сферической равновесной формой [260 – 261]. 

6. В асимптотических расчетах нелинейных осцилляций 
струи третьего порядка малости появляются нелинейные поправ-
ки к частотам, квадратичные по амплитуде, зависящие от вида 
начальной деформации струи, имеющие резонансный вид и ока-
зывающие влияние на критические условия реализации неустой-
чивости струи. Сами нелинейные осцилляции струи происходят 
не в окрестности равновесной цилиндрической формы, а в окре-
стности поверхности, форма которой зависит от вида начальной 
деформации, и в общем случае не осесимметрична. 

Приложение А. Обозначения, использованные при записи 
решения второго порядка малости.  

1 1 1 ;a M N≡    2 2 2 ;a M N≡  

[ ]1 2 1 2 1(2 ) (2 ) 2 ( ) ;m m mM G k Y L H k k Xχ ω= ⋅ + ⋅ + ⋅  

2 2
1 24 ( ) (2 );m mN k kω ω= −  

[ ]2 0 2 0 2(2 ) (2 ) 2 ( ) ;mM G k Y L H k k Xχ ω= ⋅ + ⋅ + ⋅  

2 2
2 04 ( ) (2 );mN k kω ω= −      ( ) [ ]3 3 2 (1 2 )(1 2 ) ;a Y m L m m Wχ≡ − − + −  

( )2 2
0 4 0.5 0.5 1 ;b Y W k m≡ + − + +   

2 2
1 ( ) 2( ) ( ) ( );m m mX k k m G k G kω  = + −   
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2
2 ( ) 2 ( ) ( );m m mX k k G k G kω  = −         [ ]2 1 2 ( ) ;mL H kπχ= − +  

( )2 2 2 2 2 2 2
1 1 0.5 5 ( ) 3 ( ) 2 ( )m m mY k m k k m G k G kω  = + − + + − +   

2 2 20.5 3 3 3 4 ( ) ( ) ;m mW k m H k H k + + − − −   

( )2 2 2 2 2 2 2
2 1 0.5 3 ( ) 3 ( ) 2 ( )m m mY k m k k m G k G kω  = + − + − − +   

2 2 20.5 3 3 4 ( ) ( ) ;m mW k m H k H k + + − − −   

( )2 2 2 2 2 2 2
3 1 0.5 5 ( ) ( ) 2 ( )m m mY k m k k m G k G kω  = − + + − − +   

2 2 20.5 3 3 4 ( ) ( ) ;m mW k m H k H k + + − − −   

( )2 2 2 2 2 2 2
4 1 0.5 3 ( ) ( ) 2 ( )m m mY k m k k m G k G kω  = − + + + − +   

2 2 20.5 3 4 ( ) ( ) ;m mW k m H k H k + + − − −   

 
Приложение В. Система граничных и дополнительных усло-

вий третьего порядка малости. 

1r = :  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )3 3 2 1 2 2 12

1

2
0 1 2r T T T r

ξ ξ ξ ξξ
ϕ ϕ

∂Ψ ∂ ∂ ∂ ∂ Ψ ∂Ψ ∂− = + − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )2 1 1 1 1 12 3 22
2 1 1

2 3

1

2z z rr r

ξ ξξ ξ ξ
ϕ ϕ

∂Ψ ∂ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂+ − − + −
∂ ∂ ∂ ⋅∂ ∂∂ ∂
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( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2 1 22
1 12 ;

z r z z z

ξ ξ ξ ξξ ξ
ϕ ϕ ϕ ϕ

∂Ψ ∂ ∂ Ψ ∂ ∂Ψ ∂ ∂Ψ ∂− + + +
∂ ∂ ∂ ⋅∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )203 0 3 3 32 2
3 3

2 2
0

1
2

8 rT r r r z

ξ ξξ ξ
π ϕ

∂Φ
∂

   ∂Ψ ∂Φ ∂Φ ∂ ∂ ∂ − + + + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

( )
( )

( )
( )

2 1 1 1 2 12 3 2 22
2 1 1 1

2
1 2 0 0 10

1

2T T T r T r T rT r
ξ ξ ξ ξ∂Ψ ∂Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ= + + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )2 2 2 21 1 1 1 1 2
1 11

2 r r z r r
ξ ξ

ϕ ϕ

        ∂ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ + + + − + +              ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) 2
1 2 1 2 02

1 2

2

1

8z z rr
ξ ξ

ϕ ϕ π
 ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂Ψ ∂ ∂Φ+ + − ⋅ +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂  

 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

0 0 1 1 03 2 23
1 2

3 2 2

1 1

6 4r r rr r r
ξ ξ

π

   ∂ ∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂Φ ∂ Φ+ − + −      ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

0 1 1 0 0 13 3 2 22 2
1 1

3 3 2 2

1 1

8 4r rr r r r
ξ ξ

π π
 ∂Φ ∂ Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ− + − −  ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

1 11 1
3

8 2r r z z

ξ ξξ ξ
ϕ ϕ

            ∂ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂ ∂   − + + + − −                  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂               

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )0 2 2 0 1 2 1 22 2
1

2 2

1

4 r r z zr r

ξ ξ ξ ξξ
π ϕ ϕ
 ∂Φ ∂ Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ ∂ ∂ ∂− + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 

 



234 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 2 1 2 1 2

11 1

4 4 r r z z
ξ

π ϕ π ϕ ϕ
   ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ+ − + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )2 2
1 1 1 1 2 12 2 2 2

1 2

2 2 2 2

1
2

2 z z

ξ ξ ξ ξ ξ ξξ ξ
ϕϕ ϕ ϕ

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + +          ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂       
 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )
( ) ( ) ( )1 1 1 12 23 2

1 2 1 1

2
2 3 2

z z

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
ϕ ϕϕ

∂ ∂ ∂ ∂+ − − + +
∂ ∂ ∂ ⋅∂∂

 

( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 1 12 2

2 2

3
;

2 zz

ξ ξ ξ ξ
ϕϕ

    ∂ ∂ ∂ ∂ + +      ∂ ∂∂ ∂     
 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )( )
0 1 2 12 2

3 3 3 2 1 1

2

1

2S t
r r r r

ξ ξ ξ ξ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂ ΦΦ + = Φ − − − −
∂ ∂ ∂ ∂

 

( )
( ) ( )

( )
( )( )

0 02 3 3
1 2 1

2 3

1
;

6r r
ξ ξ ξ∂ Φ ∂ Φ− −

∂ ∂
 

( )
0 (3) (0)

0 1

2

0

3

r

z

z

r d dz
r r r

λ π

ξ ϕ
=

+
∂Φ ∂ ∂Φ

+ ⋅ =
∂ ∂ ∂

  
−   

   
   

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1 2 020
2 1 1 2

2

0

2

0

z

z

r r r
r r r r rr

λ π

ξ ξ ξ ξ
+       ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ+ +           ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂      

= +   

( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 2 1 23 3
1

3

1

6
r

r r z zr

ξ ξ ξ ξξ
ϕ ϕ

   ∂ ∂Φ ∂Φ ∂ ∂ ∂ ∂+ − + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂    
 



235 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )( )

1 1 1 1 12 2
1 1 1

2

1 1

2
r r

r z z r r rr

ξ ξξ ξ ξ
ϕ ϕ

     ∂ ∂Φ ∂ ∂ ∂Φ ∂ ∂ ∂Φ− − + −          ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂     
 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )2 2
1 1 1 0 1 2

11 1

2 z r r r r

ξ ξ ξξ
ϕ ϕ ϕ

        ∂ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂Φ ∂ − + + − −           ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂          
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2

.

1

d dz

r
z z z z

ϕ
ξ ξ ξ
ϕ ϕ

⋅
=

∂ ∂Φ ∂Φ ∂ ∂ ∂Φ− − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

 
Приложение C. Выражения для величин jΓ , jϒ  и jΛ , 

{1,..,5}j = , использующихся при записи решения третьего поряд-
ка малости. 

( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2 1(2 ) (2 ) 3 3 ( ) ( )m m m m mb I k k m G k a k m G k G kωΓ = ⋅ + − + ⋅ + − −  

2 2 2 27 (3 3 2) ( ) 2 ( );m m mk m k m G k G kω  − + − + +   

( ) ( )2 2 2 2
2 1 2 2 1(2 ) 6 2 (2 ) 3 ( ) ( )m m m m mb I k k m G k a k m G k G kωΓ = ⋅ + − + ⋅ − − +  

( ) ( )2 2 2
2 0 0 22 (2 ) 6 (2 ) 2 3 ( ) ( )m m mb I k k G k a k m G k G kω+ ⋅ − + ⋅ + − −  

2 2 2 23 5 (9 6) ( ) 2 ( );m m mk m k m G k G kω  − + − + +   

( ) ( )2 2 2 2
3 1 2 2 1(2 ) 2 6 (2 ) 3 ( ) ( )m m m m mb I k k m G k a k m G k G kωΓ = ⋅ + − + ⋅ − + +  

2 2 2 27 (3 3 2) ( ) 2 ( );m m mk m k m G k G kω  + + − + +   

( ) ( )2 2 2 2
4 1 2 2 1(2 ) 2 2 (2 ) ( ) ( )m m m m mb I k k m G k a k m G k G kωΓ = ⋅ + − + ⋅ + + +  
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2 2 2 27 (3 3 2) ( ) 2 ( );m m mk m k m G k G kω  + + − + +   

( ) ( )2 2 2
5 2 0 0 22 (2 ) 2 (2 ) 2 ( ) ( )m m mb I k k G k a k m G k G kωΓ = ⋅ − + ⋅ − + +  

2 2 2 2(3 2) ( ) ( );m m mk m k m G k G kω  + − − − +   

2 2 2 2 2 2
1 1 2 12 2 ( 3 2 ( )) 1.5m m ma k m W k m H kω ω ϒ = ⋅ − + − + + + − − + +   

2 2 2
1 2 2 1 2(2 ) 2 ( ) ( ) 3 (2 ) (2 ) 6m m m m mb I k k m G k G k d K k kω χ  + ⋅ + − + ⋅ +    

]2 2 2 2 2 2
26 (2 ( )) (2 ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )m m m m mm H k H k k k m G k m G kω  + − + ⋅ − + + +   

2 2 2 20.5 4 3 7 ( 6 2 ( )) ( )m mW k m k m H k H k + − − + + + + ⋅ −   

2 2 2 2 4 41 0.5 4.5 3 1.5( );k m k m k m− − + + + +  

2 2 2 2 2
2 1 2 1( 2 ) 2 ( 3 2 ( )) 2 ( 4 )m ma a W k m H k a k mω ϒ = + − + + + − − + − +   

2 2 2 2 2
2 1 2 24 ( ) 4.5 (2 ) 2( ) ( ) 3 (2 )m m m m ma k m b I k k m G k G kω ω  + − + + ⋅ − − +   

2 2 2
2 0 0 1 22 (2 ) 2 ( ) 3 (2 ) (2 ) 6 6m m mb I k k G k G k d K k k mω χ  + ⋅ − + ⋅ + −    

] 2
2 2 0 0(2 ( )) (2 ) 2 (2 ) 6 (2 ( )) (2 )m m mH k H k d K k k H k H kχ  − + ⋅ + ⋅ − + ⋅ −   

2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) (3 11 ) ( ) 2 2 ( ) 3 1.5 7.5m m mk k m G k m G k k m k mω  − + − − − + − +   

2 2 2 2 4 40.5 12 9 13 (3 5 18 6 ( )) ( ) 1.5(3 );m mW k m k m H k H k k m + − − + − + + ⋅ + −   
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2 2 2 2 2
3 1 3 1( 2 ) 2 ( 3 2 ( )) 2 ( 6 )m ma a W k m H k a k mω ϒ = + − + + + − − − + −   

2 2 2 2
3 1 2 224 0.5 (2 ) 2( ) ( ) (2 )m m m m ma m b I k k m G k G kω ω  − + + ⋅ − − +   

2 2
1 2 2 3(2 ) 2 6 (2 ( )) (2 ) 4 [3 2 ( )]m m m md K k k m H k H k d m m H kχ χ + + − + + + + −   

2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( 5 3 ) ( ) 2 2 ( ) 3 1.5 13.5m m mk k m G k m G k k m k mω  − − + + − + + − +   

2 2 2 2 4 40.5 12 9 21 ( 5 3 18 6 ( )) ( ) 1.5( 3 );m mW k m k m H k H k k m + − − + − + + + ⋅ − −   

2 2 2 2 2 2
4 1 2 8 2 ( 3 2 ( )) 1.5m m ma k m W k m H kω ω ϒ = ⋅ − − − + + + − − + +   

2 2 2
1 2 2 1 2(2 ) 2 ( ) ( ) (2 ) (2 ) 2m m m m mb I k k m G k G k d K k kω χ  + ⋅ + − + ⋅ +    

]2 2 2 2 2 2
22 (2 ( )) (2 ) ( ) 5( ) ( ) 6 2 ( )m m m m mm H k H k k k m G k m G kω  + − + ⋅ + + − +   

2 2 2 20.5 18 7 11 ( 3 3 22 6 ( )) ( )m mW k m k m H k H k + − − + − − + + ⋅ −   

2 2 2 2 4 45 0.5 9.5 3 1.5( );k m k m k m− + + − − +  

2 2 2 2 2
5 2 3 22( ) 2 ( 3 2 ( )) 4 ( )m ma a W k m H k a k mω ϒ = + − + + + − − − + −   

2 2 2
3 2 0 016 2 2 (2 ) 2 ( ) (2 )m m ma m b I k k G k G kω ω  − + + ⋅ − +   

( )2
2 0 0 32 (2 ) 2 (2 ( )) (2 ) 4 2 ( )m md K k k H k H k d m m H kχ χ + ⋅ − + + ⋅ + + +   

2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) (5 3 ) ( ) 2 ( ) 8 17 2m m mk k m G k m G k k m k mω  + − + − + − + +   
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2 2 2 2 4 415 8 12 (4 4 20 6 ( )) ( ) 3( );m mW k m k m H k H k k m + − − − + − − ⋅ − +   

( ) 2 2
1 1 1 24 1 ( ) 2 (2 3) ( )) 2 (2 );m m ma H k k m H k d k K kπχ πχ   ′Λ = − + + − − + − ⋅   

( )( ) 2 2
2 1 24 2 1 ( ) 6 (2 3) ( ))m ma a H k k m H kπχ πχ  Λ = − + + + − − + −   

[ ]1 2 2 02 (2 ) 2 (2 ) ;mk d K k d K k′ ′− ⋅ + ⋅  

( )( ) 2 2
3 1 34 2 1 ( ) 6 (2 3) ( ))m ma a H k k m H kπχ πχ  Λ = − + + + − − + −   

1 2 32 (2 ) 4 ;md k K k d m′− ⋅ + ⋅  

( ) 2 2
4 1 1 24 1 ( ) 2 4 5 ( )) 2 (2 );m m ma H k k m H k d k K kπχ πχ   ′Λ = − + + − − + − ⋅   

( )( ) 2 2
5 2 38 1 ( ) 4 3 2 2 4 ( ))m ma a H k k m H kπχ πχ  Λ = − + + + − − + −   

2 0 34 (2 ) 4 .d k K k d m′− ⋅ + ⋅  
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6. Аналитическое асимптотическое  
решение задачи о нелинейных осцилляциях 
толстой заряженной струи вязкой жидкости 

1. Из множества возможных причин многообразия экспери-
ментально реализующихся режимов электродиспергирования 
жидкостей можно указать на многообразие начальных условий, 
способствующих возбуждению неосесимметричных мод осцил-
ляций, закономерности реализации неустойчивости которых изу-
чены пока недостаточно полно. Согласно результатам исследова-
ний, обсужденных в двух предыдущих главах, инкременты неус-
тойчивости неосесимметричных мод в зависимости от вязкости и 
электропроводности жидкости могут превышать инкременты не-
устойчивости осесимметричных мод и определят картину поли-
дисперсного распада струи. Закономерности переноса энергии 
между резонансно взаимодействующими модами указывают на 
наличие определенной асимметрии в направлении переноса энер-
гии между осесимметричными и неосесимметричными модами. 
Нелинейные поправки к частотам осцилляций неосесимметрич-
ных мод на разных участках реальной струи с формой, отличаю-
щейся от цилиндрической и имеющей на различных участках 
различную плотность поверхностного заряда, могут иметь раз-
ный знак и будут по-разному влиять на устойчивость различных 
участков струи. Эффект релаксации заряда на поверхности ос-
циллирующей струи, приводящий к появлению колебательной 
неустойчивости заряженной поверхности жидкости, по-разному 
реализуется для мод с различной симметрией, а его корректное 
теоретическое исследование для струи пока не проведено. Более 
того, все проведенные к настоящему времени аналитические ис-
следования нелинейных осцилляций струй вязкой жидкости вы-
полнены для приближения «тонкой струи», когда радиальное 
распределение поля скоростей течения жидкости в струе, связан-
ное с ее осцилляциями, считается однородным (не зависящим от 
радиальной переменной). В таком приближении радиальная ком-
понента поля скоростей течения жидкости равна нулю и уравне-
ние баланса заряда на поверхности струи не может быть выписа-
но строго. В связи со сказанным в настоящем рассмотрении про-
водится строгий нелинейный асимптотический анализ нелиней-
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ных осцилляций струи, когда пренебрегать неоднородностью ра-
диального распределения поля скоростей нельзя. Весь анализ бу-
дет проведен по схеме, использованной ранее при аналитическом 
расчете нелинейных осцилляций заряженной сферической капли 
вязкой несжимаемой электропроводной жидкости [262]. 

2. Постановка задачи. Рассмотрим бесконечную, движущу-
юся вдоль оси симметрии с постоянной скоростью 0U


 цилиндри-

ческую струю радиуса R вязкой несжимаемой жидкости с массо-
вой плотностью ρ, кинематической вязкостью ν  и коэффициен-
том поверхностного натяжения σ, поддерживаемую при постоян-
ном электрическом потенциале. Будем считать, что жидкость яв-
ляется идеально проводящей и электрический заряд распределен 
по цилиндрической в отсутствие возмущений поверхности струи 
с постоянной поверхностной плотностью заряда χ . Найдем 
критические условия неустойчивости капиллярных колебаний 
поверхности струи.  

Рассмотрение проведем в цилиндрической системе коорди-
нат, начало которой движется со скоростью 0U


, а ось OZ  направ-

лена вдоль оси симметрии невозмущенной струи по направлению 
ее движения: 0zn U

 . Очевидно, что в такой системе координат по-
ле скоростей движения жидкости в струе будет полностью опре-
деляться капиллярными колебаниями ее поверхности. 

Зададимся целью проследить эволюцию во времени распро-
страняющейся по поверхности струи в положительном направле-
нии оси OZ осесимметричной волны с волновым числом 0k , ам-
плитуда которой мала по сравнению с ее длиной. 

Все рассмотрение проведем в безразмерных переменных, 
приняв в качестве основных единиц σρ ,,R  (т.е., полагая, 

1=== σρR ). В этом случае уравнение свободной поверхности 
струи, возмущенной капиллярным волновым движением, в про-
извольный момент времени t  запишется в виде 

( )1 ,r z tξ= + ;  1ξ << ,     (1) 

где ,r z  – цилиндрические координаты, t – время, ξ  – функция, 
описывающая искажение равновесной цилиндрической формы 
струи, а начальная деформация струи определится выражением 
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( ) ( ) ( )0, 0 exp . .z t i k z к сξ ε ζ= = + ;      1ε << ;   ( )1Oζ  ,             (2) 

где ε  – малый параметр, характеризующий амплитуду начально-
го возмущения; здесь и далее аббревиатура ( ). .к с  обозначает сла-

гаемые, комплексно сопряжённые к выписанным. 
Математическая формулировка задачи состоит из уравнений 

гидродинамики и электростатики (в предположении, что скорость 
движения жидкости много меньше релятивистской): 

( ) ;tU U U p Uν∂ + ⋅∇ = −∇ + Δ
   

      0;divU =


       0=ΔΦ ,             (3) 

условий ограниченности для поля скоростей на оси струи и для 
напряженности электрического поля струи на бесконечности: 

0r → :          U < ∞


;                ∞→r :         0→Φ∇ ,                      (4) 

граничных условий на свободной поверхности (1): 
кинематического: 

ξ+= 1r :        0t F U F∂ + ⋅∇ =


;     ( ) ( ), , 1 ,F r z t r z tξ≡ − +   ,            (5) 

динамических:  

ξ+= 1r :              ( ) ( ) 0n U n Uτ τ⋅ ⋅∇ + ⋅ ⋅∇ =
    

;                                 (6) 

( ) ( )2 0atmP P n n PU P σν Φ− − ⋅ ⋅ ∇ + =+ −  
,                         (7) 

условия эквипотенциальности поверхности струи: 

ξ+= 1r :                                ( )tSΦ=Φ ,                                             (8) 

где t∂  означает частную производную по переменной t , n


 и τ  – 
орты нормали и касательной к поверхности (1), P– давление 
жидкости внутри струи, atmP  – атмосферное давление, PΦ  и Pσ – 
давления электрического поля и сил поверхностного натяжения 
соответственно, Φ  – электростатический потенциал в окрестно-
сти струи, ( )S tΦ  – потенциал поверхности струи. 
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Для полного замыкания системы уравнений (3) – (8) необхо-
димо задать еще два начальных условия. В качестве одного из 
них естественно выбрать форму струи в начальный момент вре-
мени (2). В качестве второго примем нулевое значение начально-
го поля скоростей волнового движения 

0; 0t U= =


 .                                                              (9) 

3. Решение нелинейной системы уравнений (2) – (9) будем 
искать в виде прямого разложения по малому параметру ε , кото-
рый по смыслу является отношением амплитуды волны к радиусу 
струи. Ограничиваясь точностью до второго порядка малости 
включительно, представим все искомые функции в виде асимпто-
тических разложений по степеням ε : 

( )2(1) 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( )z t z t z tξ ε ξ ε ξ ε= ⋅ + ⋅ + Ο  

( ) ( ) ( )(1) 2 (2), , , , , rr rU r z t U r z t U r z t eε ε = + + 
 

 

( ) ( ) ( )(1) 2 (2) 3, , , , zz zU r z t U r z t e Oε ε ε + + + 


; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(0) (1) 2 (2) 3, , , , , , , ,P r z t P r z t P r z t P r z t Oε ε ε= + + + ; 

( ) ( ) ( )0 1 22 3( , , ) ( ) ( , ) ( , ) ( )r z t r r z r zε ε εΦ = Φ + ⋅Φ + ⋅ Φ + Ο ,        (10) 

где re , ze


 – орты цилиндрической системы координат. 
В виде аналогичных разложений представим давления PΦ , Pσ  

и потенциал поверхности струи 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 22 3, , , , , , , ,P r z t P r z t P r z t P r z t Oε ε εΦ Φ Φ Φ= + + + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 22 3, , , , , , , ,P r z t P r z t P r z t P r z t Oσ σ σ σε ε ε= + + + ; 

( ) ( ) ( )0 1 22 3( ) ( ) ( ) ( )S S S St t tε ε εΦ = Φ + ⋅Φ + ⋅ Φ + Ο . 
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Подставляя данные разложения в выписанную систему уравне-
ний, учитывая векторные тождества 

( ) ( )21
2U U U U rotU⋅∇ = ∇ − ×

   
,       ( ) ( )UrotrotUdivgradU −=Δ  

и приравнивая коэффициенты при различных степенях малого 
параметра ε, разделим исходную нелинейную задачу на совокуп-
ность связанных между собой линейных неоднородных задач.   

3a. В нулевом порядке малости получим задачу, описываю-
щую равновесное состояние системы 

(0) 0ΔΦ = ;                :+∞→r          (0) 0∇Φ → ; 

1r = :             (0) (0)
SΦ = Φ ;                  ( )(0) (0) (0) 0atmP P P PσΦ− − − + = ,  

решение которой легко получить в виде 

( )(0) 4 ln rπ χΦ = − ;       (0) 22 1atmP P π χ= − + .            (11) 

Если учесть выражение, связывающее равновесный электро-
статический потенциал в окрестности струи  с равновесной по-
верхностной плотностью заряда, то несложно найти 

( )( )0

1
4

r
π χ

=
∇Φ = − . 

3b. Собирая слагаемые, содержащие малый параметр в пер-
вой степени, выделим задачу первого порядка малости: 

(1) (1) (1) (1)
2

1
t r r r rU P U U

r
ν  ∂ = −∂ + Δ − 
 

;  (1) (1) (1)
t z z zU P Uν∂ = −∂ + Δ ; 

(1) (1) (1)1
0r r r z zU U U

r
∂ + + ∂ = ;               (1) 0ΔΦ = ; 

0=t :             
(1)

0U =


;         ( ) ( )(1)
0exp . .i k z к сξ ζ= − + ; 

0→r :         ( ) ( )1 1,r zU U < ∞ ;               +∞→r :         (1) 0∇Φ → ; 
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1r = :    )1()1(
rt U=ξ∂ ;     (1) (1) 0r z z rU U∂ + ∂ = ;   (1) (1) (0) (1) ( )r S tξΦ + ∂ Φ = Φ ; 

( ) ( )(1) (1) (0) (1) (1) (0) (1) (1)1
2 0

4r r r r rr zzP Uν ξ ξ ξ
π

− + ∂ − ∂ Φ ∂ Φ + ∂ Φ − + ∂ = . 

(12) 

3с. Собирая слагаемые, содержащие малый параметр во вто-
рой степени, выделим задачу второго порядка малости: 

( )( )1(2) (2) (2) (2) (1)
2

1
t r r r r rU P U U U U

r
ν  ∂ + ∂ − Δ − = − ⋅∇ 
 


; 

( )( )1(2) (2) (2) (1)
t z z z zU P U U Uν∂ + ∂ − Δ = − ⋅∇


; 

(2) (2) (2)1
0r r r z zU U U

r
∂ + + ∂ = ;             (2) 0ΔΦ = ; 

0=t :                             0
)2(

=U ;          (2) 0ξ = ; 

0→r :       ( ) ( )2 2,r zU U < ∞ ;          +∞→r :      (2) 0∇Φ → ; 

1r = :       ( )2(2) (2) (0) (2) (1) (1) (1) (0)1
( )

2r S r rrtξ ξ ξΦ + ∂ Φ = Φ − ∂ Φ − ∂ Φ ; 

(2) (2) (1) (1) (1) (1)
r t z z r rU U Uξ ξ ξ− ∂ = ∂ − ∂ ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 1(2) (2) (1) (1) (1) (1)2z r r z r r z z r z r r z zU U U U U Uξ ξ∂ + ∂ = − ∂ ∂ + ∂ − ∂ ∂ − ∂ ; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 0 2 0(2) (2) (2) (2)1
2

4r r r r rr zzP Uν ξ ξ ξ
π

− + ∂ − ∂ Φ ∂ Φ + ∂ Φ − + ∂ =  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 12r rr r z z r r zP U U Uξ ν ξ ξ = ∂ − ∂ − ∂ ∂ + ∂ +   

( ) ( ) ( )2 2(1) (1) (1) (0) (1) (0) (1)1
2

8 r z rr r r rrξ
π
+ ∂ Φ + ∂ Φ + ∂ Φ ∂ Φ + ∂ Φ ∂ Φ +


 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 21 0 0 0 1 11

2rr r rrr zξ ξ ξ + ∂ Φ + ∂ Φ ∂ Φ − − ∂   
.   (13) 

4. Для решения задачи первого порядка выполним в системе 
(12) преобразование Лапласа по времени и преобразование Фурье 
по переменной z :  

( ) ( ) ( ) ( )
0

1
, , exp exp

2
f k S f z t S t d t i k z d z

π

+∞ +∞

−∞

 
= − 

 
  ,    (14) 

то есть от функций  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (1) (1) (1) (1), , , , , , , , , , , , , ,r z Sz t U r z t U r z t P r z t r z t tξ Φ Φ  

перейдем к их изображениям, сохранив прежние обозначения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1) (1) (1) (1) (1) (1), , , , , , , , , , , , , ,r z Sk S U r k S U r k S P r k S r k S Sξ Φ Φ . 

и пользуясь теоремами о дифференцировании по переменным t  и 
z : 

( ) ( ) ( ), , , , , , 0t f r z t S f r k S f r k t∂ → − = ; ( ) ( ), , , ,z f r z t i k f r k S∂ → − , 

при получении изображений для производных ( )1
tξ∂ , ( )1

t rU∂ , 
( )1

t zU∂ учтём начальные условия. 
В результате система (12) примет вид 

( ) ( )1(1) (1) 2 (1) (1)
2

1 1
r r r r r r rS U P r U k U U

r r
ν  = − ∂ + ∂ ∂ − − 
 

;     (15) 
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( ) ( )1(1) (1) 2 (1)1
z r r z zS U i k P r U k U

r
ν  = + ∂ ∂ − 
 

;               (16) 

(1) (1) (1)1
0r r r zU U i k U

r
∂ + − = ;                          (17) 

( )( ) ( )1 121
0r rr k

r
∂ ∂ Φ − Φ = ;                          (18) 

0→r :                      (1)
rU < ∞ ;            (1)

zU < ∞ ;                             (19) 

+∞→r :                                  ( )1 0Φ → ;                                          (20) 

1r = :               ( ) ( )1(1)
02 0rU S k kξ π δ− + − = ;                             (21) 

(1) (1) 0r z rU i k U∂ − = ;                                      (22) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1(1) (0) (1) (1) (0) 21
2 1 0

4r r r r rrP U kν ξ ξ
π

− + ∂ − ∂ Φ ∂ Φ + ∂ Φ − − = ;  

(23) 

( )(1) (1) (0) (1)
r S kξ δΦ + ∂ Φ = Φ ,                         (24) 

где ( )xδ  – дельта-функция. 

Электростатическая часть выписанной системы, состоящая 
из уравнений (18), (20), (24), легко решается и определяет значе-
ние электрического потенциала в первом порядке малости:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 0

0

, , 4 ,
K k r

r k S k S
K k

π χ ξΦ = ;      ( )(1) 0S SΦ =  ,         (25) 

где ( )nK x  – модифицированная функция Бесселя порядка n . 
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Для того чтобы найти поля скоростей жидкости и давления в 
струе из уравнения неразрывности (17) выразим ( )(1) , ,zU r k S  

(1) (1) (1)1
z r r r

i
U U U

k r
 = − ∂ + 
 

,                            (26) 

а из уравнения (16) ( ) ( )1 , ,P r k S  

( ) ( )1 (1) (1) 2 (1)1
z r r z z

i
P S U r U k U

k r
ν  = − − ∂ ∂ −    

.           (27) 

После подстановки выражений (26) и (27) в (15) его можно 
привести к виду 

2 2 (1)
2 2

1 1 1 1
0rr r rr r z

S
k k U

r r r r ν
      ∂ + ∂ − + ∂ + ∂ − + − =            

.   (28) 

Решение уравнения (28), удовлетворяющее условию ограничен-
ности (19), имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1)
1 1, , , ,rU r k S A k S I k r B k S I l r= + ;   2 2 S

l k
ν

≡ + ,   (29) 

где ( ),A k S , ( ),B k S  – неопределённые постоянные, ( )nI x  – мо-

дифицированная функция Бесселя порядка n . 
Подставляя (29) в (26) в (27), найдем ( )(1) , ,zU r k S  и 

( ) ( )1 , ,P r k S : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1)
0 0, , , ,z

l
U r k S i A k S I k r B k S I l r

k
 = − + 
 

;    (30) 

( ) ( ) ( ) ( )1
0 , , ,

S
P r k S A k S I k r

k
= − .                      (31) 

Используя (29), (30) и граничные условия (21) – (22), выразим не-
определённые пока величины  ( ),A k S , ( ),B k S  через функцию 

( ) ( )1 ,k Sξ : 
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( ) ( )
( )

( ) ( )( )
2 2

1
0

1

, 2
l k

A k S S k k
I k S

ν ξ π ζ δ
+

= − − ; 

( ) ( )
( ) ( )( )

2
1

0
1

2
, 2

k
B k S S k k

I l S

ν ξ π ζ δ= − − − .           (32) 

Из последнего динамического граничного условия (23), учитывая 
решения (11), (25), выражения (29) – (32), получим искомую за-
висимость ( ) ( )1 ,k Sξ : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )

2
1

0

,
, 2

,

D k S k
k S k k

S D k S

ω
ξ δ πζ

−
= − ;          (33) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2 2 2, 2 2 1

G k
D k S S S G k k S k k

G l
ν ν ω
  

≡ − − + − +  
   

; 

( ) ( ) ( )( )2 2 21 4 1k G k k H kω π χ ≡ − + −  ; 

( ) ( )
( )
1

0

x I x
G x

I x
≡ ;                   ( ) ( )

( )
1

0

x K x
H x

K x
≡ , 

используя которую для ( ) ( )1 , ,rU r k S , ( ) ( )1 , ,zU r k S , ( ) ( )1 , ,P r k S  по-

лучим 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
2

1 1(1) 2 2
0

1 1

2
, , 2 2

,r

k I l r I k r
U r k S k k k S k

S D k S I l I k

πζ ω
δ ν ν

 
= − − + 

 
; 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
2

0 0(1) 2
0

1 1

2
, , 2 2

,z

k I l r I k r
U r k S i k k k l S k

S D k S I l I k

πζ ω
δ ν ν

 
= − − − + 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2

1 02
0

1

, , 2 2
,

k I k r
P r k S k k S k

S D k S k I k

ω
δ πζ ν= − + .  (34) 
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Из выражений (33), (34) видно, что все найденные функции 
имеют общую структуру: ( ) ( ) ( )0, , 2 , ,f r k S k k f r k Sδ π= −  , по-

этому обратное преобразование Фурье приведёт к результату 

( ) ( )1
, , , ,

2
i k zf r z S f r k S e d k

π

∞
−

−∞

= =  

( ) ( ) ( ) 0
0 0

1
2 , , , ,

2
i k zi k zk k f r k S e d k f r k S eδ π

π

∞
−−

−∞

= − =    .    (35) 

Кроме того, из вида выражений (33), (34) видно, что они имеют 
особую точку 0S =  и особые точки, положение которых опреде-
ляется условием ( )( ), 0n

kD k S = . Уравнение ( )( ), 0n
kD k S =  пред-

ставляет собой дисперсионное уравнение задачи и имеет беско-
нечное число решений. В каждой из особых точек функция 

( )( )1 ,S D k S  имеет полюс первого порядка. Поскольку каждое из 

выражений (33), (34) при ∞→S  стремится к нулю, то в формуле 
обратного преобразования Лапласа  

( ) ( ) ( )1
exp

2

i

i

f t f S S t d S
i

γ

γπ

+ ∞

− ∞

=   

интеграл вдоль прямой γ=SRe  можно заменить контурным инте-
гралом, охватывающим всю левую часть комплексной плоскости 
и применить к этому интегралу теорему о вычетах. В результате 
формула обращения примет вид 

( ) ( ) ( )
1

, , , , exp , n
n

f r z t Выч f r z S S t S
+∞

=

= ⋅   .            (36) 

Применяя формулы обращения (35), (36) к выражениям (33), 
(34), найдем решения первого порядка малости для отклонения 
поверхности струи от равновесной цилиндрической и полей дав-
ления и скорости капиллярных колебаний жидкости в струе в 
окончательном виде: 
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( ) ( ) ( ) ( )
0

(1) (1)
0, exp . .kz t t i k z к сξ ζ ξ= − + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 (1)
0, , , exp . .r r kU r z t U r t i k z к сζ= − + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 (1)
0, , , exp . .z z kU r z t i U r t i k z к сζ= − + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
0, , , exp . .kP r z t P r t i k z к сζ= − + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 0 0

0 0

, , 4 ,
K k r

r z t z t
K k

π χ ξΦ = ,                   (37) 

где  

( ) ( ) ( )
0 0

(1) ( )

1

expn n
k k

n

t a S tξξ
+∞

=

= ;          ( ) ( ) ( )( )
( )

0

0 0

( ) 2
0 0

( ) ( )
0

,

,

n
kn

n n
k S k

D k S k
a

S D k S
ξ

ω−
=

∂
; 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0

1 0 1(1) ( )

1 1 0 1

, expn n n n
r k k

n n

I k r I l r
U r t a b S t

I k I l

+∞

=

 
= − − 

 
 ; 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0 0(1) ( )

1 1 0 0 1

, expn n n nn
z k k

n n

I k r I l rl
U r t a b S t

I k k I l

+∞

=

 
= − 

 
 ; 

( ) ( ) ( )
( ) ( )0

0

( )
0 0(1) ( )

1 0 1 0

, exp
n

kn k
k n

n

S I k r
P r t a S t

k I k

+∞

=

= ;      

0 0

( ) 2 ( ) 1
0 ;n n

n k kl l k S ν −≡ ≡ +  

( ) ( ) ( )
( )

0

0 0

( ) 2 2
0 0

( ) ( )
0

2

,

n
kn

n n
k S k

S k k
a

S D k S

ν ω+
=

∂
;    ( ) ( )

( )
0 0

2 2
0 0

( ) ( )
0

2
.

,
n

n n
k S k

k k
b

S D k S

ν ω
=

∂
         (38) 



251 

Отметим, что в выражениях (38), определяющих коэффици-
енты разложений (37) ( )

0

(1)
k tξ , ( )

0

(1) ,r kU r t , ( )
0

(1) ,z kU r t , ( )
0

(1) ,kP r t , 

суммирование ведется по бесконечному набору корней уравне-
ния ( )

0

( )
0 , 0n

kD k S = , а ( )
0

( )
0 , n

S kD k S∂  – это значение производной по 

переменной S  от функции ( ),D k S  (см. (33)), вычисленное при 

0k k=  и ( )
0

n
kS S= . 

5. Краевая задача второго порядка малости (13) после под-
становки в неё решений нулевого (11) и первого (37) порядков 
малости примет вид системы линейных неоднородных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных второго порядка 

относительно величин 
)2(

rU , (2)
zU , (2)P , )2(ξ , (2)Φ .  

Аналогично тому, как это делалось при решении задачи пер-
вого порядка, применим к полученной системе интегральное пре-
образование Фурье по пространственной переменной z  и преоб-
разование Лапласа по времени t  (14). В целях упрощения записи 
для обозначения Лаплас-образов функций неоднородности будем 
использовать следующее выражение: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

expf S f t S t d t f t
+∞

= − ≡ ℑ   . 

В результате в системе (13) от функций  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2) (2) (2) (2) (2) (2), , , , , , , , , , , , , ,r z Sz t U r z t U r z t P r z t r z t tξ Φ Φ  

перейдем к их изображениям, сохранив прежние буквенные обо-
значения: 

( ) ( ) ( )(2) (2) (2), , , , , , , ,r zk S U r k S U r k Sξ  

( ) ( ) ( )(2) (2) (2), , , , , , SP r k S r k S SΦ Φ . 

Учтем, что в первом порядке проекции поля скоростей жид-
кости ( )(1) , ,rU r z t  и ( )(1) , ,zU r z t  связаны уравнением неразрывно-

сти и, используя (37), получим 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

(1) (1) (1)
0

0

1
, , , , exp . .z r r k r k

i
U r z t U r t U r t i k z к с

k r
ζ  = − ∂ + ⋅ − + 
 

. 

Тогда систему (13) можно привести к виду 

( ) ( )2(2) (2) (2) 2 (2)
12

1 1
, ,r r rr r r r rS U P U U k U f r k S

r r
ν   + ∂ − ∂ + ∂ − + =    

;   (39) 

( ) ( )2(2) (2) (2) 2 (2)
2

1
, ,z rr z r z zS U ik P U U k U i f r k S

r
ν  − − ∂ + ∂ − =  

;          (40) 

(2) (2) (2)1
0r r r zU U i k U

r
∂ + − = ;                                                            (41) 

( ) ( ) ( )2 2 221
0rr r k

r
∂ Φ + ∂ Φ − Φ = ;                                                        (42) 

0r → :                       (2)
rU < ∞ ;                  (2)

zU < ∞ ;                    (43) 

r → +∞ :                                    ( )2 0Φ → ;                                      (44) 

1r = :                           ( ) ( )2(2)
3 ,rU S f k Sξ− = ;                                 (45) 

( ) ( ) ( )2 2
4 ,r z zU i kU i f k S∂ − = ;                                                              (46) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22
52

4
2 1 ,r r rP U k f k S

r r

χ πχν ξ ξ − + ∂ + ∂ Φ + − − = 
 

; (47) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 (2)
6

4
( ) ,S S k f k S

r

πχ ξ δΦ − = Φ + ,                                       (48) 

где функции неоднородности определяются выражениями 
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( ) ( ) ( )( )
0

22 (1)
1 0

1
, , 2 2 ,r kf r k S k k U r t

r
π δ ζ  ≡ − ℑ −   

 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 (1) (1) (1)1
, 2 , ,r k r r k r kk U r t U r t U r t

r
δ ζ   − ℑ ∂ +     

; 

( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

2 (1) (1)
2 0 2

0

2 1 2
, , 2 , , ,rk rr r rkf r k S k k U r t r t U r t

k r r

π δ ζ
    ≡ − ℑ ∂ − ∂ − −      

 

( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 2(1) (1) (1)1
, , ,r r k r k rr r r kU r t k U r t U r t

r
δ ζ    −ℑ ∂ − ℑ ∂ + ∂         

; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ 0 0

12 (1)
3 0 1

, 2 2 2 1 ,k r r k r
f k S k k t U r tπ δ ζ ξ

=
 ≡ − − ℑ ∂ + −   

( ) ( ) ( ) }0 0

2 (1) (1)

1
,k r k

r
k t U r tδ ζ ξ

=

 − ℑ  
; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ 0 0

12 2 2 (1)
4 0 0 0

1
0

2
, 2 5 2 2 1 ,k rrr rr r r k

r
f k S k k t k k U r t

k

π δ ζ ξ
=

 ≡ − ℑ ∂ +∂ + − ∂ + + −
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) }0 0

2 1 2 2 (1)
0 0

1
3 2 2 1 ,k rrr rr r r k

r
k t k k U r tδ ζ ξ

=

 − ℑ ∂ +∂ − + ∂ − −  
; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )({ 0 0

12 2 (1)
5 0 0

1
, 2 2 2 2 1 ,k rr r r k

r
f k S k k t k U r tπ δ ζ ν ξ

=
 ≡ − − ℑ ∂ +∂ + − +
   

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) )0 0 0

22 1 1 12 2 2
0 0 0 0

1

1
2 4 3 2 2 ,

2 k k r k
r

H k H k k k P r tπχ ξ ξ
=

     + − − + − + ℑ +ℑ ∂ +       
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( 0 0

2 1 2 (1)
0

1
2 1 ,k r r k

r
k t k U r tδ ζ ν ξ

=

 + ℑ ∂ + − +  
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

22 1 1 12 2 2
0 0 0 0

1

1
2 4 2 2 ,

2 k k r k
r

H k H k k k P r tπχ ξ ξ
=

    + − − + − − ℑ +ℑ ∂           
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }0 0

2 221 12
6 0 0, 2 2 2 1 2 k kf k S H k k k kπ πχ δ ζ ξ δ ζ ξ   ≡ − − ℑ + ℑ     

; 

(49) 

Решение системы (39) – (48) начнем с электрической части 
задачи (42), (44), (48), определяющей потенциал поверхности и 
потенциал электростатического поля в окрестности струи:  

( )( ) ( )
0

22(2) (1)
0( ) 4 2 1S kS H k tπχ π ζ ξ Φ = − − ℑ  

;           (50) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

2 2 0
6

0

, , 1 4 , ,
K k r

r k S k k S f k S
K k

δ πχξΦ = − + ;    (51) 

Из уравнения неразрывности (41) выразим проекцию скорости 
( )(2) , ,zU r k S  

(2) (2) (2)1
z r r r

i
U U U

k r
 = − ∂ + 
 

;                                       (52) 

подставим в (40), откуда для ( ) ( )2 , ,P r k S  получим 

( )2 (2)
2 2

1 1
r r

S
P f U

k k r
 =− − ∂ + + 
 

 

2 2 (2)
2 2 2

2 1 1 1
rrr rr r rk k U

k r r r r

ν     + ∂ + ∂ − + ∂ − −        
.        (53) 

Наконец, подставляя выражения для ( )(2) , ,zU r k S  и 
( ) ( )2 , ,P r k S  в уравнение (39), получим обыкновенное неоднород-

ное дифференциальное уравнение четвертого порядка для оты-
скания функции ( )(2) , ,rU r k S : 
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2
2 2 (2)

1 22 2

1 1 1 1 1
rr r rr r r r

S k
k k U f f

r r r r kν ν
        ∂ + ∂ − + ∂ + ∂ − + − = + ∂                

;  

(54) 

Однородное уравнение (54) имеет четыре линейно независи-
мых решения: 

( )(2)
1rU I k r= ;      ( )(2)

1rU K k r= ; 

( )(2)
1rU I l r= ;      ( )(2)

1rU K l r= ,                       (55) 

где 2 2 1l k Sν −≡ + ; 1( )I x  и 1( )K x  – модифицированные функции 
Бесселя первого и второго рода. 

Определитель Вронского системы (55) записывается ком-
пактно 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1 1 1 1 2 2
, , ,

S
W I k r K k r I l r K l r

r ν
= , 

а частное решение уравнения (54), удовлетворяющее нулевым 
граничным условиям, можно выписать в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

(2)(*)
1 1 1 1

0

, ,
r

r

k
U r k S I k r K k K k r I k

S
τ τ= − − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2

1
, , , ,rI l r K l K l r I l f k S f k S d

k
τ τ τ τ τ τ + − + ∂  

. (56) 

Таким образом, общее решение уравнения (54) с учетом ус-
ловий ограниченности (43) будет иметь вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(2) (2)(*)
1 1, , , , , ,r rU r k S A k S I k r B k S K k r U r k S= + + ,  (57) 

где ( ),A k S , ( ),B k S  – произвольные постоянные.  

Подставляя (57) в (52) и (53), найдем неизвестные функции 

( )(2) , ,zU r k S  и ( ) ( )2 , ,P r k S : 
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( ) ( ) ( ) ( )( )(2) (2)(*)
0 0

1
, ,z r r

i
U A k S k I k B k S l I l U

k r
 = − + + ∂ + 
 

;  (58) 

( ) ( ) ( ) ( )2
0, ,

S
P r k S A S I k r

k
= − +  

2 2 (2)(*)
22 2 2

2 1 1 1 1
rrr rr r rl l U f

k r r r r k

ν     + ∂ + ∂ − + ∂ − − −        
.   (59) 

Граничные условия (45) – (47) после подстановки в них ре-
шений (51), (57) – (59) перепишутся в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 *
1 1 3

1
, , , , , ,r

r
A k S I k B k S I l S k S f k S U r k Sξ

=
+ − = −

(60) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 4, 2 , ,A k S k I k B k S l k I l k f k S+ + = − −  

( )( ) ( )2 (2)(*)

1
1 , ,rr r r r

k U r k S
=

− ∂ + ∂ + − ;                 (61) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
0 1 0 1

1
, 2 2 , 2A k S S k I k I k B k S l I l I l

k
ν ν ν + − + − + 

 
 

( ) ( ) ( )( )( )2 2 2, 4 1 1k S H k kξ πχ+ − + − =  

( ) ( ) ( ) ( )5 6 2 1

1
, , , ,

r
f k S H k f k S f r k S

k
χ

=
= + − +  

( ) ( )( ) ( )2 2 2 (2)(*)
2 1

2 2 1 1 , ,rrr rr r r r
l k l U r k S

k

ν
=

+ ∂ + ∂ − + + ∂ − − .     (62) 
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Система уравнений (60) – (62) представляет собой систему 
линейных неоднородных алгебраических уравнений относитель-
но величин ( ),A k S , ( ),B k S , ( ) ( )2 ,k Sξ . Подставляя в эту систему 

решение задачи первого порядка малости (37), (38), после гро-
моздких вычислений найдем выражение для коэффициента 

( ) ( )2 ,k Sξ  в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 22
0 1 2, 2 2 , 2 ,k S k k k S k k Sξ δ πζ ξ δ π ζ ξ= − − =  

( )
( ) ( )

( ) ( )
0 0

1
2

0 ( ) ( ) 2
, 1

,
2 2

,
nm

n m
n m k k

k S
k k

S S S S D k S

β
δ πζ

+∞

=

= − −
− −  

( )
( ) ( )

( ) ( )
0 0

2
2

( ) ( ) 2
, 1

,
2

,

nm

n m
n m

k k

k S
k

S S S S D k S

β
δ π ζ

+∞

=

−
− −

 ;            (63) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
1

1 1
1 0 2 1 1

0

, , ( , ) ( , )nm nmk S F r k T k S k I k T k S k I k K k rβ = − +    

( ) ( ) ( )1 0 2 1 1( , ) ( , )T k S k K k T k S k K k I k r+ + −    

( ) ( ) ( )1 0 2 1 1( , ) ( , )T k S l I l T k S l I l K l r− − −    

( ) ( ) ( )}1 0 2 1 1( , ) ( , )T k S l K l T k S l K l I l r r dr− + −    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2
1 0 1 2, ,n m m m n m

k ma a Y k S k S S G k b Y k S l a a Y kξ ξ ξ
 − − − + −   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0 0 3 0, , ,0,0 , , , ,0n m n m
m ma a Y k S k k a b Y k S l k η− + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0 3, , ,0, , , , ,m n n m
n n m n m na b Y k S k l b b Y k S l lη η η+ − ; 



258 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
1

2 2
1 0 2 1 1

0

, , ( , ) ( , )nm nmk S F r k T k S k I k T k S k I k K k rβ = − +    

( ) ( ) ( )1 0 2 1 1( , ) ( , )T k S k K k T k S k K k I k r+ + −    

( ) ( ) ( )1 0 2 1 1( , ) ( , )T k S l I l T k S l I l K l r− − −    

( ) ( ) ( )}1 0 2 1 1( , ) ( , )T k S l K l T k S l K l I l r r dr− + +    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

2
1 0 1 2, ,n m m m n m

k ma a V k S k S S G k b V k S l a a V kξ ξ ξ
 + − − − −  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0 0 3 0, , ,0 , , ,n m n m
m ma a V k S k k a b V k S l k η− + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0 3, , , , , ,n m n m
n n m n m nb a V k S k l b b V k S l lη η η+ − + ; 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )1
1 0 0 0 1 0

1 0 1 0

1
, 2

n m

nm

a a
F r k I k r k k k I k r

I k I k r


≡ − −


 

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 1
1

1
3 2

m

m m m m m
m

b
l I l r k k k I l r

I l r
η η

 − − − − + 
 

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )1 0 0 0 0 0 1 0
1 1 0

1
2

n m

n n n
n

b a
I l r k I k r k k k I k r

I l I k r
η η

  + − + − −  
 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 1
1

1
3 2

m

m n m m n m m
m

b
l I l r k k k I l r

I l r
η η η η

 − − − − + −  
 

; 
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( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )2
1 0 0 0 0 0 02

1 0 1 0

1
, 2

n m

nm

a a
F r k I k r k k k k I k r

I k I k r

   ≡ + + −    
 

( ) ( )0 0 1 02

4 1
2k k k I k r

r r

 − + + −    
 

( )

( ) ( ) ( )0 0 02

1

2
2

m

m m m

m

b
l k k k I l r

rI l
η  − + + + −   

 

( ) ( )0 0 12

4 1
2m mk k k I l r

r r
η  − + + + −    

 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 02
1 1 0

2
2

n m

n n
n

b a
I l r k k k k I k r

I l I k r
η

   − + + + −    
 

( ) ( )0 0 1 02

4 1
2n k k k I k r

r r
η  − + + + −    

 

( )

( ) ( ) ( )0 0 02

1

2
2

m

m n m m

m

b
l k k k I l r

rI l
η η  − + + + + −   

 

( ) ( )0 0 12

4 1
2n m mk k k I l r

r r
η η  − + + + +    

;          ( )
0

n
n kSη ν≡ ; 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 , 3 1 3T k S x x S S k x G kν ν ≡ + + − +  ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 1 2, , 2 , 2 3T k S x g k S x g k S x S G kν≡ + + − + ; 
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( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 4 2 2
1 , 1 1 3 1g k S S k G k S k k k G kν  ≡ + − + + + − − +   

( )( ) ( ) ( )( )12 2 22 2 1k k S k G k G lν ν −+ + + − ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )12 2 2
2 , 2 2 1g k S S k k S k G k G lν ν ν −≡ + − + − ; 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2 2 2
1 0 0 02

0

, 2 5 2 2
S x

Y k S x S k S k x k k G k
k G x

ν≡ + + − − −  

( )( ) ( ) ( )( )12 2 2
0 02 5 2 4 1k x k kk S k G k G lν ν − − + − − + − +  

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2
0 0 0 0

0

1
3 4 2 2 1S k S k x k k x k G k

k
ν+ + + − + + + −  

( )( ) ( ) ( )( )12 2 2
0 02 3 2 4 1k x k kk S k G k G lν ν − − + − − + −  ; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 2 2 2
2 0 0 0 0 0

1
4 4 2 1 3 2 2

2
Y k S G k H k H k H k H k k kπχ ≡ − + − − + − +   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )2 2 2 2
3

0

1
, , , , 1Y k S x y z w S x G y G x y G x x

k k G x G y
≡ − + − +


  

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2
2 ,SG k y g k S G y x z wν + + − − 

 

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0 03 2 5 3 2G x z w k k k SG k G y x z w k k kν − − + − − − + − − 

 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2
0 012 4 4 2 ,G x z x w x k k k J k l

− + − + + −  
; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )
2

12 2 2
1 0 0

0

, 2 3 2 2 1
S x

V k S x Sk G k k x k S S k G k G l
k G x

ν ν − ≡ − − − − + − + 
 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2
0 0 0 0

0

1
2 1 4S k S k k G k k x k

k
ν+ − − + − − +  

( )( ) ( ) ( )( )12 2 2
0 02 2 4 1k x k kk S k G k G lν ν − + − + − + −  ; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 2 2 2
2 0 0 0 0 0

1
4 4 2 1 2 2

2
V k S G k H k H k H k H k k kπχ ≡ − + − − + − −   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
3

0

1
, , , 1V k S x y z S G k x G x G y

k k G x G y
≡ + +


 

( ) ( ) ( )( ) ( )(2 2 2
2 0 0, 2 2 2SG k y g k S G y x z k kk+ + + + + − ν  

( )( )) ( ) ( ) ( )(2 2 2
0 0 0 02 4 3 6 5 12G x z k kk SG k G y x z k kk− + + + − + + + −ν  

( ) ( ) ( ) ( )( )) ( )}2 2 2 2 2
0 0 04 2 ( 1) 4 2 2 24 ,G x z z x k k kk x J k l− + + + + + + +  ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 0 0 1 1 0,J k l k I k K k I k K k l I l K l I l K l≡ + − + ; 

Обратное преобразование Фурье для выражения (63) приведёт к 
результату 

( ) ( ) ( ) ( )2 21
, ,

2
i k zz S k S e d kξ ξ

π

∞
−

−∞

= =  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 22
0 1 2

1
2 2 , 2 ,

2
i k zk k k S k k S e d kδ πζ ξ δ π ζ ξ

π

∞
−

−∞

 = − − =    

( ) ( ) ( ) ( )0
22 222

1 0 22 , 0,i k zk S e k Sζ ξ ζ ξ−= − =  .               (64) 

Из вида выражения (63) с учётом (64) видно, что функция 
( ) ( )2

1 02 ,k Sξ  имеет особую точку 0=S , являющуюся полюсом 

второго порядка, бесконечное счетное число особых точек, кото-
рые определяются из условий ( )02 , 0D k S = , 

0 0

( ) ( ) 0n m
k kS S S− − = . 

Функция ( ) ( )2
2 0,k Sξ =  имеет бесконечное счетное число особых 

точек, определяющихся из условия и 
0 0

( ) ( ) 0n m
k kS S S− − = и являю-

щихся простыми полюсами, а точка 0=S  является для 
( ) ( )2
2 0,k Sξ =  полюсом четвёртого порядка (т.к. ( ) 20,D k S S= = ). 

Поскольку при ∞→S  выражение (63) стремится к нулю, то в вы-
ражении для обратного преобразования Лапласа можно восполь-
зоваться леммой Жордана для левой полуплоскости и теоремой о 
вычетах. Тогда формула обращения примет вид 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )

1

1
( ) exp( ) exp

2

i j j
n ni

j

f t f S S t dS res f S S t
i

γ

γπ

+∞+ ∞

− ∞
=

= ⋅ = ⋅ ,   

(65) 

где суммирование ведется по корням уравнений ( )02 , 0D k S = , 

0 0

( ) ( ) 0n m
k kS S S− − = , 

0 0

( ) ( ) 0n m
k kS S S− − =  и 0S = . 

Применяя формулу (65) к (63) с учётом (64) для коэффициен-
та ( ) ( )2 ,z tξ , получим 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
0 0

1

2 2 0

( ) ( ) 2
, 1 0

0,
,

2

S nm
S

n m
n m k k

k S
z t

S S k

β
ξ ζ

ω

+∞
=

=

 ∂ == − +
+

  

( ) ( )
( ) ( )

( )0 0

0 0

0 0 0 0

1 ( ) ( )
0 ( ) ( )

2( ) ( ) ( ) ( )
0

2 ,
exp

2 ,

n m
nm k k n m

k k
n m n m

k k k k

k S S
S S t

S S D k S S

β +
 + + + + +
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( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )0

0

0 0 0 0
2 0

1
0 2

22
( ) ( )1

2 2 0

2 ,
exp

2 , j
k

j
nm k j

k
j jn mj
k k k k S S S

k S
S t

S S S S D k S

β∞

=
=


 + − 

− − ∂ 


  

( ) ( ) ( )
( )0 0

23
2

30 ( ) ( )
, 1

0, exp1
lim

6
nm

S n m
n m

k k

k S S t

S S S S

β
ζ

+∞

→=

  
=∂  − +  ∂ − −   

  

( ) ( )
( ) ( )0 0

0 0

0 0

2 ( ) ( )

( ) ( )
4

( ) ( )

0,
exp

n m
nm k k

n m
k k

n m
k k

k S S
S S t

S S

β = +  + +   +


,            (66) 

где ( )
02

j
kS  – корень дисперсионного уравнения ( )02 , 0D k S = . 

6. Подставляя выписанное выражение для ( )(2) ,z tξ  и коэф-

фициент ( )(1) ,z tξ , который определяется выражением (37), (38), в 

(1) с учётом (10), можно найти явный вид функции ( ),z tξ  и оп-

ределить форму образующей нелинейно осесимметрично осцил-
лирующей струи вязкой несжимаемой электропроводной жидко-
сти  как функцию времени и координаты z :  

( ) ( ) ( )(1) 2 (2), 1 , ,r z t z t z tε ξ ε ξ= + + =  

( ) ( ) ( )
0

( )
0

1

1 exp expn n
k

n

a S t i k zξε ζ
+∞

=

 = + − +  
  

( ) ( )
( ) ( )

0 0

1

2 2 0

( ) ( ) 2
, 1 0

0,

2

S nm
S

n m
n m k k

k S

S S k

β
ε ζ

ω

+∞
=

=

 ∂ =+ − +
+

  
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( ) ( )
( ) ( )

( )0 0

0 0

0 0 0 0

1 ( ) ( )
0 ( ) ( )

2( ) ( ) ( ) ( )
0

2 ,
exp

2 ,

n m
nm k k n m

k k
n m n m

k k k k

k S S
S S t

S S D k S S

β +
 + + + + +

 

( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )0

0

0 0 0 0
2 0

1
0 2

22
( ) ( )1

2 2 0

2 ,
exp

2 , j
k

j
nm k j

k
j jn mj
k k k k S S S

k S
S t

S S S S D k S

β∞

=
=


 + − 

− − ∂ 


  

( ) ( ) ( )
( )0 0

23
22

30 ( ) ( )
, 1

0, exp1
lim

6
nm

S n m
n m

k k

k S S t

S S S S

β
ε ζ

+∞

→=

  
=∂  − +  ∂ − −   

  

( ) ( )
( ) ( )0 0

0 0

0 0

2 ( ) ( )

( ) ( )
4

( ) ( )

0,
exp

n m
nm k k

n m
k k

n m
k k

k S S
S S t

S S

β = +  + +   +


 .           (67) 

Таким образом, найдено корректное аналитическое асимпто-
тическое решение во втором порядке малости для формы нели-
нейно-осциллирующей поверхностно заряженной струи электро-
проводной вязкой несжимаемой жидкости. 
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