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� Íåò, � îòâåòèëà Ìàðãàðèòà, � áîëåå âñåãî ìåíÿ ïîðàæàåò,

ãäå âñå ýòî ïîìåùàåòñÿ.� Îíà ïîâåëà ðóêîé, ïîä÷åðêèâàÿ

ýòèì íåîáúÿòíîñòü çàëà. Êîðîâüåâ ñëàäêî óõìûëüíóëñÿ,

îò÷åãî òåíè øåâåëüíóëèñü â ñêëàäêàõ ó åãî íîñà.

� Ñàìîå íåñëîæíîå èç âñåãî! - îòâåòèë îí. � Òåì, êòî õîðîøî

çíàêîì ñ ïÿòûì èçìåðåíèåì, íè÷åãî íå ñòîèò ðàçäâèíóòü

ïîìåùåíèå äî æåëàåìûõ ïðåäåëîâ. Ñêàæó âàì áîëåå,

óâàæàåìàÿ ãîñïîæà, äî ÷åðò çíàåò êàêèõ ïðåäåëîâ!

Ì.Áóëãàêîâ. Ìàñòåð è Ìàðãàðèòà

Ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà âîçíèêëî èç ïîòðåáíîñòåé âû÷èñëåíèé è
áûëî ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåíèåì êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà
êàê ÷èñëà ¾ìíèìîãî¿. Ïåðåõîä îò ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ê áîëåå øè-
ðîêîìó àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîìó ïîëþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îêàçàëñÿ åäèí-
ñòâåííî âîçìîæíûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîñòðîåíèå
òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è ðàçâèòèå ìåòîäîâ êîìïëåêñ-
íîãî àíàëèçà äàëè ìîùíûé àïïàðàò êàê äëÿ èññëåäîâàíèé ðàçëè÷íûõ ðàç-
äåëîâ ìàòåìàòèêè, òàê è ðåøåíèÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ìåòîäû êîì-
ïëåêñíîãî àíàëèçà îêàçàëèñü âåñüìà ýôôåêòèâíûìè ïðè âû÷èñëåíèè èíòå-
ãðàëîâ, ïîëó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê, èññëåäîâàíèè ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåíèè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Îíè îêàçà-
ëèñü óäîáíûìè äëÿ îïèñàíèÿ ïëîñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, íàøëè ïðèìåíåíèå
â ãèäðîäèíàìèêå, òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé. Òàêæå íàøëè øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, òåîðèè ñèãíàëîâ, òåîðèè
èçîáðàæåíèé è äð. îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè.

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñîñòàâëÿåò îñ-
íîâó ÷èòàåìîãî àâòîðîì êóðñà ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç¿ è ñîäåðæèò îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâó êîìïëåêñíîãî
àíàëèçà. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíà ïðèëîæåíèÿì êîìïëåêñíîãî àíà-
ëèçà ê èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ðàññìîòðåíû ïðèëîæå-
íèå êîìïëåêíîãî àíàëèçà ê êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèÿì è èññëåäîâàíèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íóëåé ïîëèíîìîâ è êâàçèïîëèíîìîâ; ïðèëîæåíèå òåîðèè àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-
ïëàñà è áàãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ; ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì � ïîñòðîåíà ïîëóãðóïïà
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëÿþùàÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì.

Ïðè íàïèñàíèè ïîñîáèÿ èñïîëüçîâàëèñü çàìå÷àòåëüíûå ó÷åáíèêè è ìî-
íîãðàôèè [1�6]. Ïîìîùü â íàïèñàíèè ïîñîáèÿ òàêæå îêàçàë íåçðèìûé ãåíèé
Ì.Áóëãàêîâà.



Ãëàâà 1.

Ýëåìåíòû
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà

1.1. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

1.1.1. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì z áóäåì íàçûâàòü ïàðó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
(x, y) ñ óñòàíîâëåííûì ïîðÿäêîì èõ ñëåäîâàíèÿ è ôîðìîé çàïèñè z = (x, y).

Ïåðâîå ÷èñëî x ïàðû (x, y) íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ x = Re z, âòîðîå ÷èñëî y ïàðû (x, y) íàçûâàåòñÿ
ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ y = Im z.

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà z1 = (x1, y1) è z2 = (x2, y2) ðàâíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x1 = x2, y1 = y2, ò. å. êîãäà èõ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè
ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè.

Ñóììîé äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = (x1, y1) è z2 = (x2, y2) íàçîâåì
êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y), â êîòîðîì x = x1 + x2, y = y1 + y2, îáîçíà÷àÿ
ïðè ýòîì z = z1 + z2. Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè âûïîëíèìû êîììóòàòèâíûé è
àññîöèàòèâíûé çàêîíû ñëîæåíèÿ, ò. å. z1 + z2 = z2 + z1, (z1 + z2) + z3 = z1 +
+ (z2 + z3). ×èñëî z = (0, 0) íàçûâàåòñÿ íóëåì è îáîçíà÷àåòñÿ 0. Î÷åâèäíî,
÷òî z = z + 0 äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
÷èñëî, îáëàäàþùåå òàêèì ñâîéñòâîì.

Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1 = (x1, y1) è z2 = (x2, y2) íàçî-
âåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y), â êîòîðîì x = x1x2−y1y2, y = x1y2 +x2y1.

6
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Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè âûïîëíåíû êîììóòàòèâíûé è àññîöèàòèâíûé çàêî-
íû óìíîæåíèÿ, ò. å. z1 · z2 = z2 · z1, (z1 · z2) · z3 = z1 · (z2 · z3). ×èñëî 1 = (1, 0)
íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé. Î÷åâèäíî, ÷òî z = z · 1 äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî
÷èñëà. ×èñëî, îáëàäàþùåå òàêèì ñâîéñòâîì, åäèíñòâåííî.

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà z = (x, 0) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè. Êàê ñëå-
äóåò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
äëÿ òàêèõ ÷èñåë ñîõðàíÿþòñÿ èçâåñòíûå ïðàâèëà äåéñòâèé íàä äåéñòâèòåëü-
íûìè ÷èñëàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî âèäà z = (0, y) íàçûâàåòñÿ ìíèìûì. Äëÿ ÷èñëà (0, 1)
èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë i, è îíî íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé. Ëåãêî ïðîâåðÿ-
åòñÿ, ÷òî i · i = i2 = (−1, 0) = −1. Ýòî ÷èñëî ïîçâîëÿåò ïðèäàòü çàïèñè
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè z = (x, y) = (1, 0)x +
+(0, 1)y = 1 ·x+ iy = x+ iy è ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ.

Îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ñëîæåíèþ, íàçûâàåòñÿ âû÷èòàíèåì êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y) íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
z1 è z2, åñëè x = x1 − x2, y = y1 − y2.

Îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ óìíîæåíèþ, íàçûâàåòñÿ äåëåíèåì êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
z1 = (x1, y1) è z2 = (x2, y2), åñëè z1 = z ·z2, ò. å. x2x−y2y = x1, y2x+x2y = y1.
Òàêèì îáðàçîì, x è y îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû ñ îïðåäåëåíèåì x2

2 + y2
2 6= 0. Ñ íåîáõîäèìîñòüþ èìååì

z =
z1

z2
= (

x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

,
y1x2 − y2x1

x2
2 + y2

2

).

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî âèäà z̄ = x − iy íàçûâàåòñÿ êîìëåêñíî ñîïðÿæåííûì
÷èñëó z = x+ iy.

Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ââåäåííûìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè,
îáëàäàþùèìè ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ñâîéñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé, èìåíóåìîé ïîëåì. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðå-
íèåì ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à òàêæå íåïðåðûâíûì ïîëåì (â ñìûñëå
ïîëíîòû), ò. ê. åãî îïðåäåëåíèå îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ïîëÿ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Â îòëè÷èå îò ïîëÿ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì. Ïîëå
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé C.
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1.1.2. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü è åå òîïîëîãèÿ

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî âèäà z = (x, y) óäîáíî îáîçíà÷àòü òî÷êîé íà äåêàð-
òîâîé ïëîñêîñòè xOy. Òàêóþ ïëîñêîñòü, â êîòîðîé îñü àáñöèññ îáîçíà÷àåò
äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, à îñü îðäèíàò � ìíèìóþ ÷àñòü
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, íàçûâàþò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ. Ïðè òàêîé ãåî-
ìåòðèçàöèè ïîëÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè è òî÷êàìè ïëîñêîñòè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà ïëîñêîñòè èíîãäà óäîáíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (ρ, ϕ), ãäå ρ � ïîëÿðíûé ðàäèóñ, ðàâíûé
ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò (òî÷êà O), ϕ � ïîëÿðíûé óãîë �
óãîë ìåæäó îñüþ Ox è ïîëÿðíûì ðàäèóñîì, îòñ÷èòûâàåìûé â íàïðàâëåíèè
ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Èç ñâÿçè äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò èìååì

z = (x, y) = (ρ cosϕ, ρ sinϕ) = ρ(cosϕ+ i sinϕ). (1.1)

Ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z â âèäå (1.1) íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîé, ïðè ýòîì ρ íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, ϕ � àðãóìåíòîì
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:

ρ = |z|, ϕ = arg z, tgϕ =
y

x
, ρ = |z| = (x2 + y2)1/2 = (z · z̄)1/2.

Àðãóìåíò z îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî êðàò-
íîãî 2π. Íèæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

Arg z = arg z + 2πk (k = 0,±1, · · · ), 0 ≤ arg z < 2π. (1.2)

Äëÿ |z| ñïðàâåäëèâû ëåãêî ïðîâåðÿåìûå, ñîãëàñíî (1.1), íåðàâåíñòâà:

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|, |z1| − |z2| ≤ |z1 − z2|.

Ìíîæåñòâî òî÷åê z ∈ C, ëåæàùèõ âíóòðè îêðóæíîñòè ðàäèóñà ε ñ öåí-
òðîì â òî÷êå z0 (|z − z0| < ε), áóäåì íàçûâàòü ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè z0 è
îáîçíà÷àòü u(z0, ε).

Êðèâîé Γ íàçîâåì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [a, b] äåéñòâèòåëü-
íîé îñè â C. Ò. å. êðèâàÿ � ýòî êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ z = z(t) =
= x(t) + iy(t) äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî t, íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷-
êå t0 ∈ [a, b] â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñò-
íîñòü |t − t0| < δ òî÷åê t ∈ [a, b], äëÿ êîòîðûõ |z(t) − z(t0)| < ε. Òî÷êà
z(a) íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êðèâîé, òî÷êà z(b) � åå êîíöîì. Åñëè îòîáðàæåíèå
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z(t) : [a, b] → C âçàèìíî îäíîçíà÷íîå, òî òàêóþ êðèâóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü
æîðäàíîâîé. Êðèâóþ íàçîâåì çàìêíóòîé, åñëè z(a) = z(b). Åñëè äåéñòâè-
òåëüíûå ôóíêöèè x(t) è y(t) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè íà
[a, b] è x′(t)2 + y′(t)2 6= 0 (â êîíöàõ îòðåçêà íåðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ äëÿ
îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ), òî òàêóþ êðèâóþ áóäåì íàçûâàòü ãëàäêîé.
Êðèâóþ, ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàäêèõ êðèâûõ, áóäåì íàçûâàòü
êóñî÷íî-ãëàäêîé. Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ êðèâàÿ èìååò êîíå÷íóþ äëèíó.

Îáëàñòüþ Ω áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî òî÷åê z ∈ C, îáëàäàþùèõ ñëå-
äóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• äëÿ ëþáîé òî÷êè z0 ∈ Ω ñóùåñòâóåò ε-îêðåñòíîñòü u(z0, ε), ïðèíàäëå-
æàùàÿ Ω (z0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà Ω);

• äëÿ ëþáûõ òî÷åê z1, z2 ∈ Ω ñóùåñòâóåò ëåæàùàÿ â Ω êðèâàÿ Γ ñ êîí-
öàìè â z1 è z2 (ñâÿçíîñòü îáëàñòè).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {zn} áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå â C ìíîæåñòâà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n = 1, 2, ....

Òî÷êó z∗ ∈ C íàçîâàåì ïðåäåëüíîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}, åñ-
ëè â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè u(z∗, ε) òî÷êè z∗ íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn}, èìåþùóþ åäèí-
ñòâåííóþ ïðåäåëüíóþ òî÷êó z∗, áóäåì íàçûâàòü ñõîäÿùåéñÿ è îáîçíà÷àòü
limn→∞ zn = z∗.

Òî÷êè z∗ ∈ C, íå ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè Ω, íî ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäåëüíû-
ìè äëÿ åå òî÷åê, íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè îáëàñòè Ω è îáîçíà÷àþò-
ñÿ ΓΩ. Ìíîæåñòâî ΓΩ∪Ω íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì îáëàñòè Ω è îáîçíà÷àåòñÿ
Ω. Åñëè ΓΩ � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, òî ìíîæåñòâî Ω íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì.
×èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ΓΩ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ñâÿçíîñòè îáëàñòè Ω.

Ïîä ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòüþ áóäåì ïîíèìàòü îáëàñòü, èìåþùóþ êîíå÷-
íûé ïîðÿäîê ñâÿçíîñòè. Ãðàíèöó îáëàñòè áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ãëàäêîé,
åñëè îíà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ.

Ìíîæåñòâî Ω áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò êðóãKR =
= {z : |z| < R} òàêîé, ÷òî Ω ⊂ KR.

Ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îáõîäà îáëàñòè ïî ãðàíèöå áóäåò ñ÷èòàòü-
ñÿ òàêîå, ïðè êîòîðîì îáëàñòü îñòàåòñÿ ñëåâà.

Ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} (zn = (xn, yn)) ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {xn} è {yn}.
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Óòâåðæäåíèå 1.2. (Êðèòåðèé Êîøè1)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå N(ε), ÷òî |zn−zn+m| < ε ïðè n > N(ε)
è ëþáîì m ≥ 0.

Óòâåðæäåíèå 1.3. Èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn}, ò.
å. òàêîé, ÷òî |zn| ≤M , ãäå M > 0, ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü óäîáíî êîìïàêòèôèöèðî-
âàòü. Ýòî äåëàåòñÿ äîáàâëåíèåì áåñêîíå÷íîé òî÷êè z = ∞. Â îòëè÷èå îò
êîíå÷íûõ òî÷åê, áåñêîíå÷íàÿ òî÷êà íå ó÷àñòâóåò â àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöè-
ÿõ.

Êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, ïîïîëíåííóþ áåñêîíå÷íîé òî÷êîé, áóäåì íàçû-
âàòü çàìêíóòîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ è îáîçíà÷àòü C.

1.1.3. ×èñëîâûå ðÿäû

Âûðàæåíèå âèäà
∞∑
j=1

aj, (1.3)

ãäå aj � çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëîâûì ðÿäîì.

Ðÿä (1.3) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî

÷àñòè÷íûõ ñóìì {sn}, sn =
n∑
j=1

aj. Ïðåäåë s ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} íàçû-

âàåòñÿ ñóììîé ðÿäà (1.3). Ïðè ýòîì ðÿä
∞∑

j=n+1

aj íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì ðÿäà,

åãî ñóììà îáîçíà÷àåòñÿ rn, s = sn + rn.
Ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 1.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé êðèòåðèé Êîøè ñõî-

äèìîñòè ðÿäà (1.3).
Ðÿä (1.3) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæ-

íî óêàçàòü òàêîé íîìåð N , ÷òî ïðè n ≥ N è ëþáîãî m ≥ 0 |
n+m∑
j=n

aj| < ε.

1 Êîøè Îãþñòåí Ëóè (ôð. Augustin Louis Cauchy, 1789�1857) � âåëèêèé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê
è ìåõàíèê. Ðàçðàáîòàë ôóíäàìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âí¼ñ îãðîìíûé âêëàä â àíàëèç, àëãåáðó,
ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó. Îäèí èç îñíîâîïîëîæíèêîâ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Åãî èìÿ âíåñåíî â ñïèñîê
âåëè÷àéøèõ ó÷¼íûõ Ôðàíöèè, êîòîðûé ïîìåù¼í íà ïåðâîì ýòàæå Ýéôåëåâîé áàøíè.
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Ðÿä (1.3) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
j=1

|aj|. (1.4)

Îòìåòèì, ÷òî ñ ðÿäàìè âèäà (1.3) ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ ðÿäîâ ïî àíàëîãèè ñ ðÿäàìè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèè Äàëàìáåðà2 è Êîøè, îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäè-
ìîñòü ðÿäà (1.4) è òåì ñàìûì ðÿäà (1.3).

Ðÿä (1.4) ñõîäèòñÿ, åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N äëÿ âñåõ j ≥
≥ N |aj+1/aj| ≤ q < 1. Åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N äëÿ âñåõ
j ≥ N |aj+1/aj| ≥ 1, òî ðÿä (1.4) ðàñõîäèòñÿ.

Ðÿä (1.4) ñõîäèòñÿ, åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N äëÿ âñåõ j ≥
≥ N j

√
|aj| ≤ q < 1. Åñëè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N äëÿ âñåõ j j

√
|aj| ≥ 1,

òî ðÿä (1.4) ðàñõîäèòñÿ.

1.1.4. Ñôåðà Ðèìàíà

Èíîãäà âìåñòî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èñïîëüçóþò èõ ñôåðè÷å-
ñêîå èçîáðàæåíèå. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oξηζ, îñè Oξ, Oη êîòîðîé ñîîòâåòñòâåííî
ñîâïàäàþò ñ îñÿìè Ox è Oy êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, è ðàññìîòðèì â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå ñôåðó S

ξ2 + η2 + ζ2 = ζ (1.5)

äèàìåòðà 1, êàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòè Oxy â òî÷êå x = y = 0. Ýòà ñôåðà íîñèò
íàçâàíèå ñôåðû Ðèìàíà3. Êàæäîé òî÷êå z = (x, y) êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
íà ñôåðå Ðèìàíà ïîñòàâèì òî÷êó Z = (ξ, η, ζ) ïåðåñå÷åíèÿ S ñ ëó÷îì, ñîåäè-
íÿþùèì òî÷êó z ∈ C c ¾ñåâåðíûì¿ ïîëþñîì ñôåðû N = (0, 0, 1) (ñì. ðèñ.
1.1). Òàêîå ñîîòâåòñòâèå z ←→ Z íàçûâàåòñÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé.
Óðàâíåíèå ëó÷à Nz : ξ = xt, η = yt, ζ = 1−t ïîäñòàâèì â (1.5). Â ðåçóëüòàòå
èìååì x2t2 +y2t2 +(1− t)2 = (1−t). Îòñþäà ïîëó÷èì ðàâåñòâî (1+ |z|2)t = 1

2 Äàëàìáåð Æàí Ëåðîí (ôð. Jean Le Rond D'Alembert, 1717�1783) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ìå-
õàíèê è ôèëîñîô-ïðîñâåòèòåëü. Ñôîðìóëèðîâàë ïðàâèëà ñîñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ñèñòåì. Îáîñíîâàë òåîðèþ âîçìóùåíèÿ ïëàíåò. Èìååò òðóäû ïî ìàòåìàòè÷å-
ñêîìó àíàëèçó, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ðÿäîâ, àëãåáðå.

3 Ðèìàí Ãåîðã Ôðèäðèõ Áåðíõàðä (íåì. Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826�1866) � íåìåöêèé
ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è íîâàòîðñêèìè
òåîðèÿìè â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.
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Ðèñ. 1.1. Ñôåðà Ðèìàíà

è óðàâíåíèÿ ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè:

ξ =
x

(1 + |z|2)
, η =

y

1 + |z|2)
, ζ =

|z|2

(1 + |z|2)
. (1.6)

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (1.6) íàõîäèì 1− ζ = (1 + |z|2)−1
. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî

â ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà (1.6), èìååì

x =
ξ

1− ζ
, y =

η

(1− ζ)
. (1.7)

Èç (1.6) è (1.7) âèäíî, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ z ←→ Z óñòà-
íàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïëîñêîñòè C
è òî÷êàìè S\N . Òî÷êå N íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíà òî÷êà ïëîñêîñòè. Ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå N áåñêîíå÷íóþ òî÷êó z = ∞. Òàêèì îáðàçîì,
óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè C è S.

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Ïðè ñòåðåîãðà-
ôè÷åñêîé ïðîåêöèè âñÿêàÿ îêðóæíîñòü â ïëîñêîñòè C ïåðåõîäèò â îêðóæ-
íîñòü íà S. Çäåñü îêðóæíîñòü ïîíèìàåòñÿ â øèðîêîì ñìûñëå � â îêðóæíîñòè
âêëþ÷íû ïðÿìûå, êàê îêðóæíîñòè áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà. Äåéñòâèòåëüíî,
îáùèé âèä îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè Oxy èìååò âèä

A(x2 + y2) +Bx+ Cy +D = 0,

ãäå A,B,C,D � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, A > 0, B2 + C2 > 4AD. Íà S, ñî-
ãëàñíî (1.7) è ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà |z|2 = ζ/(1− ζ), áóäåì èìåòü óðàâíåíèå

(Aξ +Bξ + Cη)/(1− ζ) +D = 0,
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èëè
Bξ + Cη + (A−D)ζ +D = 0. (1.8)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ â ïåðåñå÷åíèè ñî ñôå-
ðîé S äàåò èñêîìóþ îêðóæíîñòü. Îáðàòíî, âñÿêàÿ îêðóæíîñòü íà ñôåðå S
åñòü ðåçóëüòàò ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðû è ïëîñêîñòè, êîòîðóþ ëåãêî çàïèñàòü â
âèäå (1.8). Äàëåå âñå î÷åâèäíî.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ñîõðàíÿþòñÿ óãëû
ìåæäó ãëàäêèìè êðèâûìè, èñõîäÿùèìè èç îäíîé òî÷êè z∗ ïëîñêîñòè è Z∗
ñôåðû ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ ñ ó÷åòîì ïðåîáðàçîâàíèé
(1.6) (1.7).

1.1.5. Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

Ïîíÿòèå àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå Ω ⊂ C êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z çà-
äàíà ôóíêöèÿ w = f(z), åñëè çàäàí çàêîí, ïî êîòîðîìó êàæäîé òî÷êå z ∈ Ω
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííàÿ òî÷êà èëè ñîâîêóïíîñòü òî÷åê êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè w. Ìíîæåñòâî òî÷åê Ω íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ. Ìíîæåñòâî G òî÷åê âèäà w = f(z), z ∈ Ω ïëîñêîñòè w íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè f(z).

Ïóñòü w = f(z) � îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè z = z0. Ôóíêöèÿ
f(z) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå z0, åñëè äëÿ ∀ε > 0,∃δ > 0, |z − z0| <
< δ ⇒ |f(z0)− f(z)| < ε.

Îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ w = f(z), îòîáðàæàþùàÿ Ω â G, íàçûâàåòñÿ îäíî-
ëèñòíîé, åñëè äëÿ ëþáîé z1, z2 ∈ Ω èç óñëîâèÿ z1 6= z2 ñëåäóåò f(z1) 6= f(z2).

Îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(z), îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = x0 +
+ iy0, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z0, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
= f ′(z0), (1.9)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0.
Âûâåäåì óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(z) = u(x, y) +

+ iv(x, y), (z = x + iy) â òåðìèíàõ ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y). Âîñïîëüçó-
åìñÿ óñëîâèåì íåçàâèñèìîñòè ïðåäåëà (1.9) îò ñïîñîáà ïðèáëèæåíèÿ ê íóëþ
ïåðåìåííîé ∆z = ∆x+ i∆y. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆z = ∆x. Òîãäà èìååì

f ′(z0) = lim
∆x→0

u(x0 + ∆x, y0)− u(x0, y0)

∆x
+i lim

∆x→0

v(x0 + ∆x, y0)− v(x0, y0)

∆x
=

= ux(x0, y0) + ivx(x0, y0). (1.10)
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Àíàëîãè÷íî ïðè ∆z = i∆y èìååì

f ′(z0) = lim
∆y→0

u(x0, y0 + ∆y)− u(x0, y0)

i∆y
+ lim

∆y→0

v(x0, y0 + ∆y)− v(x0, y0)

∆y
=

= −iuy(x0, y0) + vy(x0, y0). (1.11)

Ñîïîñòàâëÿÿ (1.10) è (1.11), èìååì ðàâåíñòâà:

ux(x0, y0) = vy(x0, y0), uy(x0, y0) = −vx(x0, y0), (1.12)

êîòîðûå íîñÿò íàçâàíèå óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà.
Ïîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) ÿâëÿ-

þòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè â òî÷êå (x0, y0) è óäîâëåòâîðÿþò â ýòîé òî÷êå
óñëîâèÿì (1.12). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y)+iv(x, y) êîìïëåêñíî-
ãî ïåðåìåííîãî z = x+ iy ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z0 = x0 + iy0.
Â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) ìîæíî çàïèñàòü

u(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− u(x0, y0) = ux(x0, y0)∆x+ uy(x0, y0)∆y + ξ(∆x,∆y),

v(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− v(x0, y0) = vx(x0, y0)∆x+ vy(x0, y0)∆y + η(∆x,∆y),

ãäå

lim
∆x,∆y→0

ξ(∆x,∆y)/(∆x2 + ∆y2)
1/2

= 0, lim
∆x,∆y→0

η(∆x,∆y)/(∆x2 + ∆y2)
1/2

= 0.

Ñ ó÷åòîì (1.12) èìååì

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
= ux(x0, y0)

∆x+ i∆y

∆x+ i∆y
+

+ vx(x0, y0)
i∆x−∆y

∆x+ i∆y
+
ξ(∆x,∆y) + iη(∆x,∆y)

∆x+ i∆y
=

= ux(x0, y0) + ivx(x0, y0) +
ξ(∆x,∆y) + iη(∆x,∆y)

(∆x2 + i∆y2)1/2
· ∆x− i∆y

(∆x2 + i∆y2)1/2
.

Óñòðåìëÿÿ ∆z → 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî f ′(z0) = vx(x0, y0) + ivx(x0, y0). Îò-
ñþäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.4. Ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), (z = x + iy) äèô-
ôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 = x0 + iy0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ýòîé
òî÷êå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû è óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì (1.12).
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Îòìåòèì âàæíîñòü óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé u(x, y) è
v(x, y) â óòâåðæäåíèè 1.4. Ýòî ïîêàæåì íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå, ïðèâåäåí-
íîì â [1, ñ. 74]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(z) =

{
e−1/z4, z 6= 0,

0, z = 0.

Â òî÷êå z = 0 èìååì

ux + ivx = lim
∆x→0

e−1/∆x4/∆x = 0, uy + ivy = lim
∆y→0

e−1/∆y4/∆y = 0.

Îòñþäà â òî÷êå z=0

ux = vy = 0, uy = −vx = 0,

ò. å. óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà âûïîëíåíû. Îäíàêî ôóíêöèÿ f(z) íå áóäåò äèô-
ôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z=0. Äåéñòâèòåëüíî, âûáðàâ ñòðåìëåíèå ê òî÷êå
z = 0 âäîëü íàïðàâëåíèÿ x = y, èìååì

z = x + iy = (1 + i)x, z4 = −4x4, f(z) = e1/(4x4) → ∞, x → ∞.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ôóíêöèÿ f(z) íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé â
îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0, îäíàêî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà.

Êàê îòìå÷åíî â [1, ñ. 75], äëÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå ôóíêöèè f(z) âû-
ïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà â ýòîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé â ýòîé òî÷êå. Â
äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî â òî÷êå, áóäåì åå ïîíèìàòü ñ ó÷åòîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç (1.9) ñëåäóåò âûðàæåíèå

∆w = f(z0 + ∆z)− f(z0) = f ′(z0)∆z + σ(∆z),

ãäå σ(∆z) = o(|∆z|) ïðè |∆z| → 0. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðó-
åìîñòè ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0, ìàëîå èçìåíåíèå âåëè÷èíû ∆z ïðèâîäèò ê
ìàëîìó èçìåíåíèþ ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî,
äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå z0 ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíîé.

Îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(z), äèôôåðåíöèðóåìóþ â êàæäîé òî÷êå îáëà-
ñòè Ω, áóäåì íàçûâàòü àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ôóíêöèåé.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñëåäóþùèå èç
îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷íîñòè.
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1. Åñëè f1(z) è f2(z) àíàëèòè÷åñêèå â Ω ôóíêöèè, òî èõ ñóììà è ïðîèç-
âåäåíèå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, à ôóíêöèÿ f1(z)/f2(z)
àíàëèòè÷åñêàÿ âñþäó, ãäå f2(z) 6= 0.

2. Åñëè w = f(z) àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ñî çíà÷åíèÿìè â îáëàñòè
G ïëîñêîñòè w, ζ = ϕ(w) àíàëèòè÷åñêàÿ â G ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèÿ
ζ = ϕ(f(z)) àíàëèòè÷åñêàÿ â Ω.

3. Ïóñòü w = f(z) àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ è â òî÷êå z0 ∈ Ω
|f ′(z0)| 6= 0. Òîãäà â îêðåñòíîñòè w0 = f(z0) îáëàñòè G îïðåäåëåíà
îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ z = g(w) è f ′(z0) = 1/g′(w0). Äåéñòâèòåëüíî, ïîêà-
æåì, ÷òî óðàâíåíèÿ u = u(x, y), v = v(x, y) (f(z) = u(x, y) + iv(x, y))
ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî u è v â îêðåñòíîñòè òî÷êè (u0, v0), u0 =
= (x0, v0), v0 = v(x0, y0). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè (ñì.,íàïðèìåð [7, ò.1 ñ. 455]):(

ux(x0, y0) uy(x0, y0)
vx(x0, y0) vy(x0, y0)

)
= ux(x0, y0)vy(x0, y0)− uy(x0, y0)vx(x0, y0) =

= ux
2(x0, y0) + vy

2(x0, y0) = |f ′(|z0|)2 6= 0.

Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0)
ñóùåñòâóþò îáðàòíûå ôóíêöèè x = x(u, v), y = y(u, v), z = g(w) =
= x(u, v) + iy(u, v). Ïðè ýòîì ∆z/∆w = 1/(∆w/∆z). Îòñþäà ñëåäóåò
íåïðåðûâíîñòü g′(z0).

4. Ïóñòü â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω çàäàíà äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü u(x, y)
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z). Òîãäà åå ìíèìàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé. Äåéñòâèòåëüíî, íà îñ-
íîâàíèè óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà

dv(x, y) = vx(x, y)dx+ vy(x, y)dy = −uy(x, y)dx+ ux(x, y)dy.

Îòñþäà

v(x, y) =

∫
γ

−uy1(x1, y1)dx1 + ux1(x1, y1)dy1 + v(x0, y0),

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â Ω è ñîåäè-
íÿþùàÿ òî÷êè (x0, y0) è (x, y) (ñì.,íàïðèìåð [7, ò.3 ñ. 50]).
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5. Ïóñòü f(z) = u(x, y) + iv(x, y) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ.
Ïóñòü u(x, y) = c, v(x, y) = c � ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé u(x, y), v(x, y).
Òîãäà ∇u = (ux, uy), ∇v = (vx, vy) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
(∇u,∇v) = uxvx + uyvy = −uxuy + uyux = 0. Òàê êàê ãðàäèåíò îð-
òîãîíàëåí ëèíèè óðîâíÿ, òî ëèíèè óðîâíÿ u(x, y) = c è v(x, y) = c
âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

1.1.6. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z). Âûáåðåì z0 ∈ Ω
è ïðîâåäåì ÷åðåç z0 ãëàäêóþ êðèâóþ γ1. Â ïëîñêîñòè w = u + iv îáðàçîì
îáëàñòè Ω, îòîáðàæàåìîé w = f(z), áóäåò îáëàñòü G, ïðè ýòîì w0 = f(z0)
è êðèâàÿ γ1 ïåðåéäåò â ãëàäêóþ êðèâóþ Γ1, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç w0. Ïóñòü
|f ′(z0)| 6= 0. Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆w

∆z
= ρ(cosα + i sinα) (0 ≤ α < 2π) (1.13)

è âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë åå ìîäóëÿ ρ è àðãóìåíòà α. Âûáåðåì â
(1.13) ∆z òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà z0 + ∆z äâèãàëàñü ïî êðèâîé γ1. Ïðè
ýòîì òî÷êà w0+∆w áóäåò, î÷åâèäíî, äâèãàòüñÿ ïî êðèâîé Γ1. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ (1.13) èìååì

ρ = lim
∆z→0

|∆w
∆z
|, α = lim

∆z→0
arg ∆w − lim

∆z→0
arg ∆z = Φ1 − ϕ1, (1.14)

ãäå Φ1, ϕ1 � óãëû, êîòîðûå îáðàçóþò êàñàòåëüíûå ê êðèâûì γ1 è Γ1 â òî÷êàõ
z0 è w0 ñ ïîëîæèòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè îñåé Ox è Ou ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ãëàäêóþ êðèâóþ γ2, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó z0 è
åå îáðàç Γ2. Óãëû, îáðàçîâàííûå êàñàòåëüíûìè ê ýòèì êðèâûì â òî÷êàõ z0

è w0 ñ ïîëîæèòåëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè îñåé Ox è Ou , îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî Φ2, ϕ2. Èç (1.14) ñëåäóåò, ÷òî α = Φ2−ϕ2. Îòñþäà èìååì ðàâåíñòâî
ϕ2 − ϕ1 = Φ2 − Φ1. Òàêèì îáðàçîì, óãîë ìåæäó äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ â
òî÷êå z0 ãëàäêèìè êðèâûìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ îáðàçàìè, ïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ â òî÷êå w0 = f(z0). Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ íå òîëüêî âåëè÷èíà óãëîâ,
íî è èõ íàïðàâëåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì ñî-
õðàíåíèÿ (êîíñåðâàòèçìà) óãëîâ.

Âåëè÷èíû |∆z| è |∆w| îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
òî÷êàìè z0 + ∆z è z0 è èõ îáðàçàìè w0 + ∆w è w0.
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Èç (1.14) èìååì

|∆w| = ρ|∆z|+ o(|∆z|). (1.15)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàâåíñòâà (1.15) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: îòîáðà-
æåíèå, îñóùåñòâëÿåìîå àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ôóíêöèåé f(z) è óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ f ′(z0) 6= 0, ïðåîáðàçóåò áåñêîíå÷íî ìàëûå ëèíåéíûå
ðàññòîÿíèÿ â ïîäîáíûå. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z0 îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé |f ′(z0)| 6= 0. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì
ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèé.

Îòîáðàæåíèå îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, îñóùåñòâëÿåìîå àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé w = f(z) íà îêðåñòíîñòè òî÷êè w0 = f(z0) è îáëàäàþùåå â òî÷êå
z0 ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ óãëîâ, èõ íàïðàâëåíèÿ è ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèé,
íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî f ′(z0) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
â îêðåñòíîñòè òî÷êè w0 îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ z = g(w), îñóùåñòâëÿþùàÿ âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îêðåñòíîñòè òî÷êè w0 íà îêðåñòíîñòü òî÷êè
z0. Ïðèìåíèòåëüíî ê îáëàñòè îïðåäåëåíèå êîíôîðìíîñòè âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå w = f(z) îáëàñòè Ω íà
îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ êîìôîðìíûì, åñëè îíî âî âñåõ òî÷êàõ z ∈ Ω îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ óãëîâ, èõ íàïðàâëåíèÿ è ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèé.

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå w = f(z) îáëàñòè Ω íà
îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ êîìôîðìíûì îòîáðàæåíèåì âòîðîãî ðîäà, åñëè îíî
âî âñåõ òî÷êàõ z ∈ Ω îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ óãëîâ è ïîñòîÿíñòâà
ðàñòÿæåíèé, à íàïðàâëåíèå óãëîâ ìåíÿåò íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Âûÿñíèì ñâîéñòâà ôóíêöèè f(z), îñóùåñòâÿþùåé êîíôîðìíîå îòîáðà-
æåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.5. Ôóíêöèÿ f(z) òîãäà è òîëüêî òîãäà îñóùåñòâëÿåò
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè Ω â îáëàñòü G, êîãäà f(z) ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íîé, îäíîëèñòíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â Ω è f ′(z0) 6= 0 äëÿ
âñåõ z ∈ Ω.

J Ïóñòü f(z) îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè Ω â îáëàñòü
G. Èç îïðåäåëåíèÿ êîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò îäíîçíà÷íîñòü è îä-
íîëèñòíîñòü ôóíêöèè f(z). Âûáåðåì òî÷êó z0 ∈ Ω. Ò. ê. f(z) ñîõðàíÿåò óã-
ëû è ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèé, òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê z1 è z2, ïðèíàäëåæàùèõ
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ε-îêðåñòíîñòè u(z0, ε) òî÷êè z0, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

|∆w2|
|∆z2|

=
|∆w1|
|∆z1|

= ρ 6= 0, arg ∆w2 − arg ∆w1 = arg ∆z2 − arg ∆z1,

∆wj = wj − w0,∆zj = zj − z0 (j = 1, 2). (1.16)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî (1.16) âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ε. Îòñþäà

arg
∆w2

∆z2
= arg

∆w1

∆z1
= α.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè ïî ε èìååì

∆w2

∆z2
=

∆w1

∆z1
= ρeiα. (1.17)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè z1, z2 ∈ u(z0, ε) è ðàâíîìåðíîñòè âûïîëíåíèÿ ðà-
âåíñòâ (1.16), (1.17)

lim
∆z→0

∆w

∆z
= f ′(z0), |f ′(z0)| = ρ 6= 0.

Òàê êàê z0 ïðîèçâîëüàÿ òî÷êà îáëàñòè Ω, òî f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
â îáëàñòè Ω ôóíêöèé.

Îáðàòíî. Åñëè f(z) îäíàçíà÷íàÿ è îäíîëèñòíàÿ â Ω ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ
|f ′(z0)| 6= 0, òî âî âñåõ òî÷êàõ îòîáðàæåíèe w = f(z) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì,
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, ñîõðàíÿåò óãëû è ïîñòîÿíñòâî ðàñòÿæåíèé. I

1.1.7. Ïîíÿòèå èíòåãðàëà ïî êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü â îáëàñòè Ω êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ f(z), à γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîé îáëàñòè, çà-
äàâàåìàÿ ôóíêöèåé z(t) = x(t) + iy(t) (a ≤ t ≤ b) è èìåþùàÿ äëèíó L.
Ðàçîáüåì êðèâóþ γ òî÷êàìè z0, z1, · · · , zn â ñîîòâåòñòâèè ñ âîçðàñòàíèåì t.
Îáîçíà÷èâ ∆zj = zj − zj−1, ñîñòàâèì ñóììó

Sn =
n∑
i=1

f(ζj)∆zj,

ãäå ζj � íåêîòîðàÿ òî÷êà íà ÷àñòè äóãè êðèâîé γ, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó
òî÷êàìè zj è zj+1. Îáîçíà÷èì ∆z = max1≤j≤n |∆zj|.
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Åñëè ïðè ∆z → 0 ñóùåñòâóåò ïðåäåë Sn, íå çàâèñÿùèé îò ðàçáèåíèÿ
êðèâîé γ è òî÷åê ζj, òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè
f(z) ïî êðèâîé γ è îáîçíà÷àåòñÿ ∫

γ

f(z)dz. (1.18)

Ñ ó÷åòîì z = x+ iy,∆zj = ∆xj + i∆yj, ζj = ξj + iηj, f(z) = u(x, y) + v(x, y)
âûðàæåíèå Sn ïðåäñòàâèì â âèäå

Sn =
n∑
j=1

u(ξj, ηj)∆xj − v(ξj, ηj)∆yj + i
n∑
j=1

u(ξj, ηj)∆xj + v(ξj, ηj)∆yj.

Óñòðåìëÿÿ òåïåðü ∆z → 0, ïîëó÷èì äëÿ (1.18) ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:∫
γ

f(z)dz =

∫
γ

u(x, y)dx− v(x, y)dy + i

∫
γ

u(x, y)dy + v(x, y)dx. (1.19)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà (1.18) ñâåëàñü ê çàäà÷å îïðå-
äåëåíèÿ äâóõ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà, âõîäÿùèõ â (1.19),
îò ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y) ïî êðèâîé γ â ïëîñêîñòè (x, y). Äëÿ èõ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ äîñòàòî÷íî (ñì., íàïðèìåð, [7, ò. 3 ñ. 22]), ÷òîáû ôóíêöèè u(x, y)
è v(x, y) áûëè íåïðåðûâíûìè íà êðèâîé γ , à êðèâàÿ γ � êóñî÷íî-ãëàäêîé.

Èç ñâîéñòâ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî ðîäà ñëåäóþò ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ âèäà (1.19):

1.
∫
γ+

f(z)dz = −
∫
γ−

f(z)dz, ãäå γ+ è γ− � êðèâàÿ γ, ïðîõîäèìàÿ â ïîëîæè-

òåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ.

2.
∫
γ

af(z)dz = a
∫
γ

f(z)dz, ãäå a � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.

3.
∫
γ1

f(z)dz +
∫
γ2

f(z)dz =
∫

γ1+γ2

f(z)dz.

4.
∫
γ

(f1(z) + f2(z))dz =
∫
γ

f1(z)dz +
∫
γ

f2(z)dz.

5. |
∫
γ

f(z)dz| =
∫
γ

|f(z)|ds, ãäå ds � äèôôåðåíöèàë äóãè êðèâîé γ, à èíòå-

ãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì
ïåðâîãî ðîäà.
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6.
∫
γ

f(z)dz =
∫
Γ

f(g(ξ))g′(ξ)dξ, ãäå g(ξ) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðå-

ìåííîé ξ, îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè êðèâîé Γ è âçàèìíî îäíîçíà÷-
íî îòîáðàæàþùàÿ êðèâóþ Γ íà êðèâóþ γ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êî-
ãäà êðèâàÿ γ çàäàåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé z(t), a ≤ t ≤ b, èìååì∫
γ f(z)dz =

∫ b
a f(z(t))z′(t)dt.

1.1.8. Òåîðåìà Êîøè

Èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(z) ïî çàäàííîé
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé γ, ñîåäèíÿþùåé äâå òî÷êè z0 è z1 îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè, ñëåäóåò çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà îò êðèâîé γ.
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: â êàêèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå èíòåãðàëà çà-
âèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷åê, à íå çàâèñèò îò êðèâîé γ?
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäå-
íèåì èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî,
êîòîðîå ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïîñìîòðåòü,
íàïðèìåð, â [7, ò. 3 ñ. 174].

Óòâåðæäåíèå 1.6. (Òåîðåìà Ãðèíà4) Ïóñòü ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) è
èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû â çàìêíóòîé îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè â Ω ⊂ R2 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé γ, òîãäà∫

γ

u(x, y)dx+ v(x, y)dy =

∫
Ω

(vx(x, y)− uy(x, y))dxdy. (1.20)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) àíàëèòè÷åñêàÿ â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω è èìååò â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè íåïðåðûâíóþ ïðî-
èçâîäíóþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) íåïðåðûâíû â Ω
âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì (1.12) (óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ (çàìêíóòûé êîí-
òóð), ëåæàùóþ â Ω è îãðàíè÷èâàþùóþ îáëàñòü G. Äëÿ èíòåãðàëà∫

γ

f(z)dz =

∫
γ

udx− vdy + i

∫
γ

vdx+ udy.

4 Ãðèí Äæîðäæ (àíãë. George Green, 1793�1841) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, âí¼ñøèé çíà÷èòåëüíûé
âêëàä âî ìíîãèå ðàçäåëû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ãëàâíûå çàñëóãè Ãðèíà çàêëþ÷àþòñÿ â ââåäåíèè ïî-
òåíöèàëüíûõ ôóíêöèé, âûâîäå îñíîâíîé òåîðåìû òåîðèè ïîòåíöèàëüíûõ ôóíêöèé è â îòêðûòèè îñîáîãî
ìåòîäà âûâîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè.
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Ñ ó÷åòîì (1.12) è (1.20) áóäåì èìåòü∫
γ

udx−vdy = −
∫
G

(vx+uy)dxdy = 0,

∫
γ

vdx+udy =

∫
G

(ux+vy)dxdy = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ∫
γ

f(z)dz = 0. (1.21)

Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.7. (Òåîðåìà Êîøè) Ïóñòü â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω
çàäàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå
íåïðåðûâíà. Òîãäà èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé
çàìêíóòîé êðèâîé, ëåæàùåé â îáëàñòè, ðàâåí íóëþ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü â îäíîñâÿçíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé çàäàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z), íåïðåðûâíàÿ âìå-
ñòå ñ f ′(z) â Ω. Òîãäà èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè ïî ãðàíèöå îáëàñòè
ðàâåí íóëþ.

Óòâåðæäåíèå 1.8. Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ìíîãîñâÿçíîé
îáëàñòè Ω, èìåþùåé êóñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó Γ è îãðàíè÷åííîé çàìêíó-
òîé êðèâîé Γ0, íåïðåðûâíàÿ âìåñòå ñ f

′(z) â Ω. Òîãäà èíòåãðàë îò ôóíê-
öèè f(z) ïî ïîëíîé ãðàíèöå Γ = Γ0 ∪ γ1 ∪ · · · ∪ γn ðàâåí íóëþ.

J Ïðîâåäåì êóñî÷íî-ãëàäêèå êðèâûå pj, ñîåäèíÿþùèå ãðàíèöó Γ0 ñ âíóò-
ðåííèìè êóñêàìè ãðàíèöû γj. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü
Ω ñ ãðàíèöåé Γ, ñîñòîÿùåé èç êðèâûõ Γ, γ1, · · · , γn, p1, · · · pn. Íàõîäèìñÿ â
óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1.7. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì∫

Γ

f(z)dz =

∫
Γ0

f(z)dz +
n∑
j=1

∫
γj

f(z)dz +
n∑
j=1

(

∫
p+j

f(z)dz +

∫
p−j

f(z)dz) = 0.

(1.22)

Â (1.22) p+
j è p−j � êðèâûå, ïðîõîäèìûå â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ïîýòîìó èí-

òåãðàëû, ñòîÿùèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ïîñëåäíåé ñóììå, ðàâíû ïî âåëè÷èíå
è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. I

Çàìå÷àíèå ê óòâåðæäåíèÿì 1.7, 1.8. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ óòâåð-
æäåíèé èñïîëüçîâàëîñü ïðåäïîëîæåíèå íåïðåðûâíîñòè ïåðâûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à îáóñëîâëåíî ëèøü
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ìåòîäîì äîêàçàòåëüñòâà. Óòâåðæäåíèÿ 1.7, 1.8 ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé àíà-
ëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ôóíêöèè, ò. å. ôóíêöèè, èìåþùåé â êàæäîé òî÷êå
îáëàñòè êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ (ñì., íàïðèìåð, [1, ñ. 149]).

Â äàëüíåéøåì ññûëêè íà óòâåðæäåíèÿ 1.7, 1.8 áóäóò ïðîâîäèòüñÿ ñ ó÷å-
òîì ýòîãî çàìå÷àíèÿ.

1.1.9. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ. Çíà÷å-
íèå èíòåãðàëà

∫
γ

f(z)dz, âû÷èñëåííîãî âäîëü êðèâîé γ, ïðèíàäëåæàùåé Ω

íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.7 íå áóäåò çàâèñåòü îò âèäà êðèâîé, à ëèøü
îò íà÷àëüíîé z0 è êîíå÷íîé z òî÷åê. Ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáûõ z0, z ∈ Ω
îïðåäåëèòü âûðàæåíèå

F (z) =

z∫
z0

f(ζ)dζ, (1.23)

ãäå çà êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü âçÿòà ëþáàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþ-
ùàÿ òî÷êè z0 è z è ëåæàùàÿ â Ω. Ôóíêöèÿ F (z), òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé â îáëàñòè Ω. Ïîêàæåì, ÷òî F (z) â êàæäîé òî÷êå
z ∈ Ω ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Óòâåðæäåíèå 1.9. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè Ω, à èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé
çàìêíóòîé êðèâîé, ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè, ðàâåí íóëþ. Òîãäà ôóíêöèÿ
(1.23), îïðåäåëÿåìàÿ ïî f(z), äëÿ ëþáûõ z0, z ∈ Ω, ãäå èíòåãðèðîâàíèå âå-
äåòñÿ ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè z0 è z, ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ôóíêöèåé. Ïðè ýòîì F ′(z) = f(z).

J Îáîçíà÷èì z + ∆z ∈ Ω ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó èç îêðåñòíîñòè òî÷êè z è
ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ:

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
= (

z+∆z∫
z0

f(ζ)dζ −
z∫

z0

f(ζ)dζ)/∆z =

z+∆z∫
z

f(ζ)dζ/∆z.

(1.24)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ è íåçàâèñèìîñòè èíòå-
ãðàëà îò êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Âûáåðåì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå â êà÷åñòâå
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êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè z è z+ ∆z. Îòìåòèì,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå
z+∆z∫
z

dζ = ∆z. Èç (1.24) è ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ èìååì

|F (z + ∆z)− F (z)

∆z
−f(z)| = |

z+∆z∫
z

(f(ζ)− f(z))dζ

∆z
| ≤ max

z≤ζ≤z+∆z
|f(ζ)−f(z)|.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(z) â òî÷êå z äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0
òàêîå, ÷òî ïðè |∆z| < δ, |f(z+∆z)−f(z)| < ε.Îòñþäà F ′(z) = lim∆z→0(F (z+
+ ∆z)− F (z))/∆z = f(z). I

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Àíàëèòè÷åñêóþ â îáëàñòè Ω ôóíêöèþ F (z) áóäåì
íàçûâàòü ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f(z), åñëè F ′(z) = f(z).

Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f(z) ïðèíÿòî íàçûâàòü íåîïðåäå-
ëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(z).

Óòâåðæäåíèå 1.10. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ôóíê-
öèè f(z) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

z2∫
z1

f(ζ)dζ = F (z2)− F (z1),

ãäå F (z) � íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(z).

J Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé F (z), èìååì

F (z) = F (z0)+

z∫
z0

f(ζ)dζ,

z2∫
z1

f(ζ)dζ =

z2∫
z0

f(ζ)dζ−
z1∫
z0

f(ζ)dζ = F (z2)−F (z1).

Çäåñü z0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà z0 ∈ Ω. I

1.1.10. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(z) =

z∫
1

dζ

ζ
, (1.25)
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ëþáîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó 1 ñ
òî÷êîé z è íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç z = 0.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âî âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè z = 0.

Âîçüìåì çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ (çàìêíóòûé êîíòóð) γ è
ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I =

∫
γ

dz

z
. (1.26)

Åñëè òî÷êà z = 0 íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Ω , îãðàíè÷åííîé êðèâîé γ, òî
I = 0. Åñëè æå òî÷êà z = 0 ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Ω, òî I 6= 0. Çíà÷åíèå
ìîæíî âû÷èñëèòü, âçÿâ â êà÷åñòâå γ îêðóæíîñòü CR ðàäèóñà R ñ öåíòðîì
â íóëå. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì z = R(cosϕ + i sinϕ) (0 ≤ ϕ < 2π), dz =
= R(− sinϕ+ i cosϕ)dϕ = iR(cosϕ+ i sinϕ)dϕ, dz/z = idϕ,

∫
CR

dz

z
= i

2π∫
0

dϕ = i2π. (1.27)

Ýòî ÷èñëî âûðàæàåò çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (1.26) âäîëü ëþáîãî çàìêíóòîãî
êîíòóðà, îêðóæàþùåãî òî÷êó z = 0.

Ïóñòü z ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ
ñëóæèò îòðåçîê [1, x] äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. À ýòîì ñëó÷àå èìååì f(x) =
= ln x. Åñòåñòâåííî, ôóíêöèþ f(z) áóäåì ñ÷èòàòü ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè
lnx íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.

Èçó÷èì ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà (1.25)
çàâèñèò îò òîãî, ïî êàêîé êðèâîé äâèæåìñÿ îò òî÷êè 1 äî òî÷êè z. Òàê,
åñëè êðèâàÿ íå äåëàåò íè îäíîãî îáîðîòà âîêðóã òî÷êè 0, òî òàêîå çíà÷åíèå
èíòåãðàëà îáîçíà÷èì (ln z)0. Åñëè æå êðèâàÿ äåëàåò îäèí îáîðîò, òî çíà÷åíèå
òàêîãî èíòåãðàëà óâåëè÷èâàåòñÿ ñîãëàñíî (1.27) íà 2πi, ò. ê.

z∫
1

dζ

ζ
=

∫
γ

dζ

ζ
+

∫
γ1

dζ

ζ
= 2πi+ (ln z)0 = (ln z)1 (1.28)

(ñì. ðèñ. 1.2 á). Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.28) ñîâïàäàåò
ñ (1.27), âòîðîé èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñëó÷àåì (ðèñ.1.2 à).

Åñëè êðèâàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äåëàåò n îáîðîòîâ âîêðóã íóëÿ, òî çíà÷åíèå
ôóíêöèè f(z) = (ln z)n óâåëè÷èâàåòñÿ (óìåíüøàåòñÿ) íà 2πin ïî ñðàâíåíèþ
ñ (ln z)0.
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Ðèñ. 1.2.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(z) ïðèíèìàåò äëÿ êàæäîãî z ñ÷åòíîå ÷èñëî
çíà÷åíèé, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà âåëè÷èíó, êðàòíóþ 2πi.

Åñëè z � âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî òîëüêî îäíà èç (ln z)n
ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, à èìåííî f(z) = (ln z)0.

×òîáû ðàññìîòðåòü îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ (1.25), âûáåðåì â êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè òàêóþ îáëàñòü, ÷òîáû áûëî íåâîçìîæíî ïðîâåñòè çàìêíó-
òóþ êðèâóþ âîêðóã òî÷êè z = 0. Â êà÷åñòâå òàêîé îáëàñòè âîçüìåì êîì-
ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è ðàçðåæåì åå âäîëü îòðèöàòåëüíîé îñè, ò. å. z ∈ C;
−π < arg z < π. Äëÿ f(z), îïðåäåëåííîé â ýòîé îáëàñòè ñîãëàñíî (1.25),
ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ ln z. Îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíê-
öèè lnx. Äëÿ âñåé ñ÷åòíîçíà÷íîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

Lnz = ln z + i2πk (k = 0,±1, · · · ). (1.29)

1.1.11. Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî

ïåðåìåííîãî

Ôóíêöèÿ
w = zn, (1.30)

ãäå n � ëþáîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íàÿ. Ââåäåì â
ïëîñêîñòÿõ z è w ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû z = ρ(cosϕ+i sinϕ) è w = r(cosψ+
+ i sinψ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâà:

r = ρn, ψ = nϕ. (1.31)

Èç (1.31) âèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå (1.30) äëÿ ëþáîé òî÷êè z 6= 0 ñâîäèòñÿ ê
ïîâîðîòó ðàäèóñ-âåêòîðà |z| íà óãîë (n− 1) arg z è åãî ðàñòÿæåíèþ â |z|n−1
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ðàç. Ïðè ýòîì òî÷êè z1 è z2 ñ îäèíàêîâûìè ìîäóëÿìè, àãðóìåíòû êîòîðûõ
îòëè÷àþòñÿ íà öåëîå êðàòíîå 2π/n, è òîëüêî îíè, ïåðåõîäÿò ïðè îòîáðà-
æåíèè (1.30) â îäíó òî÷êó. Ïîýòîìó äëÿ âûäåëåíèÿ îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè
ôóíêöèè (1.30) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáëàñòü íå ñîäåðæàëà òàêèõ
òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ

|z1| = |z2|, arg z1 = arg z2 + 2π/nk (k = 0,±1, · · · ).

Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåêòîðîâ

2π/nk ≤ ϕ < 2π/n(k + 1) (k = 0, 1, · · · , n− 1),

êàæäûé èç êîòîðûõ îòîáðàæàåòñÿ íà âñþ ïëîñêîñòü w.
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (1.30) àíàëèòè÷íà âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêî-

ñòè, ïðè ýòîì w′ = nzn−1.
Ôóíêöèÿ

w = n
√
z, (1.32)

ãäå n � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Ýòà ôóíêöèÿ îáðàòíàÿ ê (1.30) è ÿâëÿåòñÿ n-
çíà÷íîé. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ñëó÷àé n = 2. Ïðåäñòàâèâ z
è w â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîëó÷àåì

r = ρ1/2, ψj =
ϕ

2
+ πj, (j = 0, 1),

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò äâà çíà÷åíèÿ êîðíÿ:

w0(z) = ρ1/2(cos(
ϕ

2
)+i sin(

ϕ

2
)), w1(z) = ρ1/2(cos(

ϕ

2
+π)+i sin(

ϕ

2
+π)). (1.33)

Âûáåðåì íà ïëîñêîñòè z çàìêíóòóþ êðèâóþ γ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ôèê-
ñèðóåì íà ýòîé êðèâîé z0, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå àð-
ãóìåíòà ϕ0. Îïðåäåëèì w0(z0) è w1(z0) è èçó÷èì èçìåíåíèÿ ôóíêöèé w0(z) è
w1(z) ïðè äâèæåíèè ïî êðèâîé γ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ êðè-
âîé. Â ïåðâîì ñëó÷àå òî÷êà z = 0 íå ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
êðèâîé γ. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå àðãóìåíòà òî÷êè z ïðè îáõîäå ïî êðèâîé γ
íå èçìåíèòñÿ, à çíà÷åíèÿ ôóíêöèé w0(z) è w1(z) îñòàíóòñÿ ïåðâîíà÷àëüíû-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, íà êðèâîé γ îïðåäåëåíû äâå ðàçëè÷íûå ôóíêöèè w0(z)
è w1(z). Åñëè îáëàñòü Ω íå ñîäåðæèò òî÷êó z = 0, òî â îáëàñòè îïðåäåëåíû,
ñîãëàñíî (1.33), äâå îäíîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè w0(z) è w1(z), êî-
òîðûå íàçûâàþòñÿ âåòâÿìè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè (1.32). Âî âòîðîì ñëó÷àå
òî÷êà z0 = 0 ñîäåðæèòñÿ âíóòðè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé γ. Òîãäà ïðè
îáõîäå êðèâîé γ çíà÷åíèå àãðóìåíòà òî÷êè z0 íå âåðíåòñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíî-
ìó, à óâåëè÷èòñÿ íà 2π, ò. å. arg z0 = ϕ0 + 2π. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé



28 Ýëåìåíòû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà

w0(z) è w1(z) ñòàíóò ðàâíûìè ñîãëàñíî (1.33) ñîîòâåòñòâåííî w1(z0) è w0(z0),
ò. å. w0(z0) ïåðåéäåò â w1(z0), è íàîáîðîò.

Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ (ðàçâåòâëåíèÿ) ìíîãîçíà÷íîé
ôóíêöèè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ε-îêðåñòíîñòü u(z0, ε) òî÷êè, ÷òî ïðè îä-
íîêðàòíîì îáõîäå ýòîé òî÷êè ïî ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ ∈ u(z0; ε) îäíà
âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ïåðåõîäèò â äðóãóþ.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè z = 0 è
z =∞.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè âåòâëåíèÿ îòäåëüíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
óæå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçëè÷íûå îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè, ïîñêîëüêó
ïðè îáîõîäå òàêîé òî÷êè âåòâè ìåíÿþòñÿ.

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

w = ez. (1.34)

Ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

w = ez = u(x, y) + iv(x, y) = ex(cos y + i sin y), z = x+ iy. (1.35)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ (1.35) âûïîëíåíû âñå ñâîéñòâà ôóíêöèé ex äåéñòâèòåëü-
íîãî ïåðåìåííîãî.

Ïðè äåéñòâèòåëüíûõ z = x (1.35) ñîâïàäàåò ñ ex.
Ïîêàæåì, ÷òî (1.35) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â C. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

z ∈ C âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.12) (Êîøè�Ðèìàíà)

(ex cos y)x = (ex sin y)y, (ex cos y)y = −(ex sin y)x

è ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.
Âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (1.35) ïî íàïðàâëåíèþ x, èìååì

(ez)′ = (ex)′(cos y + i sin y) = ez,

ò. å. èìååì îáû÷íóþ ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè.
Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ez1+z2 = ez1 · ez2 (1.36)

äëÿ ëþáûõ z1, z2. Ïîëîæèâ â z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, èìååì

ez1·z2 = ex1(cos y1 + i sin y1) · ex2(cos y2 + i sin y2) =

= ex1+x2(cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)) = ez1+z2.
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Îòìåòèì |ez| = ex, ò. å. ez íè äëÿ êàêîãî àðãóìåíòà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Ïîëàãàÿ x = 0, y = ϕ, èìååì ôîðìóëó Ýéëåðà5

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ,

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z çàïèñàòü â ïîêàçàòåëüíîé
ôîðìå

z = ρ(cosϕ+ i sinϕ) = ρeiϕ. (1.37)

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ez ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïî ìíèìîìó àðãóìåíòó ñ
ïåðèîäîì 2πk, ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ z = x+iy è ïîëîæèâ
z + i2πk, ñîãëàñíî (1.36), (1.37) èìååì

ez+i2πk = ez · ei2πk = ez.

Ââåäåì â ïëîñêîñòè w ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû è ïðåäñòàâèì w = reiψ, òîãäà
èç (1.35) èìååì

r = ex, ψ = y.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå w = ez ïðåîáðàçóåò ïðÿìûå y = y0 â ëó÷è
ψ0 = y0, à îòðåçêè x = x0, 0 ≤ y ≤ 2π â îêðóæíîñòè ρ = ex0.

Ïîêàæåì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (1.29) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê
ôóíêöèè (1.34). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ w = ln z,−π < arg z ≤ π,
ò. å. ïîêàæåì, ÷òî

ew = z. (1.38)

Òàê êàê ÷èñëî |ew| 6= 0 äëÿ ëþáûõ w, òî z 6= 0. Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíîå z
â âèäå (1.37), ãäå −π < ϕ ≤ π. Ïîëàãàÿ w = u+ iv, èç (1.38) ïîëó÷èì

eu = ρ, v = ϕ+ 2πk, (k = 0,±1, · · · ).

Îòñþäà u = ln ρ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè z = ρeiϕ,−π < ϕ ≤ π, òî îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.38) áóäåò èìåòü âèä

w = ln ρ+ iϕ+ i2πk, (k = 0,±1, · · · ). (1.39)

Åñëè z èçìåíÿåòñÿ â ¾ðàçðåçàííîé¿ ïëîñêîñòè, òî â (1.39) k = 0 è çíà÷åíèå
w áóäåò îäíîçíà÷íûì.

5 Ýéëåð Ëåîíàðä (íåì. Leonhard Euler, 1707�1783) � øâåéöàðñêèé, íåìåöêèé è ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê
è ìåõàíèê, âí¼ñøèé ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå ýòèõ íàóê. Àâòîð áîëåå ÷åì 850 ðàáîò (âêëþ÷àÿ
äâà äåñÿòêà ôóíäàìåíòàëüíûõ ìîíîãðàôèé) ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-
ðèè, òåîðèè ÷èñåë, ïðèáëèæ¼ííûì âû÷èñëåíèÿì, íåáåñíîé ìåõàíèêå, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, îïòèêå,
áàëëèñòèêå, êîðàáëåñòðîåíèþ, òåîðèè ìóçûêè è äðóãèì îáëàñòÿì.
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Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (1.38) ïî z, áóäåì èìåòü

ew
dw

dz
= 1,

dw

dz
= e−w =

1

z
.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ w(z), îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü ïðè z = 1, ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè 1/z. Îòñþäà

w(z) =

z∫
1

dζ

ζ
,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ëþáîé êðèâîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
z = 0. Â ¾ðàçðåçàííîé¿ ïëîñêîñòè z ∈ C, −π < arg z < π èìååì

w(z) = ln z = ln ρ+ iϕ (ρ = |z|, ϕ = arg z). (1.40)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ln z. Ñðàâíèâàÿ
(1.29), (1.39) è (1.40), ëåãêî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî (1.29) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
(1.38).

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé. Ïðèìåì ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî z

sin z =
1

2i
(eiz − e−iz), cos z =

1

2
(eiz + e−iz). (1.41)

Íà âåùåñòâåííîé îñè z = x èìååì íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Ýéëåðà

sinx =
1

2i
(eix − e−ix), cosx =

1

2
(eix + e−ix),

ò. å. ôóíêöèè (1.41) ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ñèíóñîì è êîñèíóñîì. Ôóíêöèè
(1.41) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïîä÷èíÿ-
þòñÿ îáû÷íûì ôîðìóëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z,

ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî äåéñòâèòåëüíîìó àðãóìåíòó ñ ïåðèîäîì 2π.
Ôóíêöèÿ sin z íå÷åòíàÿ, cos z � ÷åòíàÿ, ïîä÷èíåíû âñåì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì
ñîîòíîøåíèÿì

sin2 z + cos2 z = 1, (sin 2z) = 2 sin z cos z,

è ò. ä.
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèé ñîãëàñíî (1.41). Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè | sin z| è | cos z| íå ÿâ-
ëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, âçÿâ â êà÷åñòâå z = iy.

Ôóíêöèè tg z è ctg z îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

tg z =
sin z

cos z
= −ie

iz − e−iz

eiz + e−iz
, ctg z =

cos z

sin z
= i

eiz + e−iz

eiz − e−iz
.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè â êîìïëåêñíîé îáëàñòè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâà-
ìè:

sh z =
1

2
(ez − e−z), ch z =

1

2
(ez + e−z), th z =

sh z

ch z
, cth z =

ch z

sh z
.

Îíè ïðîñòî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè:

sh z = −i sin iz, ch z = cos iz, th z = −i tg iz, cth z = i ctg iz.

1.1.12. Èíòåãðàë Êîøè

Ïóñòü f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω.
Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ òî÷êó z0 ∈ Ω è ïîñòðîèì çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ
êðèâóþ γ, öåëèêîì ëåæàùóþ â Ω è ñîäåðæàùóþ òî÷êó z0 âíóòðè îáëàñòè,
îãðàíè÷åííîé γ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ(z) =
f(z)

z − z0
, (1.42)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âñþäó â îáëàñòè Ω, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè
z0. Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü γε ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå z0, à ñîîòâåòñòâó-
þùèé êðóã îáîçíà÷èì Kε. Ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω′ = Ω\Kε. Ôóíêöèÿ (1.42)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â Ω′, ïîýòîìó, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.8,∫

γ

f(ζ)dζ

ζ − z0
+

∫
γε

f(ζ)dζ

ζ − z0
= 0. (1.43)

Âî âòîðîì èíòåãðàëå (1.43) èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ â íàïðàâëåíèè õîäà ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè.

Ïîëîæèì âî âòîðîì èíòåãðàëå (1.43) ζ = z0+εeiϕ. Ñ ó÷åòîì dζ = iεeiϕdϕ,
ïåðåïèøåì (1.43) â âèäå∫

γ

f(ζ)dζ

ζ − z0
==

∫
γ+ε

f(ζ)dζ

ζ − z0
== i

2π∫
0

f(z0 + εeiϕ)dϕ. (1.44)
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Âûðàæåíèå (1.44) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε. Â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè f(z) ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (1.44) ïðè ε → 0 ñòðåìèòñÿ ê
2πif(z0). Â ðåçóëüòàòå â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè z0 ∈ Ω èìååì ñëåäóþùóþ
ôîðìóëó (èíòåãðàë Êîøè):

f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)dζ

ζ − z
, (1.45)

óñòàíàâëèâàþùóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèåì àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
â òî÷êå îáëàñòè è çíà÷åíèåì íà ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé,
ëåæàùåé â îáëàñòè è ñîäåðæàùåé òî÷êó âíóòðè ñåáÿ.

Â ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(z) â Ω ñ êóñî÷íî-
ãëàäêîé ãðàíèöåé γ, ôîðìóëà (1.45) óñòàíàâëèâàåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó çíà-
÷åíèåì ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îáëàñòè è çíà÷åíèÿìè íà ãðàíèöå
γ.

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (1.45) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ ìíîãîñâÿçíîé
îáëàñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ äîñòàòî÷íî, èñïîëüçóÿ ¾ðàçðåçû¿, ïåðåéòè ê îäíîñâÿçíîé îáëàñòè è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ãðàíèöå
îáëàñòè áåðåòñÿ ïîëíàÿ ãðàíèöà ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç èíòåãðàëà Êîøè (1.45).

1. Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè Ω è z0 íåêîòîðàÿ òî÷êà
îáëàñòè. Îïèøåì îêðóæíîñòü γR ðàäèóñà R âîêðóã òî÷êè z0 òàê, ÷òîáû
êðóã KR ëåæàë â Ω. Òîãäà, ïîëîæèâ íà îêðóæíîñòè ζ = z0 + Reiϕ,
èìååì dζ = Rieiϕdϕ è íà îñíîâàíèè (1.45)

f(z0) =
1

2πi

∫
γR

f(ζ)dζ

ζ − z0
=

1

2π

2π∫
0

f(z0 + εeiϕ)dϕ =
1

2πR

∫
γR

f(ζ)ds.

(1.46)

Ýòà ôîðìóëà íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè.

2. Ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 1.11. (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè) Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé γ è íåïðåðûâíàÿ Ω. Òîãäà

max
Ω
|f(z)| = max

γ
|f(z)|.
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J Òàê êàê |f(z)| � íåïðåðûâíàÿ â Ω ôóíêöèÿ z = x+ iy, òî îíà äîñòè-
ãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé òî÷êå z0 = x0 + iy0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z0 ∈ Ω, ò. å.

M = |f(z0)| ≥ |f(z)|, z ∈ Ω. (1.47)

Ïðîâåäåì îêðóæíîñòü γR ñ öåíòðîì â z0 òàê, ÷òîáû êðóã KR ∈ Ω . Ñ
ó÷åòîì (1.46),(1.47) áóäåì èìåòü

M · 2π = |
2π∫

0

f(z0 +Reiϕ)dϕ| ≤
2π∫

0

|f(z0 +Reiϕ)|dϕ ≤M · 2π.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè (1.47) |f(z)| ≡ M íà îêðóæíîñòè γR, à
â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè R è âî âñåì KR. Ïðîâåäåì òåïåðü êðèâóþ Γ,
ëåæàùóþ â Ω è ñîåäèíÿþùóþ òî÷êó z0 ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé ãðàíèöû
γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z1 òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ Γ ñ ãðàíèöåé îêðóæíîñòè
γR. Â ýòîé òî÷êå |f(z)| ≡ M . Ïðîâåäåì â ýòîé òî÷êå îêðóæíîñòü γR1

ðàäèóñà R1 òàê, ÷òîáû êðóã KR1
⊂ Ω. Âíóòðè ýòîãî êðóãà ôóíêöèÿ

|f(z)| = M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç z2 òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ Γ ñ γR1
è ò. ä.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, äîéäåì äî ãðàíèöû γ îáëàñòè Ω. Òàê êàê
êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ïîêðûòèå êðèâîé Γ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðóæíîñòÿìè, ëåæàùèìè â îá-
ëàñòè Ω. I

1.1.13. Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò êîìïëåêñíîãî

ïàðàìåòðà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (z, ζ) äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ z = x + iy
è ζ = ξ + iη. Ïîä ôóíêöèåé äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ áóäåì ïîíèìàòü
çàêîí, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî êàæäîé ïàðå çíà÷åíèé (z, ζ) èç îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ F (z, ζ) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî w (èëè íåñêîëüêî êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë). Çäåñü ðàññìàòðèâàåì îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî. Ôóíêöèþ F (z, ζ) áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 è ëþáîé òî÷êè (z0, ζ0) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ F (z, ζ) ñóùåñòâóåò òàêîå
δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ (z, ζ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z − z0|, |ζ − ζ0| < δ,
ñëåäóåò |F (z, ζ)− F (z0, ζ0)| < ε.

Óòâåðæäåíèå 1.12. Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóííîñòè ïåðåìåí-
íûõ ôóíêöèÿ F (z, ζ), ãäå ïåðåìåííàÿ z ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â íåêîòîðîé
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îáëàñòè Ω, à ïåðåìåííàÿ ζ íà íåêîòîðîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ. Ïðè
ýòîì ôóíêöèÿ F (z, ζ) ïðè êàæäîì ζ ∈ Γ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé z ∈ Ω è ôóíêöèÿ Fz(z, ζ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ ïðè z ∈ Ω è ζ ∈ Γ.

Òîãäà ôóíêöèÿ

Φ(z) =

∫
Γ

F (z, ζ)dζ

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω è

Φz(z) =

∫
Γ

Fz(z, ζ)dζ. (1.48)

J Îáîçíà÷èâ F (z, ζ) = u(x, y, ξ, η) + iv(x, y, ξ, η), ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Φ(z) = U(x, y) + iV (x, y) =

∫
Γ

F (z, ζ)dζ =

=

∫
Γ

u(x, y, ξ, η)dξ − v(x, y, ξ, η)dη + i

∫
Γ

v(x, y, ξ, η)dξ + u(x, y, ξ, η)dη.

(1.49)

Èíòåãðàëû (1.49) ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ
ôóíêöèè F (z, ξ), î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(z) ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè
F (z, ζ), Fz(z, ζ), ôóíêöèè ux, uy, vx, vy ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ñîâîêóï-
íîñòè ïåðåìåííûõ x, y, ξ, η. Ïîýòîìó ôóíêöèè

Ux =

∫
Γ

uxdξ − vxdη, Uy =

∫
Γ

uydξ − vydη,

Vx =

∫
Γ

vxdξ + uxdη, Vy =

∫
Γ

vydξ + uydη

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè x, y. Ïðè ýòîì, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ ux =
= vy, uy = −vx, èìååì

Ux = Vy, Uy = −Vx,

ò. å. íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 1.4. Òàêèì îáðàçîì, Φ(z) � àíàëè-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (1.48). I
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1.1.14. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ ëþáîãî ïîðÿäêà

ó ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè

Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ
çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ êðèâóþ, ðàñïîëîæåííóþ â Ω, îãðàíè÷èâàþùóþ
îäíîñâÿçíóþ ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω′. ×åðåç Ω′′

îáîçíà÷èì íåêîòîðóþ ïîäîáëàñòü Ω′, òàêóþ, ÷òîáû d = inf{z∈Ω′′,ζ∈Γ} |z− ζ| >
> 0. Òîãäà, ñîãëàñíî èíòåãðàëó Êîøè (1.45), äëÿ z ∈ Ω′′ èìååì

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)dζ

ζ − z
. (1.50)

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (1.50) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ
1.12. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1.48):

f ′(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)dζ

(ζ − z)2
.

Çäåñü ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäå-
íèÿ 1.12. Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî áåñêîíå÷íîñòè. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè Γ è Ω′′ èìååì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.13. Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè Ω.
Òîãäà â ëþáîé òî÷êå z îáëàñòè

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
Γ

f(ζ)dζ

(ζ − z)(n+1)
, (1.51)

ãäå Γ � ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð, îãðàíè÷èâàþ-
ùèé îäíîñâÿçíóþ ïîäîáëàñòü îáëàñòè Ω, ñîäåðæàùóþ âíóòðè ñåáÿ òî÷êó
z.

Óòâåðæäåíèå 1.14. Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ è íåïðåðûâíàÿ â Ω. Òîãäà âî
âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ëþáîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè f(z), äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ôîðìóëà (1.51).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò äîêàçàòü äâà âàæíûõ óòâåðæäåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 1.15. (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ6) Ïóñòü f(z) - àíàëèòè÷åñêàÿ
âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ è åå ìîäóëü ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí
÷èñëîì M . Òîãäà f(z) òîæäåñòâåííî ðàâíà ïîñòîÿííîé.

J Íà îñíîâàíèè (1.51) çàïèøåì äëÿ ïðîèçâîäíîé f(z) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
z:

f ′(z) =
1

2πi

∫
CR

f(ξ)dξ

(ξ − z)2
, |f ′(z)| ≤ 1

2π

∫
CR

|f(ξ)|
R2

ds ≤ M

R
,

ãäå CR � îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå z. Óñòðåìëÿÿ R → ∞,
çàìå÷àåì, ÷òî |f ′(z)| → 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè z, f ′(z) ≡ 0. I

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê óòâåðæäåíèþ 1.7 (Òåîðå-
ìà Êîøè).

Óòâåðæäåíèå 1.16. (Òåîðåìà Ìîðåðà7) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω è èíòåãðàë ïî ëþáîé êóñî÷íî-
ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé γ, ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè, ðàâåí íóëþ. Òîãäà
f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ôóíêöèåé.

J Ôóíêöèÿ

F (z) =

z∫
z0

f(ξ)dξ,

ãäå z0 è z � íåêîòîðûå òî÷êè îáëàñòè è èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïðîèçâîëüíîé
êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé â îáëàñòè Ω. Ïðè ýòîì F ′(z) = f(z).Íî íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ
1.13 F ′′(z) = f ′(z) äëÿ âñåõ z ∈ Ω, ò.å. f(z) àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. I

6 Ëèóâèëëü Æîçåô (ôð. Joseph Liouville, 1809�1882) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê. Äàë ñòðîãîå îïðåäå-
ëåíèå ïîíÿòèþ ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè è êâàäðàòóðû, èññëåäîâàë ðàçðåøèìîñòü ðÿäà ìàòåìàòè÷åñêèõ
çàäà÷. Â ÷åñòü Ëèóâèëëÿ áûëè íàçâàíû ïîâåðõíîñòü Ëèóâèëëÿ è ñåòü Ëèóâèëëÿ, äðîáíûé èíòåãðàë
Ëèóâèëëÿ, à òàêæå íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì.

7 Ìîðåðà Äæà÷èíòî (èòàë. Mopera Dzachinto, 1856�1909) � èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê. Çàíèìàëñÿ ðàç-
ëè÷íûìè âîïðîñàìè ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âïåð-
âûå ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàë ýëëèïñîèäàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Îñíîâíûå òðóäû ïî ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêå è òåîðèè ôóíêöèé.
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1.2. Ðÿäû àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

1.2.1. Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû

Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Un(z)}
îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Âûðàæåíèå âèäà
∞∑
n=1

Un(z) (1.52)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå z ∈
∈ Ω, òî ðÿä (1.52) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ â îáëàñòè Ω. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñóììà ðÿäà â êàæäîé òî÷êå z ∈ Ω îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(z).
Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà. Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ðÿäîâ èãðàåò
ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

Ðÿä (1.52) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ â îáëàñòè Ω, åñëè äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N(ε), ÷òî ïðè n ≥ N(ε) íåðàâåíñòâî

|f(z)−
n∑
j=1

Uj(z)| < ε

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ z ∈ Ω.

Óòâåðæäåíèå 1.17. (Êðèòåðèé Êîøè) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðÿä (1.52) ðàâ-
íîìåðíî ñõîäèëñÿ â îáëàñòè Ω, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàë òàêîé íîìåð N(ε), ÷òî ïðè n ≥ N(ε) è ëþáîãî
m

|
n+m∑
j=n

Uj(z)| < ε (1.53)

äëÿ ëþáîãî z ∈ Ω.

J Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (1.52) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò N(ε), ÷òî ïðè n ≥ N(ε) è ëþáûõ m è z ∈ Ω

|f(z)−
n∑
j=1

Uj(z)| < ε

2
, |f(z)−

n+m∑
j=1

Uj(z)| < ε

2
.

Òàê êàê

|
n+m∑
j=n

Uj(z)| < |
n+m∑
j=1

Uj(z)− f(z)|+ |f(z)−
n∑
j=1

Uj(z)|,
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òî èìååì (1.53).
Â ñèëó âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ (1.53) â êàæäîé òî÷êå z ∈ Ω, ðÿä (1.52)

ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f(z). Íî òîãäà íà îñíîâàíèè (1.53)
ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî z ∈ Ω ïðè n ≥ N(ε)

lim
m→∞

|
n+m∑
j=n

Un(z)| = lim
m→∞

|
n+m∑
i=1

Un(z)−
n∑
j=1

Un(z)| = |f(z)−
n∑
j=1

Un(z)| < ε,

÷òî è äîêàçûâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü. I

Óòâåðæäåíèå 1.18. (Ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.52))
Åñëè âñå ÷ëåíû ðÿäà (1.52) â îáëàñòè Ω óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ |Un(z)| ≤
≤ an, à ÷èñëîâîé ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (1.52) â îáëàñòè Ω ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî.

J Ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî z ∈ Ω

|
∞∑
j=n

Uj(z)| ≤
∞∑
j=n

|Uj(z)| ≤
∞∑
j=n

aj < ε

äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè n ≥ N(ε) â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 an. I
Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Óòâåðæäåíèå 1.19. Ïóñòü ôóíêöèè Un(z) íåïðåðûâíû â îáëàñòè Ω è ðÿä
(1.52) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â îáëàñòè Ω ê ôóíêöèè f(z). Òîãäà f(z) íåïðå-
ðûâíàÿ â Ω ôóíêöèÿ.
J Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (1.52) èìååì

|f(z + ∆z)−
n∑
j=1

Uj(z + ∆z)| < ε

3
, |f(z)−

n∑
j=1

Uj(z)| < ε

3
(1.54)

äëÿ ëþáîãî ε > 0, ëþáûõ òî÷åê z + ∆z, z ïðè n ≥ N(ε). Â ñèëó íåïðåðûâ-
íîñòè Un(z)

|
n∑
j=1

Uj(z + ∆z)−
n∑
j=1

Uj(z)| ≤
n∑
j=1

|Uj(z + ∆z)− Uj(z)| < ε

3
(1.55)

ïðè |∆z| < δ.
Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (1.54) è (1.55), èìååì, ÷òî ïðè |∆z| < δ |f(z +

+ ∆z)− f(z)| < ε. I
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Óòâåðæäåíèå 1.20. Ïóñòü ðÿä íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (1.52) ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ â îáëàñòè Ω ê ôóíêöèè f(z). Òîãäà èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè ïî
ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé Γ, ëåæàùåé â îáëàñòè Ω, ìîæíî âû÷èñëèòü
ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ðÿäà (1.52), ò. å.∫

Γ

f(z)dz =
∞∑
n=1

∫
Γ

Un(z)dz.

J Ââèäó òîãî, ÷òî ðÿä (1.52) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, ìîæíî äëÿ ëþáîãî ε > 0
óêàçàòü òàêîé N(ε), ÷òî ïðè n ≥ N(ε) |

∑∞
j=n Uj(z)| < ε/L, ãäå L � äëèíà

êðèâîé. Òîãäà

|
∫
Γ

f(z)dz −
n−1∑
j=1

Uj(z)| = |
∫
Γ

∞∑
j=n

Uj(z)dz| ≤
∫
Γ

|
∞∑
j=n

Uj(z)dz| < ε,

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. I
Ðàññìîòðèì òåïåðü ðÿä (1.52), ÷ëåíû êîòîðîãî àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

â îáëàñòè Ω.

Óòâåðæäåíèå 1.21. (1ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà8) Ïóñòü Un(z) àíàëè-
òè÷åñêèå â îáëàñòè Ω ôóíêöèè, à ðÿä (1.52) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíê-
öèè f(z) â ëþáîé çàìêíóòîé ïîäîáëàñòè Ω

′
. Òîãäà f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëè-

òè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ôóíêöèåé; ðÿä
∑∞

j=1 U
(k)
j (z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â

ëþáîé ïîäîáëàñòè Ω
′
îáëàñòè Ω; f (k)(z) =

∑∞
j=1 U

(k)
j (z).

J Âîçüìåì â îáëàñòè Ω ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z è ïîñòðîèì îäíîñâÿçíóþ ïîä-
îáëàñòü Ω

′
îáëàñòè Ω, ñîäåðæàùóþ âûáðàííóþ òî÷êó. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

îò f(z) ïî ïðîèçâîëüíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé Γ, ëåæàùåé â
Ω
′
. Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé Un(z) â Ω íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèé 1.7

(òåîðåìà Êîøè) è 1.20 èìååì∫
Γ

f(z)dz =

∫
Γ

∞∑
n=1

Un(z)dz =
∞∑
n=1

∫
Γ

Un(z)dz = 0.

8 Âåéåðøòðàññ Êàðë Òåîäîð Âèëüãåëüì (íåì. Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815�1897) � âû-
äàþùèéñÿ íåìåöêèé ìàòåìàòèê, ¾îòåö¿ ñîâðåìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îí çàëîæèë îñíîâû
ñîâðåìåííîé îáùåé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è íà÷àë èõ ñèñòåìàòè÷åñêóþ ðàçðàáîò-
êó. Åìó ïðèíàäëåæàò âàæíûå ðåçóëüòàòû â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, êîòîðîå âîøëî â ñîâðåìåííûå
óíèâåðñèòåòñêèå êóðñû.
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êðèâîé Γ íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.15 (òåî-
ðåìà Ìîðåðà) f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè Ω

′
. Îòñþ-

äà ñëåäóåò àíàëèòè÷íîñòü f(z) âñþäó â Ω. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ rn(z) =
= f(z)−

∑n
i=1 Ui(z) =

∑∞
i=n+1 Ui(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â Ω.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ïîäîáëàñòü Ω′ îáëàñòè Ω è âûáåðåì êóñî÷íî-
ãëàäêóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ Γ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáëàñòü Ω

′
ñîäåðæàëàñü

âíóòðè êðèâîé Γ è min
z∈Ω′ ,ξ∈Γ

|z − ξ| = d > 0. Ââèäó òîãî, ÷òî rn(z) � àíàëèòè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â Ω, òî äëÿ z ∈ Ω
′
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r(k)
n (z) =

∞∑
j=n+1

U
(k)
j (z) =

k!

2πi

∫
Γ

rn(ξ)dξ

(ξ − z)k+1
.

Â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.52) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò N(ε), ÷òî ïðè n > N(ε) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî z ∈ Ω |rn(z)| <
< ε/(k!L)2πdk+1, ãäå L � äëèíà êðèâîé Γ. Îòñþäà |r(k)

n (z)| < ε. I

Óòâåðæäåíèå 1.22. (2ÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü Un(z) � àíà-
ëèòè÷åñêèå ôóíêöèè â îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé è íåïðåðûâ-
íûå â Ω. Ïóñòü ðÿä (1.52) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω.
Òîãäà ðÿä (1.52) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ â Ω.

J Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N(ε), ÷òî äëÿ n ≥ N(ε) è ëþáîãî m > 0
ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî z ∈ Γ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|
n+m∑
j=n

Uj(z)| < ε. (1.56)

Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.11 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè) íåðàâåíñòâî (1.56) ñïðàâåäëèâî äëÿ z ∈ Ω. I

1.2.2. Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿä Òåéëîðà

Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n, (1.57)

ãäå z0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, cn � íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ðÿä âèäà
(1.57) íàçûâàåòñÿ ñòåïåííûì.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 1.23. (Òåîðåìà Àáåëÿ9) Ïóñòü ñòåïåííîé ðÿä (1.57) ñõî-
äèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå z = z1. Òîãäà îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â ëþáîé
òî÷êå z, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ |z − z0| < |z1 − z0|. Ïðè ýòîì â êðóãå
|z − z0| ≤ ρ, ãäå ρ < |z1 − z0|, ðÿä (1.57) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

J Âûáåðåì òî÷êó z, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |z − z0| = q|z1 − z0|, q < 1.
Òàê êàê ðÿä (1.57) ñõîäèòñÿ â òî÷êå z1, òî lim

n→∞
cn(z1−z0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò M > 0, ÷òî |cn||z1 − z0|n ≤M , èëè |cn| ≤M/|z1 − z0|n, îòñþäà

|
∞∑
n=0

cn(z−z0)
n| ≤

∞∑
n=0

|cn||z−z0|n ≤M
∞∑
n=0

|z − z0|n/|z1 − z0|n ≤
∞∑
n=0

qn <∞.

(1.58)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.57) â êðóãå |z−z0| ≤ ρ
äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî (1.58) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ |z − z0| ≤ ρ < |z1 − z0|. I

Ñëåäñòâèå. Åñëè ðÿä (1.57) ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå z1 6= z0. Òîãäà ðÿä (1.57)
ðàñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z−z0| > |z1−z0|.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, ò. å. ñõîäèìîñòü ðÿäà (1.57) õîòÿ
áû â îäíîé òî÷êå z2, |z2−z0| > |z1−z0|, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 1.23 ðÿä (1.57) ñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ |z − z0| > |z2 − z0|, ò. å. è â òî÷êå z1.

Îáëàñòü |z− z0| < R, (R > 0) íàçûâàåòñÿ êðóãîì ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.57),
åñëè âî âñåõ òî÷êàõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó íåðàâåíñòâó, ðÿä (1.57) ñõî-
äèòñÿ, à â òî÷êàõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z − z0| > R, ðàñõîäèòñÿ.

×èñëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (1.57).
Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êàõ z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z − z0| = R, ðÿä

(1.57) ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.24. (Ôîðìóëà Êîøè-Àäàìàðà10) Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
ðÿäà (1.57) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

R =
1

l
, l = lim

n→∞
n
√
|cn|. (1.59)

9 Àáåëü Íèëüñ Õåíðèê (íîðâ. Niels Henrik Abel, 1802�1829) � íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê. Îñíîâàòåëü
òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ è ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, â êîòîðóþ âíåñ áîëüøîé âêëàä, à òàêæå îáùåé
òåîðèè èíòåãðàëîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äðóãèå âàæíûå ðàáîòû Àáåëÿ îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè ðÿäîâ.

10 Àäàìàð Æàê Ñàëîìîí (ôð. Jacques Salomon Hadamard, 1865�1963) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è
ìåõàíèê. Àâòîð ìíîæåñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî àëãåáðå, ãåîìåòðèè, ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëè-
çó, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, òîïîëîãèè, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ìåõàíèêå,
ãèäðîäèíàìèêå.
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J Ïóñòü ñíà÷àëà 0 < l < ∞. Èç (1.59) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε), ÷òî ïðè n ≥ N(ε) n
√
|cn| < l + ε. Âûáåðåì òî÷êó

z1, óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó |z1 − z0| < 1/l, è âûáåðåì ε = (1− l|z1 −
− z0|)/(2|z1− z0|). Èìååì íåðàâåíñòâî n

√
|cn||z1− z0| < (l+ ε)|z1− z0| = (1 +

+l|z1−z0|)/2 = q < 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷ëåíû ðÿäà (1.57) ìàæîðèðóþòñÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñî çíàìåíàòåëåì q < 1. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä
(1.57) â òî÷êå z1 ñõîäèòñÿ.

Âçÿâ òåïåðü òî÷êó z2, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |z2−z0| > 1/l, è âûáðàâ
ε = (l|z2 − z0| − 1)/|z2 − z0| > 0, ïîëó÷èì, ÷òî n

√
|cn||z2 − z0| > (l − ε)|z2 −

− z0| = 1 äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé n. Îòñþäà ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü
ðÿäà (1.57) â òî÷êå z2.

Ïðè l = 0 ðÿä (1.57) ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå z êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N(ε), ÷òî ïðè n ≥ N(ε)
n
√
|cn| < ε. Îòñþäà, âûáðàâ â êà÷åñòâå ε = q/|z − z0|, q < 1, ïîëó÷èì |cn||z−

− z0|n < qn, ÷òî è äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü (1.57) â òî÷êå z.
Ïðè l = ∞ ðÿä (1.57) ðàñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå z 6= z0. Ñîãëàñíî (1.59)

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîýôôèöèåíòîâ cn òàêèõ, ÷òî
n
√
|cn| > M äëÿ

ëþáîãî M > 0. Âûáðàâ M òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû M |z − z0| = q > 1, èìååì
äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ |cn(z − z0)

n| > 1, ÷òî è äîêàçûâàåò ðàñõîäè-
ìîñòü ðÿäà (1.57) â òî÷êå z. I

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z), ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ñòåïåííîé ðÿä (1.57),
íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ (1.21) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé âíóòðè
êðóãà ñõîäèìîñòè |z − z0| < R. Ïðè ýòîì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (1.57)
ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

cn =
f (n)(z0)

n!
. (1.60)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû (1.60) íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü n-þ ïðîèçâîäíóþ
îò ðÿäà (1.57) è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè z → z0.

Óòâåðæäåíèå 1.25. (Ðÿä Òåéëîðà11.) Ôóíêöèÿ f(z), àíàëèòè÷åñêàÿ
âíóòðè êðóãà |z − z0| < R, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ýòîì êðóãå ñòå-
ïåííûì ðÿäîì

f(z) =
∞∑
n=1

cn(z − z0)
n, cn =

f (n)(z0)

n!
. (1.61)

11 Òåéëîð Áðóê (àíãë. Brook Taylor, 1685�1731) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê. Íàø¼ë îáùóþ ôîðìóëó äëÿ
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû, ïîëîæèë íà÷àëî ìàòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ çàäà÷è î êîëåáàíèè
ñòðóíû, åìó ïðèíàäëåæàò çàñëóãè â ðàçðàáîòêå òåîðèè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Îí òàêæå àâòîð ðàáîò î
ïåðñïåêòèâå, öåíòðå êà÷àíèÿ, ïîë¼òå ñíàðÿäîâ, âçàèìîäåéñòâèè ìàãíèòîâ, êàïèëëÿðíîñòè è äð. Ê êîíöó
æèçíè çàíèìàëñÿ âîïðîñàìè ôèëîñîôèè.
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Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.

J Âûáåðåì òî÷êó z âíóòðè êðóãà |z − z0| < R è ïîñòðîèì îêðóæíîñòü Γρ
ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 òàê, ÷òîáû |z−z0| < ρ < R. Ïðåäñòàâèì f(z)
â ýòîé òî÷êå ñîãëàñíî (1.45) (èíòåãðàë Êîøè):

f(z) =
1

2πi

∫
Γρ

f(ξ)dξ

ξ − z
. (1.62)

Ïðåîáðàçóåì

1

ξ − z
=

1

ξ − z0

1

1− (z − z0)/(ξ − z0)
=

1

ξ − z0

∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ξ − z0)n
. (1.63)

Òàê êàê (z − z0)/(ξ − z0) < 1 ïðè ξ ∈ Γρ, òî ðÿä (1.63) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
îòíîñèòåëüíî ξ ∈ Γρ. Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (1.63) â (1.62) è ïðîèíòåãðè-
ðóåì ïî÷ëåííî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðÿä

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n, cn =

1

2πi

∫
Γρ

f(ξ)dξ

(ξ − z0)n+1
. (1.64)

Â (1.64) îêðóæíîñòü Γρ ìîæåò áûòü çàìåíåíà ëþáûì çàìêíóòûì êîíòó-
ðîì δ, ëåæàùèì â êðóãå |z − z0| < R è ñîäåðæàùèì âíóòðè ñåáÿ òî÷êó z.
Ñðàâíèâàÿ (1.64) c (1.51), èìååì cn = f (n)(z0)/n!. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèí-
ñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ (1.61) ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ñóùåñòâóåò
åùå îäíî ïðåäñòàâëåíèå (1.61) ñ êîýôôèöèåíòàìè c

′

n 6= cn. Ïðè ýòîì ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà |z−z0| < R ê àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè f(z). Íî òîãäà c

′

n = f (n)(z0)/n!, ÷òî ñîâïàäàåò ñ cn. I

Ñëåäñòâèå. (Íåðàâåíñòâî Êîøè) Ïóñòü |f(z)| < M ïðè |z − z0| < R.
Òîãäà èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

|cn| ≤
M

Rn
(n = 0, 1, ...). (1.65)

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (1.64)

|cn| ≤
1

2π

∫
Γρ

|f(ξ)|ds
ρn+1

.

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ρ < R, òî èìååì
(1.65).
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Ñëåäñòâèå. Åñëè f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ è z0 ∈ Ω,
òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1.64) íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè z0 äî
ãðàíèöû îáëàñòè Ω.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò ñëåäñòâèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
f(z) = (1 + z2)−1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âî âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê z1,2 = ±i. Âçÿâ â êà÷åñòâå z0 = 0, èìååì

1

1 + z2
=

∞∑
n=0

(−1)nz2n

è R = 1 � ðàññòîÿíèå îò z0 äî òî÷åê z1,2.
Âîçüìåì â êà÷åñòâå z0 = 1 è íàéäåì ðàçëîæåíèå f(z) ïî ñòåïåíÿì (z−1).

Ïðåäñòàâèì
1

1 + z2
=

1

2i
(

1

z − i
− 1

z + i
),

1

z ± i
=

1

z − 1 + 1± i
=

1

1± i

∞∑
n=0

(−1)n
(z − 1)n

(1± i)n
.

Â èòîãå

1

1 + z2
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

2i
[

1

(1− i)n+1
− 1

(1 + i)n+1
](z − 1)n.

Òàê êàê 1± i =
√

2e±iπ/4, òî èìååì

1

1 + z2
=

∞∑
n=0

(−1)n
sin((n+ 1)π/4)

2(n+1)/2
(z − 1)n. (1.66)

Ñîãëàñíî (1.59) äëÿ ðÿäà (1.66) R =
√

2, ò. å. ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè
z0 äî òî÷åê z1,2.

1.2.3. Íóëè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Åäèíñòâåííîñòü

ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω. Òî÷êà z0 ∈ Ω
íàçûâàåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f(z), åñëè f(z0) = 0. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1.61)
f(z) â îêðåñòíîñòè z0 ñëåäóåò, ÷òî c0 = 0. Åñëè íå òîëüêî c0, íî è c1 = c2 =
= ... = ck−1 = 0, à ck = 0, òî òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ íóëåì ôóíêöèè f(z)
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êðàòíîñòè k. Ñîãëàñíî (1.61) â ýòîì ñëó÷àå f (j)(z0) = 0 (j = 0, 1, ...k − 1),
à f (k)(z0) 6= 0 è ðÿä (1.61) ïðèìåò âèä

f(z) =
∞∑
n=k

cn(z − z0)
n = (z − z0)

kφ(z), φ(z0) 6= 0.

Óòâåðæäåíèå 1.26. Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ,
îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü â òî÷êàõ zn (n = 1, 2, ...). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
zn ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z0 ∈ Ω, òî f(z) ≡ 0 â îáëàñòè Ω.

J Ïðåäñòàâèì f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Òåéëîðà, âèäà
(1.61), ðàäèóñ ñõîäèìîñòè êîòîðîãî R > 0 íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè
z0 äî ãðàíèöû îáëàñòè Ω. Èç íåïðåðûâíîñòè f(z) ñëåäóåò, ÷òî lim

n→∞
f(zn) =

= f(z0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â (1.61) c0 = 0. Ïðåäñòàâèì f(z) = (z−z0)f1(z),
ãäå f1(z) � íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå z0 ôóíêöèÿ. Ò. ê. f(zn) = (zn − zn)f1(zn) =
= 0, òî f1(zn) = 0 è lim

n→∞
f1(zn) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â (1.61) c1 = 0 è

f(z) = (z − z0)
2f2(z). Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì, ÷òî â (1.61) âñå

cn = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(z) ≡ 0 ïðè âñåõ z ∈ Ω.
Ïóñòü z∗ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà Ω. Ïðîâåäåì êðèâóþ σ, ñîåäèíÿþùóþ

òî÷êè z0 è z∗ è ëåæàùóþ â Ω. Îáîçíà÷èì z∗∗ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè
ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 è êðèâîé σ. Â ýòîé òî÷êå f(z∗∗) = 0. Âûáåðåì
íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê z∗n, |z∗n − z0| < R, lim

n→∞
z∗n = z∗∗.

Ïðåäñòàâèâ òåïåðü f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z∗∗ ðÿäîì Òåéëîðà âèäà (1.61),
çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðÿä èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R∗ > 0. Ïðîâåäÿ ðàññóæäå-
íèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì, ïîëó÷èì, ÷òî f ′(z) ≡ 0 ïðè |z − z∗∗| < R∗.
Ïðîäîëæàÿ îïèñàííûé ïðîöåññ, äîéäåì äî òî÷êè z∗. Ââèäó êîìïàêòíîñòè
êðèâîé σ â Ω, ýòîò ïðîöåññ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. I

Ñëåäñòâèå. Åñëè f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ è z0 ∈ Ω, â
ëþáîé îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé ïîäîáëàñòè Ω′ ⊂ Ω ôóíêöèÿ f(z) ìîæåò
èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé. f(z) ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
íóëåé ëèøü â îòêðûòîé èëè íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè.

Ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ âî âñåé îòêðûòîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (z 6=
6=∞), íàçûâàåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Öåëàÿ ôóíê-
öèÿ â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé.

Óòâåðæäåíèå 1.27. (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè) Ïóñòü ôóíêöèè f1(z) è f2(z) àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè Ω. Åñ-
ëè â îáëàñòè Ω ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zn (n = 1, 2, ...),
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ñõîäÿùàÿñÿ ê z0 ∈ Ω, è çíà÷åíèÿ f1(z) è f2(z) â ýòèõ òî÷êàõ ñîâïàäàþò,
òî f1(z) ≡ f2(z).

J Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà óòâåðæäåíèå 1.26. Ïîëîæèì u(z) = f1(z)−
− f2(z). Èìååì u(zn) = 0 (n = 1, 2, ...). Îòñþäà u(z) ≡ 0 äëÿ z ∈ Ω. I

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèè f1(z) è f2(z) àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòÿõ Ω1

è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî è ñîâïàäàþùèå â îáëàñòè Ω1 ∩ Ω2 = Ω0 6= ∅. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω = Ω1∪Ω2 ôóíêöèÿ
f(z) òàêàÿ, ÷òî

f(z) =

{
f1(z), z ∈ Ω1,

f2(z), z ∈ Ω2.

Ôóíêöèÿ f2(z) íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f1(z)
íà îáëàñòè Ω2, è, íàîáîðîò, f1(z) - àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå f2(z) íà Ω1.

1.2.4. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé

ñ âåùåñòâåííîé îñè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] âåùåñòâåííîé îñè çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f(x) âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.27 â íåêîòîðîé îáëà-
ñòè Ω êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé îòðåçîê [a, b], ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü ëèøü îäíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z), ñîâïàäàþùàÿ íà [a, b] ñ ôóíê-
öèåé f(x). Ïðè ýòîì ôóíêöèþ f(z) íàçûâàþò àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì
ôóíêöèè f(x) â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü Ω.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîãî ïðîäîëæåíèÿ áóäóò ôóíêöèè:

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
, cos z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, sin z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, (1.67)

êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ex, cosx, sinx íà âåùåñòâåííîé îñè, ÿâëÿþòñÿ èõ
àíàëèòè÷åñêèìè ïðîäîëæåíèÿìè íà êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü è ïðåäñòàâëåíû
ðÿäàìè Òåéëîðà (ñì. óòâåðæäåíèå 1.25) ñ ðàçëîæåíèåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z0 = 0. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ (1.67) R =∞. Ïðåäñòàâëåíèÿ (1.67) ìîãóò
ñëóæèòü îïðåäåëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé, îòëè÷íûì îò îïðåäåëå-
íèé èñïîëüçóåìûõ â 1.1.11.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ôóíêöèþ:

ln z =
∞∑
n=1

(−1)n+1 (z − 1)n

n
. (1.68)
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Ðÿä, ñòîÿùèé â (1.68), èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R = 1 è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè ln z â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 1. Íà âåùåñòâåí-
íîé îñè (1.68) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé lnx ïðè 0 < x < 2 è ÿâëÿåòñÿ åå
àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì íà îáëàñòü |z − 1| < 1.

1.2.5. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìíîãîçíà÷íîé

ôóíêöèè. Ïîíÿòèå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

Óòâåðæäåíèå 1.28. Ïóñòü çàäàíû äâå îáëàñòè Ω1 è Ω2 Ω1 ∩ Ω2 6= ∅,
èìåþùèå îäèí îáùèé êóñîê ãðàíèöû σ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé êóñî÷íî-
ãëàäêóþ êðèâóþ. Ïóñòü â ýòèõ îáëàñòÿõ çàäàíû àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè
f1(z) è f2(z), êîòîðûå íåïðåðûâíû â Ω1 ∪ σ è Ω2 ∪ σ ñîîòâåòñòâåííî, è
f1(z) ≡ f2(z) â òî÷êàõ êðèâîé σ. Òîãäà f1(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè f2(z) íà îáëàñòü Ω1, è íàîáîðîò.

J Ôóíêöèÿ

f(z) =


f1(z), z ∈ Ω1,

f2(z), z ∈ Ω2,

f1(z) = f2(z), z ∈ σ
(1.69)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé â îáëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ σ. Ïîêàæåì, ÷òî
èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé Γ,
ëåæàùåé â îáëàñòè Ω, ðàâåí íóëþ. Åñëè Γ ëåæèò â Ω1, òî∫

Γ

f(z)dz =

∫
Γ

f1(z)dz = 0. (1.70)

Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ, åñëè Γ ëåæèò â Ω2. Ïóñòü Γ ëåæèò è â Ω1, è â Ω2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ0 êóñîê êðèâîé σ, ëåæàùèé â îáëàñòè Ω′, îãðàíè÷åííîé
êðèâîé σ, ÷åðåç Γ1 è Γ2 êóñêè êðèâîé Γ, ëåæàùèå â Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ ê óòâåðæäåíèþ 1.7 èìååì∫

Γ1∪σ0

f1(z)dz =

∫
Γ2∪σ0

f2(z)dz = 0,

íî, ò. ê. êðèâàÿ σ0 â ïåðâîì è âòîðîì èíòåãðàëàõ ïðîõîäèòñÿ â ðàçíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ, ñ ó÷åòîì (1.70) ïîëó÷èì∫

Γ

f(z)dz =

∫
Γ1∪σ0

f(z)dz +

∫
Γ2∪σ0

f(z)dz = 0.
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êðèâîé Γ, îñòàëîñü ñîñëàòüñÿ íà óòâåðæäåíèå
1.16 (Òåîðåìà Ìîðåðà). I

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ÷åðåç êóñî÷íî-
ãëàäêóþ êðèâóþ σ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ è àíàëèòè÷åñêèì åå ïðîäîëæåíèåì. Â
ñëó÷àå ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî ýòî íå òàê.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w =
√
z ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîë-

æåíèÿ, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.28.
Â 1.1.11 óæå ðàññìàòðèâàëàñü ýòà ôóíêöèÿ, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

ëþáîãî z = ρeiφ, 0 ≤ φ < 2π ôóíêöèÿ w =
√
z èìååò äâå âåòâè:

w0(z) = ρ1/2eiφ/2, w1(z) = ρ1/2ei(φ/2+π).

Âûáåðåì âåòâü w0(z). Îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì âåùå-
ñòâåííîé ôóíêöèè w =

√
x, x > 0. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè w0(z)

ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü Ω0, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïëîñêîñòü, ðàçðåçàííóþ ïî ïî-
ëîæèòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñè. Âåðõíèé áåðåã ðàçðåçà (arg z = 0)
ÿâëÿåòñÿ îäíîé ãðàíèöåé îáëàñòè Ω0 , íèæíèé áåðåã(arg z = 2π) � äðó-
ãîé ãðàíèöåé. Îáëàñòü Ω0 îòîáðàæåíèåì w0(z) íåïðåðûâíî îòîáðàæàåòñÿ
â âåðõíþþ çàìêíóòóþ ïîëóïëîñêîñòü w (0 ≤ argw ≤ π) è ÿâëÿåòñÿ â Ω0

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ w0(z) = w0(ρ, φ) = u(ρ, φ) +
+iv(ρ, φ) = ρ1/2 cos(φ/2)+iρ1/2 sin(φ/2). Âûïîëíåíû óñëîâèÿ Êîøè�Ðèìàíà:

ρuρ = vφ, ρvρ = −uφ (0 ≤ ρ <∞, 0 < φ < 2π). (1.71)

Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíûå â (1.71) íåïðåðûâíûå.
Ðàññìîòðèì îáëàñòü Ω1, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêóþ æå ïëîñêîñòü

ñ ðàçðåçîì ïî ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñè, íî àðãóìåíò z èçìå-
íÿåòñÿ îò 2π äî 4π. Ïðè ýòîì âåðõíèé áåðåã ðàçðåçà ïëîñêîñòè (arg z = 2π)
ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ãðàíèöå îáëàñòè Ω1, íèæíèé áåðåã(arg z = 4π) � äðóãîé
ãðàíèöå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w1(z), êîòîðàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðà-
æàåò îáëàñòü Ω1 íà îáëàñòü π ≤ argw ≤ 2π â ïëîñêîñòè w (íèæíþþ ïî-
ëóïëîñêîñòü). Ôóíêöèÿ w1(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â Ω1. Îáëàñòè Ω0 è
Ω1 èìåþò îáùóþ ãðàíèöó Γ01 � ëó÷ arg z = 2π, íà êîòîðîé w0(z) = w1(z).
Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.28 ôóíêöèÿ

w(z) =

{
w0(z), z ∈ Ω0 ∪ Γ01,

w1(z), z ∈ Ω1 ∪ Γ01

(1.72)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè Ω0 ∪ Γ01 ∪ Ω1. Ó ýòîé îáëàñòè
îñòàëèñü ñâîáîäíûìè äâå ãðàíèöû: ó îáëàñòè Ω0 � ëó÷ arg z = 0, ó îáëàñòè
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
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0

Ðèñ. 1.3. Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå

Ω1 � ëó÷ arg z = 4π. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé w0(z) è w1(z) íà ýòèõ ëó÷àõ ñîâ-
ïàäàþò. Ñêëåèâ ýòè ëó÷è, ïîëó÷èì ãðàíèöó Γ10 è íåïðåðûâíîå çàìêíóòîå
ìíîãîîáðàçèå R = Ω0∪Γ01∪Ω1∪Γ10 (ñì. ðèñ. 1.3), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì ôóíêöèè w =

√
z, îïðåäåëåííîé ñîãëàñíî

(1.71) ñ íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì íà ëó÷ Γ10. Ïðè ýòîì òî÷êè z = 0 è
z =∞ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçâåòâëåíèÿ ôóíêöèè w(z)(ñì. ï.1.1.11).

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ìåõàíèçì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèè çà ãðàíèöó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü â îáëàñòè Ω1 çà-
äàíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f1(z). Âûáåðåì íåêîòîðóþ òî÷êó z1 ∈ Ω1 è
ðàçëîæèì ýòó ôóíêöèþ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Âû÷èñëèì
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà R1. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: â ïåðâîì � ðàäèóñ
ñõîäèìîñòè ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå èëè ðàâíûì ðàññòîÿíèþ äî ãðàíèöû Γ1

îáëàñòè Ω1, âî âòîðîì � áîëüøå ýòîé âåëè÷èíû. Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé.
Îáîçíà÷èì KR1

êðóã |z − z1| < R1. Ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ â ýòîì êðó-
ãå ðÿäîì Òåéëîðà, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì f1(z)
íà âñþ îáëàñòü Ω2 = Ω1 ∪ KR1

è îáîçíà÷èòü f2(z). Âûáåðåì òåïåðü òî÷êó
z2 ∈ Ω2\Ω1 è ïðåäñòàâèì f2(z) â îêðåñòíîñòè z2 ðÿäîì Òåéëîðà. Âû÷èñ-
ëèì åãî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R2. Òàêæå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: â ïåðâîì R2

ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû Γ2 îáëàñòè Ω2, âî âòîðîì � R2 áîëüøå ýòîãî
ðàññòîÿíèÿ. Ðàññìîòðåâ âòîðîé ñëó÷àé, ïîñòðîèì îáëàñòü Ω3 = Ω2 ∪KR2

è
îïðåäåëèì â Ω3 ôóíêöèþ f3(z) èñõîäÿ èç ðÿäà Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íåêî-
òîðîé z2. f3(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì f2(z). Ïðîäîëæàÿ
ýòîò ïðîöåññ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ, ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê
âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ (èëè åå ÷àñòüþ), òàê è ðèìàíîâûì ìíîãîîáðà-
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çèåì. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíîå àíàëèòè÷åñêîå ðàñøèðåíèå èñõîäíîé
ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ f(z), ïîëó÷åííàÿ ïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âäîëü
âñåâîçìîæíûõ öåïî÷åê îáëàñòåé, âûõîäÿùèõ èç ïåðâîíà÷àëüíîé îáëàñòè Ω1

àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f1(z), íàçûâàåòñÿ ïîëíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöè-
åé, à åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ R � åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ïîëíîé
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè âûäåëÿþò ïðàâèëüíûå è îñîáûå òî÷êè.
Ïóñòü f(z) îïðåäåëåíà â îáëàñòè Ω, èìåþùåé ãðàíèöó Γ.
Òî÷êà z0 ∈ Ω íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé äëÿ ôóíêöèè f(z), åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå ρ(z0) > 0 è ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=1

cn(z−z0)
n, ñõîäÿùèéñÿ â êðóãå |z−z0| <

< ρ(z0) ê ôóíêöèè f(z).
Òî÷êà z0 ∈ Ω, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïðàâèëüíîé, íàçûâàåòñÿ îñîáîé.
Âñå òî÷êè àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè,

íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω ìîãóò áûòü êàê ïðàâèëüíûå, òàê è îñîáûå òî÷êè.
Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.29. Íà ãðàíèöå êðóãà KR ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z), ê

êîòîðîé ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ.

J Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî âñå òî÷êè ãðàíèöû Γ êðóãà KR ïðàâèëü-
íûå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z1 ∈ Γ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ρ(z1) > 0 è ðÿä
∞∑
n=0

c1
n(z − z1)

n, ñõîäÿùèéñÿ â Kρ1 = {z : |z − z1| < ρ(z1)}, à â KR ∪ Kρ1 ê

f(z). Âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíûå òî÷êè zj íà îêðóæíîñòè, ïîêðîåì îêðóæíîñòü
ïåðåñåêàþùèìèñÿ êðóãàìè Kρj . Òàê êàê Γ � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òàêèõ
êðóãîâ áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî. Â ñâÿçè ñ ýòèì ôóíêöèÿ ρ(z) áóäåò ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíîé, à, ñëåäîâàòåëüíî, min

z∈Γ
ρ(z) = ρ0 > 0. Â êðóãàõ Kρj îïðåäåëå-

íû ôóíêöèè fj(z), ÿâëÿþùèåñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì f(z). Òàêèì
îáðàçîì, â êðóãå |z− z0| < R+ ρ0 îïðåäåëåíà àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F (z),
ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèå f(z). Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ðÿäîì Òåéëîðà, ðàäèóñ åãî ñõîäèìîñòè
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå R + ρ0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. I

Òàêèì îáðàçîì, ðàäèóñ êðóãà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ
ðàññòîÿíèåì îò öåíòðà êðóãà äî áëèæàéøåé îñîáîé òî÷êè àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè, ê êîòîðîé ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ.
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1.3. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè. Ðÿä Ëîðàíà.

Òåîðèÿ âû÷åòîâ

1.3.1. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé

îñîáîé òî÷êè

Òî÷êà z0 (z0 6= ∞) íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè
f(z), åñëè f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â êîëüöå 0 < |z− z0| < R, à òî÷êà
z0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z).

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.30. Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå KR1R2
=

= {z : R1 < |z − z0| < R2} ôóíêöèÿ. Òîãäà f(z) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â ýòîì êîëüöå ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n. (1.73)

Ðàçëîæåíèå (1.73) åäèíñòâåííî. Ðÿä (1.73) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà12.

J Âûáåðåì òî÷êó z ∈ KR1R2
. Ïîñòðîèì â KR1R2

äâå îêðóæíîñòè ΓR′1 è ΓR′2 ñ
öåíòðîì â òî÷êå z0 ðàäèóñà R

′
1 > R1 è R

′
2 < R2 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà

z ïðèíàäëåæàëà êîëüöó KR′1R
′
2
. Ñîãëàñíî èíòåãðàëó Êîøè (1.45)

f(z) =
1

2πi

∫
ΓR′1

f(ζ)dζ

ζ − z
+

1

2πi

∫
ΓR′2

f(ζ)dζ

ζ − z
. (1.74)

Â ïåðâîì èíòåãðàëå (1.74), ñ ó÷åòîì |ζ − z0|/|z − z0| < 1, ïðåäñòàâèì

1

ζ − z
= − 1

(z − z0) [1− (ζ − z0)/(z − z0)]
= −

∞∑
n=0

(ζ − z0)
n

(z − z0)n+1
, (1.75)

à âî âòîðîì, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà |z − z0|/|ζ − z0| < 1, �

1

ζ − z
=

1

(ζ − z0) [1− (z − z0)/(ζ − z0)]
=

∞∑
n=0

(z − z0)
n

(ζ − z0)n+1
. (1.76)

12 Ëîðàí Ïüåð Àëüôîíñ (ôð. Pierre Alphonse Laurent, 1813�1854) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ïî ïðî-
ôåññèè âîåííûé èíæåíåð. Îñíîâíûå òðóäû îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî.
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Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (1.75) è (1.76) â (1.74) è âûïîëíèì ïî÷ëåííîå èí-
òåãðèðîâàíèå. Ýòî âîçìîæíî äåëàòü, òàê êàê ðÿäû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî îò-
íîñèòåëüíî ζ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

f(z) =
∞∑
n=0

1

2πi

∫
ΓR′1

f(ζ)(z − z0)
n

(ζ − z0)n+1
dζ +

∞∑
n=0

1

2πi

∫
ΓR′2

f(ζ)(ζ − z0)
n

(z − z0)n+1
dζ, (1.77)

â êîòîðîì ðÿäû ñõîäÿòñÿ.
Îáîçíà÷èâ

c1
n =

1

2πi

∫
ΓR′1

f(ζ)dζ

(ζ − z0)n+1
(n = 0, 1, . . . ),

c2
n =

1

2πi

∫
ΓR′2

f(ζ)(ζ − z0)
ndζ (n = 0,−1, . . . ),

(1.78)

çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû (1.78) ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû åäèíîé ôîðìó-
ëîé

cn =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)dζ

(ζ − z0)n+1
(n = 0,±1, . . . ), (1.79)

ãäå Γ � ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñà R : R1 < R < R2, à ðÿä (1.77)
çàïèñàí â âèäå (1.73). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè z, ðÿä (1.73), â êîòîðîì cn
îïðåäåëåíû ñîãëàñíî (1.79), ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî z ∈ KR1R2

, ïðè÷åì äëÿ
z ∈ KR′1R

′
2
� ðàâíîìåðíî.

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (1.73). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò åùå îäíî ðàçëîæåíèå, ò. å.

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n =
∞∑

n=−∞
c′n(z − z0)

n. (1.80)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà (z−z0)
−k−1 è èíòåãðèðóÿ ïî ïðîèçâîëüíîé

îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â z0, ëåæàùåé âíóòðè KR1R2
, ïîëó÷èì, ÷òî ck = c′k

(k = 0,±1, . . . ). I
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.30 ôóíêöèþ f(z) â îêðåñòíîñòè èçîëèðîâàííîé

îñîáîé òî÷êè, ò. å. â êîëüöå 0 < |z − z0| < R, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðÿäîì
Ëîðàíà (1.73), êîòîðûé ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(z) â ëþáîì êîëüöå 0 <
< R1 6 |z − z0| 6 R2 < R.

Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
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à. Ïîëó÷åííûé ðÿä (1.73) íå èìååò ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè,
ò. å. cn = 0 (n = −1,−2, . . . ). Òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé
îñîáîé òî÷êîé.

á. Ðÿä (1.73) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïå-
íÿìè, ò. å. cn = 0 (n = −k − 1,−k − 2, . . . ), c−k 6= 0. Òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0

ôóíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà k.
â. Ðÿä ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè.

Òàêàÿ îñîáàÿ òî÷êà z0 ôóíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé.
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè â êàæäîì èç ïåðå-

÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç (1.73), lim

z→z0
f(z) = c0, |c0| < ∞. Òàêèì

îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(z) îãðàíè÷åíà â êîëüöå 0 6 |z − z0| < R. Äîîïðåäåëèì
f(z) â òî÷êå z0 êàê f(z) = c0, ïîëó÷èì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

Èìååò ìåñòî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.31. Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ è îãðàíè÷åííàÿ
(|f(z)| 6 M) â êðóãîâîì êîëüöå 0 < |z − z0| < R ôóíêöèÿ. Òîãäà z0 �
óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

J Ïðåäñòàâèì f(z) ðÿäîì Ëîðàíà (1.73), â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû îïðåäå-
ëåíû ñîãëàñíî (1.79). Ñ ó÷åòîì óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ èìååì

|cn| 6M ·R−n. (1.81)

Ðàññìàòðèâàÿ êîýôôèöèåíòû ñ îòðèöàòåëüíûìè n è ó÷èòûâàÿ èõ íåçà-
âèñèìîñòü îò R, çàìå÷àåì, ÷òî cn = 0 ïðè âñåõ n < 0. I

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà
k. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå f(z) â îêðåñòíîñòè z0 îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.32. Åñëè òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà k ôóíêöèè
f(z), òî lim

z→z0
|f(z)| = ∞. Îáðàòíî, åñëè f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå

0 < |z− z0| < R ôóíêöèÿ è lim
z→z0
|f(z)| =∞, òî z0 � îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè

f(z), ÿâëÿþùàÿñÿ ïîëþñîì.

J Ïðåäñòàâèì f(z) â îêðåñòíîñòè z0 ðÿäîì (1.73). Â ðåçóëüòàòå èìååì

f(z) =
c−k

(z − z0)k
+ . . .+

c−1

z − z0
+
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n =

= (z − z0)
−k [c−k + . . .+ c−1(z − z0)

k−1
]

+
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n.

(1.82)
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Ò. ê. c−k 6= 0, èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1.82) ñëåäóåò, ÷òî |f(z)| → ∞ ïðè ëþáîì
ñòðåìëåíèè z → z0, ÷òî è äîêàçûâàåò ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà A ñóùåñòâóåò òàêîå
δ > 0, ÷òî ïðè |z − z0| < δ |f(z)| > A. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) = 1/f(z).
Äëÿ g(z) lim

z→z0
|g(z)| = 0, ò. å. z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè g(z),

ïîýòîìó g(z) = (z − z0)
mp(z), p(z0) 6= 0, ãäå m � ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè

g(z). Òîãäà f(z) = 1/g(z) = 1/(z − z0)
m · p1(z) (p1(z) = 1/p(z), p1(z0) 6= 0 ),

ò. å. z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà m ôóíêöèè f(z). I
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà z0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z).

Ïîâåäåíèå ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷êè îïðåäåëÿåò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.33. (Òåîðåìà Ñîõîöêîãî13) Åñëè òî÷êà z0 � ñóùå-
ñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z), òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà A (êîíå÷íîãî èëè
áåñêîíå÷íîãî) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zn (n = 1, 2, . . . ),
lim
n→∞

zn = z0 òàêàÿ, ÷òî lim
z→z0

f(zn) = A.

J Ïóñòü A êîíå÷íî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
|z− z0| < δ, â êîòîðîé íàéäåòñÿ òî÷êà z1 òàêàÿ, ÷òî |f(z1)−A| < ε (â ñëó÷àå
êîíå÷íîãî A), |f(z1)| > ε−1 (â ñëó÷àå A = ∞). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå �
óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîì A íàøëîñü ε > 0, ÷òî âî
âñåõ òî÷êàõ |z−z0| < δ, |f(z)−A| > ε. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) = 1/(f(z)−
− A). Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé |g(z)| îãðàíè÷åíà ïðè |z − z0| < δ
è ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â êîëüöå 0 < |z − z0| < δ, ò. å. z0 � óñòðàíèìàÿ
îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè g(z). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî g(z) = (z−z0)

mp(z), p(z0) 6= 0,
m > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(z) = (z − z0)

−mp1(z), p1(z0) = p(z0)
−1 6=

6= 0, ò. å. òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðàâèëüíîé òî÷êîé, ëèáî ïîëþñîì ïîðÿäêà
m, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ. Ñëó÷àé A = ∞ äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. I

Îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå w = 1/z ïåðåâîäèò
îêðåñòíîñòü òî÷êè z = ∞ â îêðåñòíîñòü òî÷êè w = 0, äëÿ êîòîðîé äîñòà-
òî÷íî ïðèìåíèòü ðàññìîòðåííóþ êëàññèôèêàöèþ.

13 ÑîõîöêèéÞëèàí Âàñèëüåâè÷ (1842�1927) � ðóññêèé ìàòåìàòèê ïîëüñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Ïðîôåñ-
ñîð ìàòåìàòèêè â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå. Îñíîâíûå òðóäû ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíî-
ãî ïåðåìåííîãî. Ñôîðìóëèðîâàë è äîêàçàë òåîðåìó î ïîâåäåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè
ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè, èçó÷èë ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ òèïà èíòåãðàëà Êîøè ïðè âåñüìà
îáùèõ óñëîâèÿõ. Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðèëîæåíèé ê ìåõàíèêå.
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1.3.2. Âû÷åò ôóíêöèè â èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êå

Ïóñòü z0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z). Âû÷åòîì
ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0 íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àå-
ìîå res(f(z), z0) (residue � îñòàòîê) è îïðåäåëÿåìîå ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

res (f(z), z0) =
1

2πi

∫
γ

f(z)dz, (1.83)

â êîòîðîé èíòåãðàë áåðåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïî ëþáîé çàìêíó-
òîé êðèâîé γ, ëåæàùåé â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè f(z) è ñîäåðæà-
ùåé òî÷êó z0 âíóòðè ñåáÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.79), îïðåäåëÿþùåé êîýôôèöèåíòû ðÿ-
äà Ëîðàíà ôóíêöèè f(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0, res (f(z), z0) = c−1. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî âû÷åò â óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå ðàâåí íóëþ. Ðàññìîòðèì
ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ âû÷åòà â òî÷êå z0, ÿâëÿþùåéñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà k. Â
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(z) =
c−k

(z − z0)k
+ . . .+

c−1

z − z0
+ c0 + c1(z − z0) + . . . (1.84)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.84) íà (z − z0)
k è âû÷èñëèì îò íèõ

ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà k − 1. Ïåðåéäÿ òåïåðü ê ïðåäåëàì ïðè z → z0 îò
îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, áóäåì èìåòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âû÷åòà ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0:

res (f(z), z0) = lim
z→z0

dk−1

dzk−1

[
(z − z0)

kf(z)
]
. (1.85)

Â ñëó÷àå, åñëè òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà è ôóíêöèÿ
èìååò âèä f(z) = ϕ(z)/ψ(z), òî (1.85) ïðèìåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä:

res (f(z), z0) = ϕ(z0)/ψ
′(z0). (1.86)

Ïðèìåíåíèå òåîðèè âû÷åòîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Óòâåðæäåíèå 1.34. (Òåîðåìà Êîøè. Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè âû-
÷åòîâ) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçî-
ëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê z1, . . . , zn, ëåæàùèõ âíóòðè Ω, è íåïðåðûâíà â
Ω. Òîãäà ∫

Γ+

f(z)dz = 2πi
n∑
j=1

res (f(z), zj) . (1.87)
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Çäåñü Γ+ � ïîëíàÿ ãðàíèöà Ω, îáõîäèìàÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

J Ïðîâåäåì èç êàæäîé îñîáîé òî÷êè zj îêðóæíîñòü Cj = {z : |z − zj| = ρj}
ìàëîãî ðàäèóñà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå êðóãè Kj ïðèíàä-

ëåæàëè Ω è íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé. Â îáëàñòè Ω′ = Ω \
{⋃n

j=1Kj

}
ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé è íåïðåðûâíîé â Ω′, ãðàíèöó êîòîðîé
îáîçíà÷èì Γ′. Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.8∫

Γ′+

f(z)dz =

∫
Γ+

f(z)dz +
n∑
j=1

∫
Cj−

f(z)dz = 0. (1.88)

Â (1.88) ãðàíèöà Cj îáõîäèòñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ò. å. îñòàâëÿÿ
îáëàñòü ñëåâà. Ïåðåíåñÿ âî âòîðîì ðàâåíñòâå (1.88) ñóììó â ïðàâóþ ÷àñòü ñ
ó÷åòîì (1.83), ïîëó÷èì ôîðìóëó (1.87). I

Ïóñòü z =∞ ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé.
Âû÷åòîì f(z) â òî÷êå z =∞ íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî:

res (f(z),∞) = −
∫
Γ+

f(z)dz, (1.89)

ãäå Γ+ � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð, âíå êîòîðîãî f(z) � àíàëèòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, è íå èìååò èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò z =∞.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå, ëåãêî äîêàçûâàåìîå íà îñíîâàíèè (1.87), (1.89),
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.35. Ïóñòü f(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ òî÷åê
zk (k = 1, . . . , n), âêëþ÷àÿ zn =∞. Òîãäà

n∑
j=1

res (f(zj), zj) = 0.

1.3.3. Ëîãàðèôìè÷åñêèé âû÷åò

Ïóñòü â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ çàäàíà
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z) âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçî-
ëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê zj (j = 1, . . . , n), ÿâëÿþùèõñÿ ïîëþñàìè. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî íà Γ íåò íè íóëåé, íè îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè f(z).
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Ôóíêöèþ
ϕ(z) = (ln f(z))′ = f ′(z)/f(z) (1.90)

íàçûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé f(z), à âû÷åò ϕ(z) â åå îñîáûõ
òî÷êàõ � ëîãàðèôìè÷åñêèì âû÷åòîì ôóíêöèè f(z).

Íàéäåì çíà÷åíèå âû÷åòà ôóíêöèè ϕ(z) â åå îñîáûõ òî÷êàõ, ïðèíàäëå-
æàùèõ Ω. Îñîáûìè òî÷êàìè ϕ(z) ÿâëÿþòñÿ, êàê ñëåäóåò èç (1.90), íóëè
ôóíêöèè f(z) z∗j (j = 1, . . . , n) è åå ïîëþñû zj (j = 1, . . . , p).

Ïóñòü òî÷êà z∗j ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïîðÿäêà nj ôóíêöèè f(z). Ôóíêöèþ f(z)
â îêðåñòíîñòè z∗j ïðåäñòàâèì â âèäå

f(z) = (z − z∗j )njf1(z) f1(z
∗
j ) 6= 0. (1.91)

Îòñþäà ôóíêöèÿ ϕ(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z∗j èìååò âèä

ϕ(z) = (ln f(z))′ = nj
(
ln(z − z∗j )

)′
+ (ln f1(z))′ =

nj
z − z∗j

+
f ′1(z)

f1(z)
.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà z∗j ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè
ϕ(z), à åå âû÷åò â ýòîé òî÷êå ðàâåí nj:

res
(
f ′(z)/f(z), z∗j

)
= nj, (1.92)

ò. å. ïîðÿäêó íóëÿ ôóíêöèè f(z).
Ïóñòü zj ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà pj ôóíêöèè f(z). Òîãäà â îêðåñòíî-

ñòè ýòîé òî÷êè

f(z) =
f1(z)

(z − zj)pj
, f1(zj) 6= 0.

Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè zj ïîëó÷èì âûðà-
æåíèå

ϕ(z) = (ln f(z))′ = − pj
z − zj

+
f ′1(z)

f1(z)
.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà zj ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè ϕ(z),
à åå âû÷åò â ýòîé òî÷êå ðàâåí −pj:

res (f ′(z)/f(z), zj) = −pj. (1.93)

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.36. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì
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èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê zj (j = 1, . . . , p), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëþ-
ñàìè, è íåïðåðûâíîé â Ω âìåñòå ñ f ′(z). Ïóñòü íà ãðàíèöå Γ íåò íóëåé
ôóíêöèè. Òîãäà ðàçíîñòü ìåæäó ïîëíûì ÷èñëîì íóëåé N =

∑n
j=1 nj è ïîë-

íûì ÷èñëîì ïîëþñîâ P =
∑∞

j=1 pj ôóíêöèè f(z) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

N − P =
1

2πi

∫
Γ+

f ′(z)dz

f(z)
. (1.94)

JÄîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ôîðìóë (1.92)
è (1.93). I

Âûÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1.94):

1

2πi

∫
Γ+

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫
Γ+

d (ln f(z)) =

=
1

2πi

∫
Γ+

d (ln |f(z)|) +
1

2π

∫
Γ+

d Arg (f(z)).

(1.95)

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïîä ôóíêöèåé Arg z áóäåì ïîíèìàòü òó íåïðå-
ðûâíóþ âåòâü ñ÷åòíîçíà÷íîé ôóíêöèè (1.2), êîòîðàÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò
ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè arg z. Ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîé êðèâîé Γ â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè çíà÷åíèå ôóíêöèè ln |f(z)| âîçâðàùàåòñÿ â ïåðâîíà-
÷àëüíîå, ïîýòîìó ïåðâûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Çíà÷åíèå ôóíêöèè Arg f(z)
ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîé êðèâîé ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî. Âå-
ëè÷èíà

1

2π

∫
Γ+

dArg (f(z)) =
1

2π
∆ΓArg (f(z))

îïðåäåëÿåò ïîëíîå èçìåíåíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè f(z) ïðè îáõîäå ïî çà-
ìêíóòîé êðèâîé Γ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè , äåëåííîå íà 2π. Ãåîìåò-
ðè÷åñêè � ýòî ÷èñëî îáîðîòîâ íà ïëîñêîñòè âîêðóã òî÷êè w = 0 âåêòîðà
w = f(z) ïðè ïîëíîì îáõîäå Γ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.37. (Ïðèíöèï àðãóìåíòà) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) � àíà-
ëèòè÷åñêàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, çà èñ-
êëþ÷åíèåì òî÷åê zj (j = 1, . . . , p), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè, è íåïðå-
ðûâíàÿ âìåñòå ñ f ′(z) â îáëàñòè Ω. Ïóñòü íà ãðàíèöå Γ íåò íóëåé ôóíêöèè
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f(z). Òîãäà ðàçíîñòü ìåæäó ïîëíûì ÷èñëîì íóëåé è ïîëíûì ÷èñëîì ïîëþ-
ñîâ ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè Ω ðàâíî ÷èñëó îáîðîòîâ âåêòîðà w = f(z) ïðè
îáõîäå ïåðåìåííîé z ãðàíèöû Γ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ò. å.

N − P =
1

2π
∆ΓArg (f(z)). (1.96)

Ðàññìîòðèì îäíî âèäîèçìåíåíèå ôîðìóëû (1.94). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 1.36, à ψ(z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â
Ω è íåïðåðûâíàÿ â Ω ôóíêöèÿ. Îñîáûìè òî÷êàìè ôóíêöèè g(z) =
= ψ(z)f ′(z)/f(z) ìîãóò áûòü ëèøü íóëè z∗j è ïîëþñû zj ôóíêöèè f(z). Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷èì

1

2πi

∫
Γ

ψ(z)
f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
j=1

ψ(z∗j )nj −
p∑
j=1

ψ(zj)pj. (1.97)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ψ(z) ≡ z èìååì

1

2πi

∫
Γ

z
f ′(z)

f(z)
dz =

n∑
j=1

z∗jnj −
p∑
j=1

zjpj,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé íóëåé è ñóììîé
ïîëþñîâ ôóíêöèè f(z), âçÿòûõ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé.

Ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà íóëåé ôóíêöèè f(z), ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè Ω,
ïîëåçíûì áûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.38. (Òåîðåìà Ðóøå14) Ïóñòü ôóíêöèè f(z) è ϕ(z) ÿâ-
ëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðà-
íèöåé Γ è íåïðåðûâíûìè âìåñòå ñ f ′(z) è ϕ′(z) â Ω. Ïóñòü òàêæå

|f(z)|
∣∣
Γ
> |ϕ(z)|

∣∣
Γ
. (1.98)

Òîãäà ïîëíîå ÷èñëî íóëåé â îáëàñòè Ω ôóíêöèè F (z) = f(z) + ϕ(z) ðàâíî
ïîëíîìó ÷èñëó íóëåé ôóíêöèè f(z).

J Äëÿ ôóíêöèè F (z) âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 1.37. Ïîýòîìó îáùåå
÷èñëî íóëåé

N(F (z)) =
1

2π
∆ΓArg (f(z) + ϕ(z)) ,

14 Ðóøå Ýæåí (ôð. Eugene Roushe, 1832�1910) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê. Ïðîôåññîð Öåíòðàëüíîé
øêîëû èñêóññòâ è ðåìåñåë (Ïàðèæ). Èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíû òåîðèè ôóíêöèé, èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó
ìåòîäó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ãåîìåòðèè, òåîðèè ïîâåðõíîñòåé, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òåîðèè îïðåäå-
ëåííûõ èíòåãðàëîâ.
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N(f(z)) =
1

2π
∆ΓArg (f(z)) .

Äëÿ ðàçíîñòè èìååì âûðàæåíèå

N(f(z) + ϕ(z))−N(f(z)) =
1

2π

(
∆ΓArg

(
f(z) + ϕ(z)

)
−∆ΓArg f(z)

)
=

=
1

2π
∆ΓArg

(
f(z) + ϕ(z)

f(z)

)
=

1

2π
∆ΓArg

(
1 +

ϕ(z)

f(z)

)
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w(z) = 1 + ϕ(z)/f(z). Â ñèëó óñëîâèÿ (1.98) ïðè
îáõîäå ïî Γ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé êðèâàÿ G â ïëîñêîñòè w áóäåò öåëèêîì
ëåæàòü âíóòðè íåêîòîðîãî êðóãà |w − 1| 6 ρ0 < 1. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà
w = 0 ëåæèò âíå çàìêíóòîé êðèâîé G. Îòñþäà ∆ΓArg w(z) = 0. I

Ïðèìåíèì 1.38 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû.

Óòâåðæäåíèå 1.39. Óðàâíåíèå

a0z
n + a1z

n−1 + . . .+ an = 0(a 6= 0) (1.99)

èìååò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè n êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè).

J Ïîëîæèì f(z) = a0z
n, ϕ(z) = a1z

n−1 + . . . + an. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü
|z| = R è âûáåðåì R òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà îêðóæíîñòè âûïîëíÿëîñü
íåðàâåíñòâî |f(z)| > |ϕ(z)|. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, ò. ê. íà îêðóæíîñòè
|f(z)| = |a0||z|n = |a0|Rn > |a1|Rn−1 + . . . + |an| > |g(z)| ïðè áîëüøîì R.
Óðàâíåíèå f(z) = 0 èìååò n êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) â êðóãå ëþáîãî
ðàäèóñà, è |f(z)| → ∞ ïðè R→∞. Îòñþäà (1.99) èìååò òàêæå n êîðíåé. I

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

z + e−z = λ, (1.100)

ãäå âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð λ > 1, è ïîêàæåì, ÷òî (1.100) âñåãäà èìååò â
ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü. Ðàññìîòðèì
îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ îòðåçêîì [−iR, iR] è ïîëóîêðóæíîñòüþ |z| = R â
ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Âûáåðåì f(z) = λ−z, ϕ(z) = e−iz. Íà îòðåçêå z = iy
èìååì |f(iy)| = |λ − iy| > λ > 1, |ϕ(iy)| = |e−iy| = 1. Íà ïîëóîêðóæíîñòè
|z| = R,Re z = x > 0. Ïðè áîëüøèõ R : |f(z)| > |z|−λ = R−λ > 1, |ϕ(z)| =
= e−x 6 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå òåîðåìû Ðóøå.



Ãëàâà 2.

Ïðèêëàäíûå àñïåêòû
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà

2.1. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ

2.1.1. Äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìûå äðîáíî-ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

w(z) =
az + b

cz + d
(ad− bc 6= 0), (2.1)

ãäå a, b, c, d � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íàçûâàþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè.
Ôóíêöèÿ (2.1) îïðåäåëåíà íà C. Â òî÷êå z0 = −d/c çíà÷åíèå (2.1) ñ÷èòàåì

ðàâíûì ∞ ïðè z =∞ � w = a/c. Ïðîèçâîäíàÿ

dw

dz
=

ad− bc
(cz + d)2

ñóùåñòâóåò âñþäó, êðîìå z0 = −d/c. Îáðàòíàÿ ê (2.1) ôóíêöèÿ

z =
−dw + b

cw − a

òàêæå äðîáíî-ëèíåéíàÿ è îïðåäåëåíà íà C. Ïðè w0 = a/c åå çíà÷åíèå ðàâíî
∞, à ïðè w = ∞ � −d/c. Òàêèì îáðàçîì, (2.1) îñóùåñòâëÿåò îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå çàìêíóòîé ïëîñêîñòè z íà çàìêíóòóþ ïëîñêîñòü w. Äîêàæåì
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) îäíîëèñòíà â C è àíàëèòè÷íà â
C, êðîìå îäíîé òî÷êè. Òîãäà îíà � äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.
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J Óêàçàííóþ òî÷êó, â êîòîðîé íàðóøàåòñÿ àíàëèòè÷íîñòü f(z), îáîçíà÷èì
z0. Ýòà òî÷êà ìîæåò áûòü òîëüêî ïîëþñîì. Îíà íå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî
îñîáîé òî÷êîé, ò. ê., ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1.33 (òåîðåìà Ñîõîöêîãî), îíà
â ýòîì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü îäíîëèñòíîé, íå ìîæåò èìåòü è óñòðàíèìóþ
îñîáóþ òî÷êó � â ýòîì ñëó÷àå ïî óòâåðæäåíèþ 1.13 (òåîðåìà Ëèóâèëëÿ)
îíà áûëà áû ïîñòîÿííîé. Ïîëþñ ìîæåò áûòü òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà � â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ îäíîëèñòíîñòü ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
z0 6=∞, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ôóíêöèÿ

w(z) =
w−1

z − z0
+ w0 + w1(z − z0) + . . .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ(z) = w(z)− w−1

z − z0
.

Ôóíêöèÿ ϕ(z) íå èìååò îñîáåííîñòåé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è îãðàíè÷åíà,
ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(z) ≡ c � ïîñòîÿííàÿ, ò. å.

w(z) = c+
w−1

z − z0

ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíîé. Åñëè z0 = ∞, òî ãëàâíàÿ ÷àñòü ϕ(z) èìååò âèä
az. Îòñþäà w(z) = az + c. I

Óòâåðæäåíèå 2.2. Îòîáðàæåíèå (2.1) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì âåçäå â C.

J Êàê îòìå÷åíî âûøå, îòîáðàæåíèå (2.1) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ âî
âñåõ òî÷êàõ C, êðîìå z0 = −d/c. Äàäèì îïðåäåëåíèå óãëà â òî÷êå z =∞.

Ïîä óãëîì â òî÷êå z = ∞ ìåæäó êðèâûìè Γ1 è Γ2, ïðîõîäÿùèìè ÷å-
ðåç áåñêîíå÷íîñòü è èìåþùèìè â ñâîèõ îòîáðàæåíèÿõ íà ñôåðå Ïóàíêàðå
êàñàòåëüíûå â òî÷êå N , áóäåì ïîíèìàòü óãîë ìåæäó îáðàçàìè γ1 è γ2 ýòèõ
êðèâûõ ïðè îòîáðàæåíèè z → Z = 1/z â òî÷êå Z = 0.

Ïóñòü ÷åðåç òî÷êó z0 = −d/c ïðîõîäÿò äâå ãëàäêèå êðèâûå γ1 è γ2, ïåðå-
ñåêàþùèåñÿ ïîä óãëîì α. Èõ îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè (2.1) îáîçíà÷èì Γ1 è
Γ2. Óãîë ìåæäó íèìè îïðåäåëåí óãëîì ìåæäó èõ îáðàçàìè ïðè îòîáðàæåíèè
w → W = 1/w.

Â íàøåì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå

W =
cz + d

az + b
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è
dW

dz
=

bc− ad
(az + b)2

îòëè÷íû îò íóëÿ â òî÷êå z0 = −d/c.
Ïðè ýòîì êðèâûå γ1 è γ2 ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè Γ1 è Γ2. Ïîýòîìó óãîë ìåæäó

Γ1 è Γ2 â òî÷êå W = 0 ðàâåí α. Êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ (2.1) â C
äîêàçàíà. I

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ (2.1).
Åñëè c = 0, òî ïðèõîäèì ê ëèíåéíîé ôóíêöèè

f(z) =
a

d
z +

b

d
.

Ïðè a 6= 0 ïîëîæèì k = |a/d|, α = arg(a/d) è ïðåäñòàâèì îòîáðàæåíèå
w = f(z) êàê ñóïåðïîçèöèþ îòîáðàæåíèé

a0 : z1 = eiαz, b0 : z2 = kz1, c0 : w = z2 + b/d.

Îòîáðàæåíèå a0 ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó ïëîñêîñòè íà óãîë α; îòîáðàæåíèå b0

� ýòî îòîáðàæåíèå ïîäîáèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì k; îòîáðàæåíèå c0 ñäâèãàåò
ïëîñêîñòü C íà âåêòîð b/d.

Ïðè c 6= 0 ïðåäñòàâèì (2.1) â âèäå

f(z) =
a

c
+

1

z + d/c
· bc− ad

c
.

Îòîáðàæåíèå w = f(z) ðàññìîòðèì êàê ñóïåðïîçèöèþ îòîáðàæåíèé

a0 : z1 = z +
d

c
, b0 : z2 =

1

z1
, c0 : w =

a

c
+ z2

bc− ad
c

.

Îòîáðàæåíèå a0 ñâîäèòñÿ ê ñäâèãó; îòîáðàæåíèå b0 � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå;
îòîáðàæåíèå c0 � ýòî ïîâîðîò è ñäâèã. Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ z1 = reiϕ, z2 = ρeiθ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ρ = 1/r, θ = −ϕ.

Óòâåðæäåíèå 2.3. (Êðóãîâîå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ (2.1)) Äðîáíî-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàæäóþ îêðóæíîñòü â ïëîñêîñòè C ïåðåâîäèò
â îêðóæíîñòü íà C. Ïðè ýòîì ïîä îêðóæíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ âñÿêàÿ
îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ ëèíèÿ.
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J Ïðè îòîáðàæåíèÿõ a0 è c0 êðóãîâîå ñâîéñòâî, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåòñÿ. Äî-
êàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü ïðè îòîáðàæåíèè b0. Êàæäóþ îêðóæíîñòü â ïëîñ-
êîñòè (x, y) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A(x2 + y2) +Bx+ Cy +D = 0, (2.2)

ãäå A,B,C,D � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ A >
> 0, B2 + C2 > 4AD. Ïðè A = 0 ïîëó÷èì ïðÿìóþ. Ïîëàãàÿ z = x + iy,
ïåðåïèøåì (2.2) â âèäå

Azz +B1z +B1z +D = 0, (2.3)

ãäå B1 = (B − iC)/2.
×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå îáðàçà (2.3) ïðè îáðàòíîì îòîáðàæåíèè ïî-

ëîæèì â (2.3) z = 1/w. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

A+B1w +B1w +Dww = 0,

÷òî òàêæå ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ âèäà (2.3) I
Òî÷êè z è z∗ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îò-

íîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C0 : |z − z0| = R0, åñëè îíè ëåæàò íà îäíîì ëó÷å,
ïðîõîäÿùåì ÷åðåç z0, è |z − z0||z∗ − z0| = R2

0.
Ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùèå òî÷êó z êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â òî÷êó

z∗, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C0, íàçûâàåòñÿ èíâåðñèåé îò-
íîñèòåëüíî ýòîé îêðóæíîñòè.

Èìååì

arg(z − z0) = arg(z∗ − z0),

z∗ − z0 =
R2

0

|z − z0|
· ei arg(z−z0) =

R2
0

z − z0
.

Îòñþäà

z∗ = z0 +
R2

0

z − z0
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå z0 = 0, R0 = 1 èìååì z∗ = 1/z. Îòîáðàæåíèå èíâåðñèè
ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì âòîðîãî ðîäà (ñì. ï. 2.3.3).

Òî÷êè z è z∗ íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, åñëè
îíè ëåæàò íà ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê äàííîé ïðÿìîé è íà îäèíàêîâîì
ðàññòîÿíèè îò íåå, íî ïî ðàçíûå ñòîðîíû.
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Óòâåðæäåíèå 2.4. Òî÷êè z è z∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà ñèììåòðè÷íû îò-
íîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C0, êîãäà ëþáàÿ îêðóæíîñòü Γ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
íèõ, îðòîãîíàëüíà C0.

J Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Γ � ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êè z è z∗. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó z0 êàñàòåëüíóþ ê Γ. Òî÷êó êàñàíèÿ
îáîçíà÷èì z′. Êâàäðàò äëèíû ýòîé êàñàòåëüíîé |z′−z0|2 ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
ñåêóùåé |z0 − z∗| íà åå âíåøíþþ ÷àñòü |z − z0|, ò. å.

|z′ − z0|2 = |z − z0||z0 − z∗| = R2
0.

Îòñþäà |z′ − z0| = R0. Òàêèì îáðàçîì, îêðóæíîñòü |z′ − z0| îðòîãîíàëüíà
îêðóæíîñòè Γ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè z è z∗ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïó÷êà îêðóæíîñòåé
{Γ}, îðòîãîíàëüíûõ îêðóæíîñòè C0, òî îíè ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, ïðîõîäÿ-
ùåì ÷åðåç z0, èáî ýòîò ëó÷ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó è ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ
áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà. Êàñàòåëüíàÿ z0z

′ ÿâëÿåòñÿ ðàäèóñîì C0 äëÿ
ëþáîé îêðóæíîñòè ñåìåéñòâà. Ò. ê. |z − z0| · |z∗− z| = R2

0, òî z è z
∗ ñèììåò-

ðè÷íû îòíîñèòåëüíî C0. I
Óòâåðæäåíèå 2.4 ïîçâîëÿåò äàòü äðóãîå îïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íûõ îò-

íîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C0 òî÷åê.
Òî÷êè z è z∗ íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C0,

åñëè ëþáàÿ îêðóæíîñòü Γ íà ïëîñêîñòè C, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ, îðòîãî-
íàëüíà C0.

Óòâåðæäåíèå 2.5. Äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò êàæäóþ ïà-
ðó òî÷åê z è z∗, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C0 ïëîñêîñòè
C â ïàðó òî÷åê w è w∗, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C∗0 ,
ÿâëÿþùåéñÿ îáðàçîì C0 ïðè äàííîì îòîáðàæåíèè.

J Ïðîâåäåì ÷åðåç w è w∗ ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü Γ∗. Åå îáðàç Γ â ïëîñ-
êîñòè z îðòîãîíàëåí C0. Â ñâÿçè ñ êîíôîðìíîñòüþ äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ, îêðóæíîñòü Γ∗ îðòîãîíàëüíà C∗0 . I

2.1.2. Ïîñòðîåíèå äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â ôîðìóëó (2.1), çàäàþùóþ äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, âõîäèò ÷åòû-
ðå êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðà. Íà ñàìîì äåëå, îòîáðàæåíèå, çàäàâàåìîå (2.1),
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî òðåìÿ ïàðàìåòðàìè. Ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìå-
íàòåëü ôîðìóëû (2.1) íà îäèí íåíóëåâîé ïàðàìåòð, ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü îò
òðåõ ïàðàìåòðîâ.
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Óòâåðæäåíèå 2.6. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ðàçíûõ òî÷åê z1, z2, z3 ∈ C è òðåõ
ðàçíûõ òî÷åê w1, w2, w3 ∈ C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äðîáíî-ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå w(z), çàäàâàåìîå ôóíêöèåé âèäà (2.1), òàêîå ÷òî w(zj) =
= wj (j = 1, 2, 3).

J Ðàññìîòðèì äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå òî÷êè
z1, z2, z3 ∈ C è w1, w2, w3 ∈ C â òî÷êè 0,∞, 1 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ζ. Ñîîòâåòñòâåííî èìååì

Z1 : ζ =
z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
, Z2 : ζ =

w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
.

Îòîáðàæåíèå w(z) = Z−1
2 ·Z1 áóäåò èñêîìûì îòîáðàæåíèåì w(zj) = wj (j =

= 1, 2, 3). Îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ñîîòíîøåíèÿ

z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
=
w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
. (2.4)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.4) îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè îäíà zj èëè wj ëèáî
äâå zj èëè wj ðàâíû∞. Òàê êàê êàæäàÿ èç òî÷åê âõîäèò â (2.4) è â ÷èñëèòåëü,
è â çíàìåíàòåëü, äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî îòîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
îòíîøåíèÿ çàìåíèò åäèíèöåé. Òàê, íàïðèìåð, åñëè z1 = w1 = ∞, òî (2.4)
ïðèìåò âèä

z3 − z2

z − z2
=
w3 − w2

w − w2
.

Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü íàéäåííîãî îòîáðàæåíèÿ w(z). Ïóñòü ñóùåñòâóåò
åùå îäíî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå v(z), v(zj) = wj (j = 1, 2, 3). Ðàñ-
ñìîòðèì îòîáðàæåíèå g = Z2 · v · Z−1

1 . Îíî îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè òî÷êè
0,∞, 1. Â ðåçóëüòàòå èìååì g(∞) = ∞ ⇒ g(ζ) = aζ + b, g(0) = 0 ⇒ b =
= 0, g(1) = 1 ⇒ a = 1, ò. å. g(ζ) = ζ, ò. å. Z2 · Z−1

1 = I � òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå, îòñþäà v(z) = Z−1

2 · Z1(z) = w(z). I
Ñëåäñòâèå. Ëþáóþ îêðóæíîñòü C0 ⊂ C ìîæíî ïîñðåäñòâîì äðîáíî-

ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðåîáðàçîâàòü â ëþáóþ äðóãóþ îêðóæíîñòü Γ ⊂ C.
J Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ îêðóæíîñòü â Γ ⊂ C îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ òî÷êàìè.
Âûáðàâ òðè ðàçíûå òî÷êè z1, z2, z3 ∈ C0 è òðè ðàçíûå òî÷êè w1, w2, w3 ∈
∈ Γ, ñ ó÷åòîì êðóãîâîãî ñâîéñòâà äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, èìååì
ñôîðìóëèðîâàííîå ñëåäñòâèå. I

Êðóãîì K ⊂ C íàçîâåì îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ îêðóæíîñòüþ Γ. Ëþáàÿ
îêðóæíîñòü ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà C íà äâå îáëàñòè K1 è K2, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ êðóãîì. Ïðè îòîáðàæåíèè w(z) îêðóæíîñòü Γ îòîáðà-
æàåòñÿ â îêðóæíîñòü Γ∗, êîòîðàÿ ðàçäåëèò ïëîñêîñòü C íà îáëàñòè K∗1 è
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K∗2 . Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü, â êàêóþ îáëàñòü K∗j îòîáðàçÿòñÿ îáëàñòè
Kj, äîñòàòî÷íî íàéòè îáðàç îäíîé òî÷êè êðóãà K1 (èëè K2). Ìîæíî òàêæå
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì.

Çàôèêñèðóåì íà îêðóæíîñòè Γ òðè òî÷êè z1, z2, z3, êîòîðûå ôèêñèðó-
þò îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèå. Èõ îáðàçàìè áóäóò ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè
w1, w2, w3. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ óãëîâ ïðè êîíôîðìíûõ îòîáðà-
æåíèÿõ, îòìåòèì, ÷òî ïðè îáõîäå Γ ïî òî÷êàì z1, z2, z3 â îïðåäåëåííîì íà-
ïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî îáëàñòè K1 â òîì æå íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî
K∗1 áóäåò îáõîäèòüñÿ ýòà îáëàñòü. Â ðåçóëüòàòå ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.7. Ëþáûå äâà êðóãà ïëîñêîñòè C ìîãóò áûòü âçàèìíî
ïðåîáðàçîâàíû äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðèëîæåíèÿõ äðîáíî-
ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

1. Îòîáðàæåíèå âåðõíåé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè C+ =
= {z ∈ C : Im z > 0} â êðóã K = {w ∈ C, |w| < 1}.

Ïóñòü a ∈ C � òî÷êà, êîòîðàÿ ïðè îòîáðàæåíèè ïåðåõîäèò â w = 0. Òî÷-
êà a, ñèììåòðè÷íàÿ ñ a îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, ïåðåéäåò â òî÷êó,
ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |w| = 1, ò. å. â òî÷êó ∞. Òîãäà
èñêîìîå îòîáðàæåíèå áóäåò èìåòü âèä

w(z) = k
z − a
z − a

.

Ïðè z = x, |w| = 1. Íî ò. ê. |x− a| = |x− a|, òî k = eiθ. Èìååì w(∞) = eiθ.
Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ñîâîêóïíîñòü îòîáðàæåíèé C+ íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷-
íîãî êðóãà îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ âåùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè θ, Re a, Im a.

2. Îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà íà åäèíè÷íûé êðóã.
Çàäàäèìñÿ òî÷êîé a, ïðèíàäëåæàùåé åäèíè÷íîìó êðóãó |z| < 1. Òî÷êà

a∗ =
1

a
, ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |z| = 1, ïåðåéäåò â òî÷êó

w = ∞, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè |w| = 1. Òàêèì îáðàçîì,
èñêîìîå îòîáðàæåíèå äîëæíî èìåòü âèä

w(z) = k
z − a
z − a∗

= k1
z − a
1− az

. (2.5)

Âûáåðåì òåïåðü k1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû |w(z)| = 1 ïðè |z| = 1. Â òî÷êå
z = 1 èìååì |k1| · |1− a||1− a| = |k1| = 1, ò. å. k1 = eiθ. Òàê êàê

dw

dz

∣∣∣∣
z=a

= eiθ
1

1− |a|2
,
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òî θ îçíà÷àåò óãîë ïîâîðîòà îòîáðàæåíèÿ (2.5) â òî÷êå z = a, à âåëè÷èíà
1/(1− |a|) � êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ â ýòîé òî÷êå.

3. Îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C+ = {z ∈ C, Im z > 0} íà C+ =
= {w ∈ C, Imw > 0}

Çàäàäèì òî÷êè zj = xj, wj = uj(j = 1, 2, 3) âåùåñòâåííûõ îñåé ïëîñêî-
ñòåé z è w ñîîòâåòñòâåííî. Ò. ê. zj è wj âåùåñòâåííûå, òî ïîñëå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ (2.4) ïîëó÷èì

w(z) =
az + b

cz + d
, (2.6)

ãäå a, b, c, d � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Íàîáîðîò, ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå âè-
äà (2.7) ïðåîáðàçóåò âåùåñòâåííóþ îñü â âåùåñòâåííóþ îñü, à âåðõíþþ ïî-
ëóïëîñêîñòü â âåðõíþþ èëè íèæíþþ. Ïåðâîå óñëîâèå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè
íà âåùåñòâåííîé îñè

dw

dz

∣∣∣∣
z=x

=
ad− bc

(cx+ d)2
> 0, (2.7)

ò. å. ad− bc < 0.
Ðàññìîòðèì êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå íàðÿäó ñ äðîáíî-

ëèíåéíûìè èñïîëüçóþò íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, ðàññìîòðåííûå
â ï. 1.1.11.

4. Îòîáðàæåíèå ïîëîñû D = {z ∈ C, −π/4 < Re z < π/4} íà êðóã
K = {w ∈ C, |w| < 1} ñ ñîîòâåòñòâèåì òðåõ òî÷åê w(±π/4) = ±1, w(i∞) = i
(i∞ îáîçíà÷àåò âåðõíþþ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó ïîëîñû).

Âûïîëíèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëîñû D. Ïîâåðíåì íà óãîë π/2
è ðàñøèðèì â äâà ðàçà

z1 = 2iz. (2.8)

Ïðåîáðàçîâàíèå
z2 = ez1 (2.9)

îòîáðàæàåò ïîëîñó −π/2 < Im z1 < π/2 íà ïîëóïëîñêîñòü Re z2 > 0, ò. ê.
z2 = ex1 · eiy1, |z2| = ex1, arg z2 = y1, −π/2 < y1 < π/2. Îòîáðàçèì òåïåðü
ïîëóïëîñêîñòü Re z2 > 0 íà åäèíè÷íûé êðóã òàê, ÷òîáû òî÷êè z2 = ±i, 0,
ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì z = ±π/4, i∞, ïåðåõîäèëè â w = ±1, i. Ýòà çàäà÷à
ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (2.4), êîòîðîå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

w − 1

w − i
(1 + i) =

z2 − i
z2

.

Îòñþäà

w =
1

i

z2 − 1

z2 + 1
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



x

y

z=az=0

P1 P2

Ðèñ. 2.1.

èëè, ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé 2.8, 2.9, îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü âèä

w =
1

i

e2iz − 1

e2iz + 1
=

1

i

eiz − e−iz

eiz + e−iz
= tg z.

5. Îòîáðàæåíèå ýêñöåíòðè÷åñêîãî êðóãîâîãî êîëüöà â êîíöåíòðè÷åñêîå.
Òðåáóåòñÿ íàéòè êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé äâóìÿ
îêðóæíîñòÿìè ñ íåñîâïàäàþùèìè öåíòðàìè (ðèñ. 2.1) íà êàêîå-ëèáî êîí-
öåíòðè÷åñêîå êîëüöî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíòð áîëüøîé îêðóæíîñòè Γ íàõîäèòñÿ â òî÷êå
z = 0, ðàäèóñ åå ðàâåí R, öåíòð ìåíüøåé îêðóæíîñòè γ ëåæèò â òî÷êå
z = a äåéñòâèòåëüíîé îñè, à åå ðàäèóñ ðàâåí r. Íàéäåì òî÷êè P1 è P2, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îáåèõ îêðóæíîñòåé Γ è γ.
Îíè ëåæàò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, èìåþò àáñöèññû x1 è x2 ñîîòâåòñòâåííî,
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

(x1 − a)(x2 − a) = r2,

x1x2 = R2

è ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

ax2 −
(
R2 − r2 + a2

)
x+ aR2 = 0, (2.10)

äèñêðèìèíàíò êîòîðîãî
(
R2 − r2 + a2

)2 − 4a2R > 0.
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z 1

z 2



Ðèñ. 2.2.

Ðàññìîòðèì äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

w(z) = λ
z − x1

z − x2
, (2.11)

ãäå x1, x2 (x2 > x1) � êîðíè óðàâíåíèÿ (2.10) è àáñöèññû òî÷åê P1 è P1

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè îòîáðàæåíèè (2.11) îêðóæíîñòè Γ è γ ïåðåéäóò â Γ∗

è γ∗ ïëîñêîñòè w. Âíåøíÿÿ ê îêðóæíîñòÿì òî÷êà P2 ïåðåéäåò â òî÷êó ∞,
òî÷êà P1 ïåðåéäåò â îáùèé öåíòð îêðóæíîñòåé Γ∗ è γ∗ � òî÷êó w = 0.
Îñòàëñÿ ïðîèçâîë â âûáîðå ïàðàìåòðà λ. Âûáåðåì åãî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïðè îòîáðàæåíèè (2.11) òî÷êà z = R îñòàâàëàñü íà ìåñòå, ò. å. âûïîëíÿëîñü
óñëîâèå R = λ(R− x1)/(R− x2), ò. å.

λ = R · (R− x2)/(R− x1).

6. Îòîáðàæåíèÿ äâóóãîëüíèêîâ.
Äâóóãîëüíèêîì áóäåì íàçûâàòü ïëîñêóþ ôèãóðó, îáðàçîâàííóþ ïåðåñå-

÷åíèåì äóã äâóõ îêðóæíîñòåé ðàçíûõ ðàäèóñîâ (ðèñ. 2.2). Î÷åâèäíî, ÷òî
óãëû ïðè âåðøèíàõ äâóóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ïóñòü äàí äâóóãîëü-
íèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ z1 è z2, ïðèíàäëåæàùèõ C, è óãëîì α ïðè âåð-
øèíå. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âíóòðåííåé îáëàñòè
äâóóãîëüíèêà íà âåðõíþþ êîìïëåêñíóþ ïîëóïëîñêîñòü C+.

Ðàññìîòðèì äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè z íà ïëîñêîñòü ζ
âèäà

ζ =
z1 − z
z2 − z

(ζ = ξ + iη), (2.12)

ïðè êîòîðîì òî÷êà z = z1 ïåðåõîäèò â òî÷êó ζ = 0, à òî÷êà z = z2 � â òî÷êó
ζ =∞. Â ñèëó êðóãîâîãî ñâîéñòâà äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ îêðóæíî-



2.1. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ 71

ñòè, îáðàçóþùèå äâóóãîëüíèê, ïåðåéäóò â îêðóæíîñòè áåñêîíå÷íî áîëüøîãî
ðàäèóñà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñòîðîíû äâóóãîëüíèêà ïåðåéäóò â ëó÷è,
èñõîäÿùèå èç òî÷êè ζ = 0, óãîë ìåæäó êîòîðûìè áóäåò α. Óãîë α0, êîòîðûé
îáðàçóåò ïåðâûé ëó÷ ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè ξ, îïðåäåëÿåòñÿ
ïîëîæåíèåì òî÷åê z1 è z2.

Ôóíêöèÿ

w(ζ) = ζπ/α, (2.13)

ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè xπ/α, (x > 0) îñóùåñòâ-
ëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âíóòðåííîñòè ñåêòîðà α0 < arg ζ < α0 + α
íà ïîëóïëîñêîñòü α0π/α < argw < α0π/α + π. Ïåðåâåäåì ïîëó÷åííóþ ïî-
ëóïëîñêîñòü íà ïîëóïëîñêîñòü Imw > 0, äëÿ ÷åãî ïîâåðíåì âñþ ïëîñêîñòü
íà óãîë −α0π/α, ÷òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì óìíîæåíèÿ ôóíêöèè (2.13) íà
e−iα0π/α. Â èòîãå, îáúåäèíÿÿ (2.12) è (2.13), áóäåì èìåòü ôóíêöèþ

w(ζ) = e−iπα0/α

(
z1 − z
z2 − z

)π/α
, (2.14)

îñóùåñòâëÿþùóþ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå äâóóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â
òî÷êàõ z1 è z2 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü C+.

7. Ïîñòðîèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëîâèíû êðóãà |z| <
< 1, Im z > 0 íà ïîëóïëîñêîñòü C+. Ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ
äâóóãîëüíèêîì ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ z1 = −1 è z2 = 1 è óãëîì α = π/2. α0

â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ (2.14) ïðèìåò âèä

w(z) =

(
1 + z

1− z

)2

.

2.1.3. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî

Òàê íàçûâàþò ôóíêöèþ âèäà

w(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
, (2.15)

ïðåäëîæåííóþ Í. Å.Æóêîâñêèì1 è èñïîëüçóåìóþ èì ïðè ðàçðàáîòêå òåîðèè
àýðîäèíàìè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ êðûëüåâ ñàìîëåòîâ.

1 Æóêîâñêèé Íèêîëàé Åãîðîâè÷ (1847�1921) � ðóññêèé ìåõàíèê, ñîçäàòåëü àýðîäèíàìèêè êàê íàóêè.
Èìååò òðóäû ïî òåîðèè àâèàöèè, èññëåäîâàíèÿ ïî ìåõàíèêå òâåðäîãî òåëà, àñòðîíîìèè, ìàòåìàòèêå,
ãèäðîäèíàìèêå è ãèäðàâëèêå, ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå, òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ ìàøèí è ìåõàíèçìîâ è äð.
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Ôóíêöèÿ (2.15) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè C \ {0} è èìååò ïðî-
èçâîäíóþ

dw

dz
=

1

2

(
1− 1

z2

)
,

îòëè÷íóþ îò íóëÿ â óêàçàííîé îáëàñòè, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê z = ±1. Òà-
êèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå (2.15) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì â îêðåñòíîñòè ëþ-
áîé òî÷êè ïëîñêîñòè z, çà èñêëþ÷åíèåì z = 0,±1. Òî÷êå z = 0 ñîîòâåòñòâóåò
òî÷êà w =∞, îòìåòèì òàêæå, ÷òî f(z) ≡ f(1/z).

Âûäåëèì îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè (2.15). Ïóñòü z1 è z2 ôóíê-
öèÿ (2.15) ïåðåâîäèò â îäíó òî÷êó. Òîãäà

z1 +
1

z1
− z2 −

1

z2
= (z1 − z2)

(
1− 1

z1z2

)
= 0.

Ïðè z1 6= z2 èìååì z1z2 = 1. Äëÿ îáëàñòè îäíîëèñòíîñòè (2.15) íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáëàñòü íå ñîäåðæàëà òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

z1z2 = 1.

Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò äâå îáëàñòè: âíóòðåííîñòü êðóãà |z| < 1 è
åãî âíåøíîñòü |z| > 1.

Èçó÷èì êàðòèíó îòîáðàæåíèÿ ïëîñêîñòè z. Ïðåäñòàâèì z = reiϕ (0 6
6 ϕ < 2π), w = u+ iv. Òîãäà (2.15) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cosϕ, v =

1

2

(
r − 1

r

)
sinϕ. (2.16)

Ïðè |z| = r0 < 1 (2.16) ïðåîáðàçóåòñÿ â

u =
1

2

(
r0 +

1

r0

)
cosϕ, v = −1

2

(
1

r0
− r0

)
sinϕ, (2.17)

ò. å. â ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a = (r0 +1/r0)/2, b = (1/r0−r0)/2, îáõîä êîòîðîãî
îñóùåñòâëÿåòñÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè r0 → 1 ýëëèïñ ñæèìà-
åòñÿ â îòðåçîê [−1, 1] îñè, è ïðè r0 → 0 ýëëèïñ, ïðèáëèæàÿñü ê îêðóæíîñòè,
óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü. Âñå òî÷êè îòðåçêà [−1, 1] äâîéíûå. Åãî ìîæíî ñ÷è-
òàòü ñîñòîÿùèì èç äâóõ áåðåãîâ: âåðõíåãî è íèæíåãî. Ôóíêöèÿ (2.15) ïðå-
îáðàçóåò âåðõíþþ ïîëóîêðóæíîñòü |z| = 1 â íèæíèé áåðåã, íèæíþþ � â
âåðõíèé. Ïðè ýòîì ðàäèóñû arg z = ϕ0 êðóãà |z| < 1 ïåðåõîäÿò â ãèïåðáîëû

u2

cos2 ϕ0
− v2

sinϕ0
= 1, (2.18)
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ôîêóñû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ u = ±1. Ñåìåéñòâî ãèïåðáîë (2.18) â
ñèëó ñâîéñòâ ñîõðàíåíèÿ óãëîâ êîíôîðìíûìè îòîáðàæåíèÿìè îðòîãîíàëüíî
ñåìåéñòâó ýëëèïñîâ (2.17).

Ïðè |z| = r0 > 1 ñîãëàñíî (2.16) èìååì ýëëèïñû ñ ïîëóîñÿìè a = (r0 +
+1/r0)/2, b = (r0−1/r0)/2. Ýòè ýëëèïñû ñîâïàäàþò ñ ðàíåå îïèñàííûìè ïðè
r0 < 1, íî îáõîäÿòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè r0 → 1 ýòè ýëëèïñû
òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê îòðåçêó [−1, 1]. Ïðè ýòîì âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü |z| =
= 1 îòîáðàæàåòñÿ íà âåðõíþþ ÷àñòü îòðåçêà [−1, 1], íèæíÿÿ � íà íèæíþþ.
Ïðè r0 →∞ ýëëèïñû óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (2.15) îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
ïîëíîé ïëîñêîñòè z íà ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü R, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äâóëèñòíóþ ïîâåðõíîñòü, ñîñòàâëåííóþ èç äâóõ ïëîñêîñòåé w, ðàçðåçàííûõ
âäîëü îòðåçêà [−1, 1] âåùåñòâåííîé îñè è ðàñïîëîæåííûõ îäíà íàä äðóãîé.
Ïðè ýòîì íèæíèé áåðåã ðàçðåçà âåðõíåé ïëîñêîñòè ñêëåèâàåòñÿ ñ âåðõíèì
áåðåãîì ðàçðåçà íèæíåé, à íèæíèé áåðåã ðàçðåçà íèæíåé ïëîñêîñòè ñ âåðõ-
íèì áåðåãîì ðàçðåçà âåðõíåé ïëîñêîñòè.

Îáðàòíîé ê (2.15) áóäåò ôóíêöèÿ

z = w ±
√
w2 − 1, (2.19)

ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå w äâå òî÷êè z1 è z2, ñâÿçàííûå óñëî-
âèåì z1z2 = 1. Ôóíêöèþ (2.19) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîçíà÷íóþ àíà-
ëèòè÷åñêóþ ñî çíà÷åíèÿìè íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè R. Ïðè ýòîì (2.19)
èìååò äâå òî÷êè ðàçâåòâëåíèÿ w = ±1, ïðè îáõîäå êàæäîé èç êîòîðûõ ïðî-
èñõîäèò ïåðåõîä ñ îäíîãî ëèñòà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè íà äðóãîé. Ïðè îáõî-
äå îáåèõ ýòèõ òî÷åê, íå ïåðåñåêàÿ îòðåçîê [−1, 1], íàõîäèìñÿ íà îäíîì ëèñòå
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Ïåðåïèøåì (2.15) â òîæäåñòâåííîì ôîðìå:

w − 1

w + 1
=

(
z − 1

z + 1

)2

.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå (2.15) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè
îòîáðàæåíèé

ζ =
z − 1

z + 1
, δ = ζ2, w =

1 + δ

1− δ

(
δ =

w − 1

w + 1

)
. (2.20)

Ïåðâîå è ïîñëåäíåå â (2.20) ÿâëÿþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè è ïîýòîìó êîí-
ôîðìíî îòîáðàæàþò C â C. Âòîðîå óäâàèâàåò óãëû â òî÷êàõ ζ = 0 è ζ =∞,
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

z

x

y

2

w

u

v

1 1-1 -10 0







*

*

Ðèñ. 2.3.

÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì z = ±1 â ïëîñêîñòè z. Ïîýòîìó â ýòèõ òî÷êàõ íà-
ðóøàåòñÿ êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ (2.15). Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèÿ (2.20),
íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (2.15) îñóùåñòâëÿåò îäíîëèñòíîå êîíôîðì-
íîå îòîáðàæåíèå âíåøíîñòè îêðóæíîñòè γ, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.3 , íà
âíåøíîñòü îêðóæíîñòè γ∗, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè ±1 ïëîñêîñòè w. Ïðè
ýòîì óãîë α ìåæäó îêðóæíîñòüþ γ è îñüþ x â òî÷êå 1 ïëîñêîñòè z ïåðåéäåò
â óãîë 2α ìåæäó îêðóæíîñòüþ γ∗ è îñüþ u â òî÷êå 1 ïëîñêîñòè w. Îêðóæ-
íîñòü Γ ïåðåéäåò â êðèâóþ Γ∗. Çàìåòèì, ÷òî îêðóæíîñòè Γ, êàñàþùèåñÿ â
òî÷êå z = 1 îêðóæíîñòè γ, ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (2.15) ïåðåõîäÿò â ïðîôèëü
Γ∗, íàïîìèíàþùèé ïðîôèëü êðûëà ñàìîëåòà.
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2.2. Àíàëèç ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé íåêîòîðûõ

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïðîáëåìå àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàç-
ëè÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå óäåëÿåòñÿ
áîëüøîå âíèìàíèå. Çàäà÷è òàêîãî ðîäà âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Íåêîòîðûå àñïåêòû ýòîé ïðîáëå-
ìû ðàññìàòðèâàþòñÿ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå.

2.2.1. Ïðîáëåìà Ðàóñà � Ãóðâèöà

Ïðîáëåìà Ðàóñà2 � Ãóðâèöà3 ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íóëè ìíîãî÷ëåíà (à â áîëåå îáùåé ïîñòà-

íîâêå � öåëîé ôóíêöèè) âñå ëåæàò â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.
Ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèé ýòîé ïðîáëåìû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ âåùå-

ñòâåííûìè êîðíÿìè. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an, a0 > 0 (2.21)

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ìíîãî÷ëåí âèäà (2.21) áóäåì íàçûâàòü ìíîãî÷ëåíîì Ãóðâèöà, åñëè âñå

åãî íóëè z1, . . . , zn (êîðíè óðàâíåíèÿ f(z) = 0) èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùå-
ñòâåííûå ÷àñòè, ò. å. ïðèíàäëåæàò ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè C−.

Óòâåðæäåíèå 2.8. Åñëè ìíîãî÷ëåí âèäà (2.21) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
Ãóðâèöà, òî âñå åãî êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû.

J Ïóñòü zj = −τj + iσj (τj > 0, σj > 0, j = 1, . . . , p) è zj = −γj (γj > 0, j =
= 1, . . . , q) ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñíûå è âåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ
f(z) = 0, à nj, mj èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî

p∑
j=1

2nj +

q∑
j=1

mj = n.

2 Ðàóñ Ýäâàðä Äæîí (àíã. Edward John Routh, 1831�1907) � àíãëèéñêèé ìåõàíèê è ìàòåìàòèê. Îñ-
íîâíûå èññëåäîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ, àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è äèíàìèêå
òâåðäîãî òåëà. Çàíèìàëñÿ òàêæå è äðóãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè, â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàë
äèíàìèêó íèòè.

3 Ãóðâèö Àäîëüô (íåì. Adolf Hurwitz, 1859�1919) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê. Îñíîâíûå òðóäû ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, àëãåáðå è òåîðèè ÷èñåë, òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ è ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îäíèì
èç ïåðâûõ èññëåäîâàë ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.
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Ïðåäñòàâèì

f(z) = a0

p∏
j=1

(z + τj − iσj)nj(z + τj + iσj)
nj

q∏
j=1

(z + γj)
mj =

= a0

p∏
j=1

(z2 + 2τjz + τ 2
j + σ2

j )
nj

q∏
j1

(z + γj)
mj . (2.22)

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû â ðàâåíñòâå (2.22) ñïðàâà è ñëåâà ñ ó÷åòîì
çíàêà a0, çàìå÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(z) ïîëîæèòåëüíû. I

Ñîñòàâèì èç êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà (2.21) ñëåäóþùóþ ìàòðèöó n×n
(ìàòðèöó Ãóðâèöà):

Mf =


a1 a0 0 0 0 . . . 0
a3 a2 a1 a0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2n−1 a2n−2 . . . . . . . . . . . . . an

 (2.23)

â êîòîðîé ak = 0 ïðè k > n. Ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû Mf

îáîçíà÷èì

D1 = a1, D2 =

∣∣∣∣a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a0 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣ , . . . , Dn = anDn−1. (2.24)

Óòâåðæäåíèå 2.9. (Òåîðåìà Ãóðâèöà) Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîãî÷ëåí
(2.21) áûë ìíîãî÷ëåíîì Ãóðâèöà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëå-
äóþùèõ íåðàâåíñòâ:

D1 > 0, D2 > 0, . . . , Dn > 0. (2.25)

J Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äëÿ n = 1 óòâåð-
æäåíèå âåðíî, ò. ê. ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà a1 > 0. Ïðåäïî-
ëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ìåíüøåé
èëè ðàâíîé n − 1 è äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè
n. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí (2.21) â âèäå f(z) = φ(z) + ψ(z), ãäå
φ(z) = a0z

n + a2z
n−2 + . . . , ψ(z) = a1z

n−1 + a3z
n−3 + . . . , è ðàññìîòðèì

ìíîãî÷ëåí

F (z) = a1φ(z) + (a1 − a0z)ψ(z) =

= a2
1z
n−1 + (a1a2 − a0a3)z

n−2 + a1a3z
n−3 + (a1a4 − a0a5)z

n−4 + . . . (2.26)
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Ïîñòðîèì ìàòðèöó ÃóðâèöàMf (n−1)× (n−1) ìíîãî÷ëåíà (2.25), ãëàâ-
íûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû êîòîðîé îáîçíà÷èì ∆j (j = 1, . . . , n− 1).

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∆j = aj−1
1 Dj+1 (j = 1, . . . , n− 1). (2.27)

Äåéñòâèòåëüíî,

a0a1∆j = a0a1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1a2 − a0a3 a2

1 0 0 . . . 0
a1a4 − a0a5 a1a3 a1a2 − a0a3 a2

1 . . . 0
a1a6 − a0a7 a1a5 a1a4 − a0a5 a1a3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0a1 0 0 0 0 . . . 0
a0a3 a1a2 − a0a3 a2

1 0 0 . . . 0
a0a5 a1a4 − a0a5 a1a3 a1a2 − a0a3 a2

1 . . . 0
a0a7 a1a6 − a0a7 a1a5 a1a4 − a0a5 a1a3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0a1 a1a0 0 0 0 . . . 0
a0a3 a1a2 a2

1 a1a0 0 . . . 0
a0a5 a1a4 a1a3 a1a2 a2

1 . . . 0
a0a7 a1a6 a1a5 a1a4 a1a3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a0a

j
1Dj+1

Ïåðâîå ðàâåíñòâî óâåëè÷èâàåò ðàçìåð ìàòðèöû íà åäèíèöó, çàòåì ñíà-
÷àëà äîáàâëÿåì ê ýëåìåíòàì âòîðîãî ñòîëáöà ýëåìåíòû ïåðâîãî, çàòåì ê
ýëåìåíòàì ÷åòâåðòîãî � ýëåìåíòû òðåòüåãî, óìíîæåííûå íà a0/a1, è ò.ä. Â
èòîãå âûíîñèì èç ïåðâîãî ñòîëáöà ìíîæèòåëü a0, à èç îñòàëüíûõ � a1 è
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (2.27).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî íóëè ìíîãî÷ëåíà f(z) ëåæàò â C− òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íóëè ìíîãî÷ëåíà F (z) ëåæàò â C− è êîýôôèöèåíò a1 > 0.

Ïðåäñòàâèì

f(z) = a0

n∏
j=1

(z − zj) (2.28)

è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîãî÷ëåí

f∗(z) = a0

n∏
j=1

(z + z̄j) = a0z
n − a1z

n−1 + · · ·+ (−1)nan, (2.29)

íóëè êîòîðîãî ëåæàò â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè C+.
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Èìååì

f(z) + f∗(z) = 2φ(z), f(z)− f∗(z) = 2ψ(z).

Òàê êàê |z− zk| > |z+ z̄k| ïðè Re z > 0 è |z− zk| 6 |z+ z̄k| ïðè Re z 6 0,
òî

|f(z)| > |f∗(z)| ïðè Re z > 0 è |f(z)| 6 |f∗(z)| ïðèRe z 6 0. (2.30)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå ψ(z) = 0 ìîæåò èìåòü ëèøü ÷èñòî ìíè-
ìûå êîðíè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ ïðî-
òèâíîå, èìååì äëÿ êîðíÿ iσ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ: f(iσ) =
= f∗(iσ), f ′(iσ) = f ′∗(iσ). Òîãäà

f ′(iσ)/f(iσ) = f ′∗(iσ)/f∗(iσ)⇒ (ln f(iσ))′ = (ln f∗(iσ))′. (2.31)

Îòìåòèì, ÷òî f(z) è f∗(z) íå èìåþò íóëåé íà ìíèìîé îñè. Íà îñíîâàíèè
(2.28), (2.29) âòîðîå ðàâåíñòâî (2.31) ïåðåïèøåì â âèäå

n∑
j=1

1

iσ − zj
=

n∑
j=1

1

iσ + z̄j
, (2.32)

íî ò. ê.

Re
1

iσ − zj
> 0, Re

1

iσ + z̄j
< 0 (j = 1, . . . , n),

ðàâåíñòâî (2.32) âûïîëíåíî áûòü íå ìîæåò. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàê êàê

n∑
j=1

zj = −a1/a0,

òî a1 > 0 è ìíîãî÷ëåí ψ(z) èìååò ñòåïåíü n− 1. Îòñþäà èìååì ðàçëîæåíèå

φ(z)

ψ(z)
=
a0

a1
z +

n−1∑
j=1

λj
z − iβj

+ c, (2.33)

à òàêæå

φ(z)

ψ(z)
=
f(z) + f∗(z)

f(z)− f∗(z)
=

1 + f∗(z)/f(z)

1− f∗(z)/f(z)
. (2.34)
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Äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ω = (1 + ξ)/(1 − ξ) îòîáðàæàåò êðóã |ξ| < 1
íà ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü, à âíåøíîñòü êðóãà, ò. å. îáëàñòü |ξ| > 1 íà ëåâóþ
ïîëóïëîñêîñòü. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè (2.30) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

Re
φ(z)

ψ(z)
> 0 ïðè Re z > 0 è Re

φ(z)

ψ(z)
6 0 ïðè Re z 6 0.

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ðàçëîæåíèè (2.33) âñå λj > 0 ââèäó
òîãî, ÷òî

Re
1

z − iβj
> 0 ïðè Re z > 0, Re

1

z − iβj
6 0 ïðè Re z 6 0,

à òàêæå òîãî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = iβ çíàê Re(φ(z)/ψ(z)) îïðåäåëÿ-
åòñÿ çíàêîì Re(λj/(z − iβj)). Îòìåòèì, ÷òî c � ÷èñòî ìíèìàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Íà îñíîâàíèè (2.33) èìååì

F (z) = a1φ(z) + (a1 − a0z)ψ(z) = a1ψ(z)
[
1 +

n−1∑
j=1

λj
z − iβj

+ ñ
]
.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî F (z) íå ìîæåò èìåòü íóëåé ïðè Re z > 0.
Äåéñòâèòåëüíî, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðè
Re z > 0 ïîëîæèòåëüíà, à ψ(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü â òî÷êàõ iβj, â
êîòîðûõ F (iβj) 6= 0, ò. ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ýòèõ òî÷êàõ áûëî áû φ(iβj) =
= 0, à çíà÷èò, è f(iβj) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, âñå
íóëè ìíîãî÷ëåíà F (z) ëåæàò â C−.

Ïóñòü òåïåðü äàíî, ÷òî âñå íóëè ìíîãî÷ëåíà F (z) ëåæàò â C− è êî-
ýôôèöèåíò a1 > 0. Ïîñòðîèì ïî F (z) ìíîãî÷ëåíû φ1(z) è ψ1(z) ïî àíà-
ëîãèè ñ ìíîãî÷ëåíîì f(z). Èç (2.26) ñëåäóåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
φ1(z) = a1ψ(z), ψ1(z) = a1φ(z)− a0zψ(z). Îòñþäà

φ(z)

ψ(z)
=
ψ1(z)

φ1(z)
+
a0

a1
z. (2.35)

Çàìåòèì, ÷òî

Re
φ1(z)

ψ1(z)
> 0 ïðè Re z > 0, Re

φ1(z)

ψ1(z)
6 0 ïðè Re z 6 0.

Òàê êàê a0/a1 > 0 è Re(ψ1(z)/φ1(z)) ñîâïàäàåò ñ Re(φ1(z)/ψ1(z)), òî èç
(2.35) ñëåäóåò, ÷òî Re(φ(z)/ψ(z)) > 0 ïðè Re z > 0 è Re(φ(z)/ψ(z)) 6 0
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ïðè Re z 6 0. Íî òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (2.30). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî |f(z)| > |f∗(z)| ïðè Re z > 0. f(z) íå ìîæåò èìåòü êîðíåé íà ìíèìîé
îñè, èáî íà ìíèìîé îñè |f(z)| = |f∗(z)| è êàæäûé êîðåíü áûë áû êîðíåì
ìíîãî÷ëåíîâ φ(z) è ψ(z), à ñëåäîâàòåëüíî, è êîðíåì F (z), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîýòîìó âñå êîðíè f(z) ëåæàò â C−.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü íóëåé ìíîãî÷ëåíà f(z)
ïîëóïëîñêîñòè C− îïðåäåëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ C− íóëåé ìíîãî÷ëåíà
F (z), ñòåïåíè íà åäèíèöó ìåíüøå. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (2.27) è óñëîâèÿ (2.25)
èìååì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. I

Ñëåäñòâèå. Åñëè f(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãóðâèöà, òî ìíîãî÷ëåí

g(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a0 (2.36)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãóðâèöà, è íàîáîðîò.

J Â ñèëó ðàâåíñòâà

f(z) = zng(
1

z
), (2.37)

èìååì: åñëè zj � êîðíè (2.37) è Re zj < 0, òî 1/zj � êîðíè (2.36) è Re 1/zj <
< 0.I

Ïðèìåð. 1. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà

f(z) = z3 + pz2 + qz + r,

ãäå p, q, r � âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû, óñëîâèÿ (2.25) ïðèìóò âèä

D1 = q > 0, D2 = pq − r > 0, D3 = rD2 > 0.

Ïðèìåð. 2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ êîðíè ìíîãî÷ëåíà

f(z) = z2 + pz + q,

ãäå p, q âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû, ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà |z| <
< 1.

Äðîáíî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

z =
w + 1

w − 1

ïåðåâîäèò ïîëóïëîñêîñòü C− ïëîñêîñòè w â åäèíè÷íûé êðóã ïëîñêîñòè z.
Ïîëîæèì
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f(
w + 1

w − 1
) = (w−1)−2[(1 +p+ q)w2 + 2(1− q)w+ (1−p+ q)] = (w−1)−2g(w).

Óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íóëåé ìíîãî÷ëåíà g(w) ïîëóïëîñêîñòè C− èìå-
þò âèä

1 + p+ q > 0, 1− q > 0, 1− p+ q > 0.

2.2.2. Êðèòåðèé Ìèõàéëîâà

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ñðàâíèòåëüíî áîëüøàÿ, ïðè-
ìåíåíèå êðèòåðèÿ Ãóðâèöà ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì ââèäó âû÷èñëåíèÿ
áîëüøîãî ÷èñëà îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö âûñîêîãî ïîðÿäêà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
èíîãäà óäîáíåé ïîëüçîâàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ðàññìîòðèì îäèí
èç òàêèõ ìåòîäîâ, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå � ÷àñòîòíûé ìåòîä Ìèõàéëîâà
À. Â.4

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí âèäà (2.21). Êðèâàÿ

w = f(iω), (2.38)

ãäå ω � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð (0 6 ω < ∞), íàçûâàåòñÿ ãîäîãðàôîì
Ìèõàéëîâà ôóíêöèè f(z).

Óòâåðæäåíèå 2.10. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîãî÷ëåí f(z) âèäà (2.21), íå èìåþ-
ùèé íóëåé íà ìíèìîé îñè. Òîãäà óãîë ïîâîðîòà ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåë-
êè íåíóëåâîãî âåêòîðà f(iω) ïðè 0 6 ω <∞ ðàâåí

Φ =
π

2
(n− 2m), (2.39)

ãäå m � ÷èñëî íóëåé f(z) ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ñ ó÷å-
òîì èõ êðàòíîñòåé. Îáðàòíî, åñëè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2.39), òî â C+

ðàñïîëîæåíî ðîâíî m íóëåé ìíîãî÷ëåíà f(z), ãäå êàæäûé êîðåíü ñ÷èòà-
åòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü.

J Ïóñòü ìíîãî÷ëåí âèäà (2.21) ñòåïåíè n èìååò 2p (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé)
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé τj ± iσj (τj 6= 0, σj > 0 j = 1, . . . , p) è
q (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) âåùåñòâåííûõ êîðíåé γj 6= 0 (j = 1, . . . , q), ò. å.
2p+ q = n.

4 Ìèõàéëîâ À. Â. ¾Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà¿. 1938. � 3. C. 27-81.
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Ïðåäñòàâèì

f(z) = a0

p∏
j=1

(z − τj + iσj)(z − τj − iσj)
q∏

k=1

(z − γk).

Îòñþäà èìååì

f(iω) = a0

p∏
j=1

(iω − τj + iσj)(iω − τj − iσj)
q∏

k=1

(iω − γj). (2.40)

Óãîë Φ = ∆ΓArgf(iω), ãäå Γ = {z ∈ C, z = iω, 0 6 ω <∞}, ïîä ôóíê-
öèåé Arg z áóäåì ïîíèìàòü òó íåïðåðûâíóþ âåòâü ñ÷åòíîçíà÷íîé ôóíêöèè
(1.2), êîòîðàÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè 0 ≤ arg z < 2π .
Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè Arg f(z) è âèäà (2.40), èìååì

∆ΓArg f(iω) = ∆ΓArg a0 +

p∑
j=1

∆Γ(Arg (iω − τj + iσj)+

+Arg (iω − τj − iσj)) +

q∑
j=1

∆ΓArg (iω − γj). (2.41)

Ïðè ω = 0 àðãóìåíòû âñåõ ñëàãàåìûõ ðàâíû èõ ãëàâíûì çíà÷åíèÿì.
Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì

∆ΓArga0 = 0, (Arg(iω − τj + iσj) + Arg(iω − τj − iσj))|ω=0 = 2π. (2.42)

Òàê êàê σj > 0, òî ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ω Arg(iω − τj + iσj) áóäåò
ìîíîòîííî âîçðàñòàòü, åñëè τj < 0, è ìîíîòîííî óáûâàòü, åñëè τj > 0. Ïðè
ýòîì

Arg(iω − τj + iβj)|ω=+∞ = lim
ω→+∞

[
arg(iω) + arg(1− τj − iσj

iω
)
]

=
π

2
, (2.43)

j=1,. . . ,p.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå Arg(iω − τj − iσj) ïðè ω > 0. Åñëè ω =

= σj − 0 > 0, òî èìååì

Arg(iω − τj − iσj)|ω=σj−0 = lim
ε→0

(−τj − iε) =

{
2π, τj < 0,

π, τj > 0.
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Îòñþäà

Arg(iω − τj − iσj)|ω=+∞ =

{
5π/2, τj < 0,

π/2, τj > 0.
(2.44)

Â ðåçóëüòàòå èç (2.42) � (2.44) ïîëó÷àåì, ÷òî

∆Γ(Arg(iω − τj + iσj) + Arg(iω − τj − iσj)) =

= (Arg(iω − τj + iσj) + Arg(iω − τj − iσj))|ω=+∞
ω=0 =

{
π, åñëè τj < 0,

−π, åñëè τj > 0,

j=1,. . . ,p.
Äëÿ zj = γ áóäåì èìåòü

Arg (iω − γj)|ω=0 =

{
0, γj < 0,

π, γj > 0

è
Arg (iω − γj)|ω=+∞ = lim

ω→∞
arg(iω − γj) =

π

2
.

Ïîýòîìó

∆ΓArg (iω − γj) =

{
π/2, åñëè γj < 0,

−π/2, åñëè γj > 0,

j=1,. . . ,q.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f(z) = 0 ñ îòðèöàòåëüíîé

äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ îáåñïå÷èâàåò ïðè 0 6 ω <∞ ïîâîðîò âåêòîðà f(iω)
¾â ñðåäíåì¿ íà +π/2, à êàæäûé êîðåíü ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé
÷àñòüþ ñîçäàåò ïðè 0 6 ω < ∞ ïîâîðîò âåêòîðà f(iω) ¾â ñðåäíåì¿ íà
−π/2.

Ïóñòü m � ÷èñëî íóëåé ìíîãî÷ëåíà f(z) ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé
÷àñòüþ. ×èñëî íóëåé ñ îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, ââèäó îòñóò-
ñòâèÿ ÷èñòî ìíèìûõ íóëåé, ðàâíî n − m. Òîãäà äëÿ ñóììàðíîãî ïîâîðîòà
âåêòîðà f(iω) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Φ = (n−m)
π

2
+m(−π

2
) = (n− 2m)

π

2
. (2.45)

Ïóñòü òåïåðü óãîë Φ ïîâîðîòà âåêòîðà f(iω) ïðè 0 6 ω < +∞ ðàâåí
(2.39). Ïóñòü òàêæå f(z) èìååò m̃ êîðíåé, ïðèíàäëåæàùèõ C+. Òîãäà ñî-
ãëàñíî (2.45)
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Φ = (n− m̃)
π

2
. (2.46)

Ñðàâíèâàÿ (2.46) ñ (2.39), ïîëó÷èì m̃ = n. I
Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé ðåøåíèÿ

ïðîáëåìû Ðàóñà � Ãóðâèöà.

Êðèòåðèé Ìèõàéëîâà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n âèäà
(2.21), íå èìåþùèé ÷èñòî ìíèìûõ íóëåé, èìåë ëèøü íóëè, ïðèíàäëåæà-
ùèå ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
óãîë ïîâîðîòà ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè âåêòîðà f(iω) ïðè 0 6 ω <
< +∞ áûë ðàâåí

Φ =
π

2
n.

Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Φ <
π

2
n,

òî ìíîãî÷ëåí f(z) èìååò íóëè â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðèìåð. Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Ìèõàéëîâà, ïîëó÷èì óñëîâèÿ êðèòåðèÿ
Ãóðâèöà äëÿ ìíîãî÷ëåíà

f(z) = z3 + pz2 + qz + r,

ãäå p, , q , r � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû. Èìååì ãîäîãðàô

f(iω) = (−pω2 + r) + iω(−ω2 + q). (2.47)

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãîäîãðàôà ïðè 0 6 ω < +∞ ñ ïîëóîñÿìè Re z >
> 0, Im z > 0, Re z < 0 ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
iωk (k = 0, 1, 2), ãäå

ω0 = 0, ω1 =

√
r

p
, ω2 =

√
q,

ò. ê. ω1, ω2 äîëæíû áûòü âåùåñòâåííûå, òî q > 0, r/p > 0. Ñîîòâåòñòâåííî
èìååì

f(iω0) = r, f(iω1) = i

√
r

p
(q − r

p
), f(iω3) = −(pq − r).

Ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ (2.8) è íàïðàâëåíèÿ îáõîäà âåêòîðà f(iωj) (j =
= 0, 1, 2), ïîëó÷èì p, q, r > 0, pq − r > 0. Ïîëàãàÿ Arg f(0) = 0, èìååì
limω→+∞ = 3π/2.
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2.2.3. Ìåòîä D-ðàçáèåíèé

Ýòîò ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Þ. È.Íåéìàðêîì5 [10], èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè (íåóñòîé÷èâîñòè) â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-
ðîâ ìíîãî÷ëåíîâ èëè öåëûõ ôóíêöèé. Åãî ñîäåðæàíèå èçó÷èì íà êîíêðåò-
íûõ ïðèìåðàõ.

1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìíîãî÷ëåí

f(z) = z3 + kz2 + θz + 1, (2.48)

çàâèñÿùèé îò äâóõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ k, θ > 0. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ â
ïëîñêîñòè (k, θ) îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèì â (2.48) z = iω
è ïðèðàâíÿåì ê íóëþ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå áóäåì
èìåòü ðàâåíñòâà

ω(−ω2 + θ) = 0, −kω2 + 1 = 0. (2.49)

Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü ω êàê ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ 0 6 ω <
< ∞, è âûðàæåíèÿ èç (2.49) k = 1/ω2, θ = ω2 êàê ôóíêöèè ω, ïîñòðîèì
â ïëîñêîñòè (k, θ) ïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ k(ω), θ(ω), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëîé k = 1/θ. Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ íà ýòîé êðèâîé ìíîãî÷ëåí
(2.48) èìååò íóëè íà ìíèìîé îñè. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ íóëè ìîãóò
ñìåñòèòüñÿ êàê â êîìïëåêñíóþ ïîëóïëîñêîñòü C−, òàê è â C+. Äëÿ òîãî
÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç îáëàñòåé, ðàçäåëåííûõ êðèâîé k = 1/θ è îñÿìè
k, θ > 0, ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè, ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ôèêñèðóåì òî÷êó (k∗, θ∗) íà êðèâîé, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ω∗. Ïîëîæèì â
(2.48) k = k∗(1 + ε) , ãäå 0 < ε� 1 � ïàðàìåòð, è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

f(z; ε) ≡ z3 + k∗(1 + ε)z2 + θ∗z + 1 = 0. (2.50)

Óðàâíåíèå (2.50) èìååò ïðè ε = 0 ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ îäíî-
êðàòíûõ êîðíåé z∗ = iω∗ è z∗ = −iω∗. Ýòè êîðíè ïðè ìàëûõ ε ÿâëÿþòñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ε, ò. å.

z∗ = iω∗ + εz∗1 + ε2z∗2 + . . . (2.51)

Ïîäñòàâèâ (2.51) â (2.50), èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè íàõîäèì

z∗1 = −fε(iω∗; 0)/fz(iω∗; 0) = −(θ∗ + ik1/2
∗ )/(θ2

∗ + k∗)/2.

5 Íåéìàðê Þðèé Èñààêîâè÷ (1920�2011) � ñîâåòñêèé è ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê, îñíîâàòåëü ôàêóëü-
òåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Èì
ïîëó÷åíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ìíîãîìåðíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, ìàòåìàòè÷åñêèì ìå-
òîäàì òåîðèè êîëåáàíèé, òåîðèè óïðàâëåíèÿ è àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè.
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Ðèñ. 2.4. D-ðàçáèåíèÿ äëÿ êâàçèïîëèíîìà (2.48)

Îòñþäà èìååì Re z∗1 < 0, ò. å. ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà k íóëè ìíîãî-
÷ëåíà (2.48) ñ ìíèìîé îñè ïåðåõîäÿò â C−. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, à òàêæå ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðè k = θ = 0 íóëè (2.48) èìåþò âèä z1 = −1, z2 3 = (1±
± i
√

3)/2, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.4.

Dj îáîçíà÷àåò îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ïðè çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðîâ èç êîòîðîé ôóíêöèé f(z) èìååò j íóëåé, ïðèíàäëåæàùèõ êîìïëåêñ-
íîé ïîëóïëîñêîñòè C+.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä D-ðàçáèåíèé íå òîëüêî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü îáëà-
ñòè óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ôóíêöèè, íî è
óêàçûâàåò íà õàðàêòåð ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, ÷òî âåñüìà âàæíî, îñîáåííî â
òåîðèè êîëåáàíèé.

2. Ðàññìîòðèì öåëóþ ôóíêöèþ

f(z) = z + 1 + k exp(−zθ), (2.52)

çàâèñÿùóþ îò äâóõ äåéñòâèòåëüíóõ ïàðàìåòðîâ k è θ > 0 . Ôóíêöèè âè-
äà (2.52), ÿâëÿþùèåñÿ êîíå÷íîé ñóììîé ïðîèçâåäåíèé ìíîãî÷ëåíîâ è ýêñïî-
íåíò, íàçûâàþòñÿ êâàçèïîëèíîìàìè. Îíè âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.

Ñëåäóÿ ìåòîäó D-ðàçáèåíèé, ïîëîæèì â (2.52) z = iω (ω > 0) è ïðè-
ðàâíÿåì ê íóëþ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ñèñòåìó óðàâíåíèé

1 + k cos (ωθ) = 0, ω − k sin (ωθ) = 0, (2.53)
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Ðèñ. 2.5. D-ðàçáèåíèÿ äëÿ êâàçèïîëèíîìà (2.52)

èç êîòîðîé íàõîäèì âûðàæåíèÿ

k = (−1)n+1/ cos (arctgω), θ = ω−1(πn− arctgω), n = 1, 2, . . . , (2.54)

ÿâëÿþùèåñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì çàäàíèåì êðèâûõ â ïëîñêîñòè (k, θ) , ïðè
çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ íà êîòîðûõ êâàçèïîëèíîì (2.52) èìååò îäíîêðàòíûå
íóëè íà ìíèìîé îñè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ê êðèâûì (2.54) ñëåäóåò äîáà-
âèòü ïðÿìóþ k = −1, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå ω = 0.

Èçó÷èì äâèæåíèå íóëåé êâàçèïîëèíîìà (2.52) ñ êðèâûõ (2.54) ïðè èçìå-
íåíèè ïàðàìåòðîâ. Âûáåðåì ω∗, k∗, θ∗ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.54) è ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

f(z; ε) ≡ z + 1 + k∗(1 + ε) exp (−zθ∗) = 0, 0 < ε� 1. (2.55)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå äëÿ êîðíÿ z∗(ε) (z∗(0) = iω∗) óðàâíåíèÿ

z∗(ε) = iω∗ + εz∗1 + ε2z∗2 + . . . ,

èìååì äëÿ z∗1 âûðàæåíèå

z∗1 = −fε(iω∗; 0)/fz(iω∗; 0) = (1 + θ∗ + θ∗ω
2
∗ + iω∗)/[(1 + θ∗)

2 + ω2
∗θ

2
∗].

Îòñþäà ñëåäóåò Re z∗1 > 0. Òàêèì îáðàçîì ïðè óâåëè÷åíèè |k| íóëè êâà-
çèïîëèíîìà (2.52) ïåðåõîäÿò èõ êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè C− â C+. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîñòðîåíà êàðòèíà D-ðàçáèåíèé ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ
(k, θ), ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñóíêå 2.5.

3. Ðàññìîòðèì êâàçèïîëèíîì

f(z) = z2 + Az + 1 + ke−zθ, (2.56)
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çàâèñÿùèé îò äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ A, θ > 0 è k ∈ R, è èçó÷èì ðàñ-
ïîëîæåíèå åãî íóëåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â çàâèñèìîñòè îò k è θ.
Ïîñòðîèì â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (k, θ) (ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ A) îáëà-
ñòè, ñâÿçàííûå ñ ïðèíàäëåæíîñòüþ îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà íóëåé êâàçè-
ïîëèíîìà (2.56) ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî
óðàâíåíèå f(iω) = 0 (ω ≥ 0) è âûäåëèì äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

k cos(ωθ) = ω2 − 1, k sin(ωθ) = Aω,

èç êîòîðîé íàõîäèì

kn(ω) = Aω/ sin(ωθn(ω)), ω > 0, −∞ < k(ω) <∞, (2.57)

θn(ω) =

 ω−1(arctg(Aω/(ω2 − 1)) + πn), 0 < ω < 1,
−π/2 + πn, ω = 1,
ω−1(arctg(Aω/(ω2 − 1))− π + πn), 1 < ω <∞.

n = 1, 2, . . . .

(2.58)

Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü (2.57), (2.58) êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà ω, ïîñòðîèì
â ïëîñêîñòè (k, θ) êðèâûå, íà êîòîðûõ êâàçèïîëèíîì (2.56) èìååò íóëè, ëå-
æàùèå íà ìíèìîé îñè. Ïðè ýòîì òî÷êå ω = 0 ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìàÿ k = −1.
Íà ðèñ. 2.6 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé A ïðèâåäåíû óêàçàííûå êðèâûå.

Èññëåäóåì äâèæåíèå íóëåé êâàçèïîëèíîìà (2.56) ÷åðåç ìíèìóþ îñü êîì-
ïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè. Âûáåðåì äëÿ íåêîòîðîãî A = A0 òî÷êó (k0, θ0),
ëåæàùóþ íà îäíîé èç êðèâûõ, ïðèâåäåííûõ íà 2.6. Ïóñòü ýòà òî÷êà ñîîò-
âåòñòâóåò çíà÷åíèþ ω = ω0. Ïîëîæèì â (2.56) k = k0(1 + ε), 0 < ε � 1
è ðàññìîòðèì äâèæåíèå êîðíÿ z(ε) = iω0 + εz1 + . . . óðàâíåíèÿ f(z; ε) ≡
≡ z2 + A0z + 1 + k0(1 + ε)e−λθ0 = 0 ïðè èçìåíåíèè ε. Ñ íåîáõîäèìîñòüþ
èìååì

z1 = −fε(iω0; 0)/fz(iω0; 0) = (1−ω2
0 + iω0A0)/[A0 +θ0(1−ω2

0)+ iω0(A0θ0 +2)].

Îòñþäà
Re z1 =

{
A0(ω

2
0 + 1) + θ0[(ω

2
0 − 1)2 + ω2

0A
2
0]
}
/{

[A0 + θ0(ω
2
0 − 1)]2 + ω2

0(A0θ0 + 2)2
}
> 0.

Òàêèì îáðàçîì íóëè êâàçèïîëèíîìà (2.56) ïðè óâåëè÷åíèè |k| ïåðåõîäÿò
èç ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè â ïðàâóþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïî-
ñòðîåíà êàðòèíà D-ðàçáèåíèé ïëîêîñòè (k, θ), ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 2.6 äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé A, ãäå ãðàíèöû îáëàñòè ïðèíàäëåæíîñòè íóëåé êâàçè-
ïîëèíîìà (2.56) ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè (îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè



2.2 Àíàëèç ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé 89

2 1 0 1 2
0

5

10

15

20

25

k

θ

a. A=0.1

D1

D2D3

D4

D2
D5

D2

D2 D4

D4

D2

D6

2 1 0 1 2
0

5

10

15

20

25

k

θ

b. A=0.7

D1

D2D3

D5

D2

D4

2 1 0 1 2
0

5

10

15

20

25

k

θ

c. A=1

D1

D3

D5

D2

D4

2 1 0 1 2
0

5

10

15

20

25

k

θ

d. A=1.2

D1

D3

D5

D2

D4

Ðèñ. 2.6. D-ðàçáèåíèÿ äëÿ êâàçèïîëèíîìà (2.56)

êâàçèïîëèíîìà (2.56)) îòìå÷åíû æèðíîé ëèíèåé. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå k > 0
ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè êâàçèïîëèíîìà ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñ ïðîõîæäåíèåì ÷å-
ðåç ìíèìóþ îñü êàê îäíîé, òàê è äâóõ ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ íóëåé
êâàçèïîëèíîìà (2.56).

Â ñëó÷àå k < 0 âîçìîæíà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè êâàçèïîëèíîìîì (2.56),
ñâÿçàííàÿ ñ ïðîõîæäåíèåì îäíîãî äåéñòâèòåëüíîãî íóëÿ ÷åðåç íóëåâóþ òî÷-
êó êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îäíîé ïàðû è äâóõ ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûõ íóëåé ÷åðåç ìíèìóþ îñü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à òàêæå âîçìîæíî
ñîâìåñòíîå ïðîõîæäåíèå äåéñòâèòåëüíîãî íóëÿ è îäíîé ïàðû êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûõ íóëåé ÷åðåç íóëåâóþ òî÷êó è ìíèìóþ îñü. Cëó÷àé ñîâìåñòíî-
ãî ïðîõîæäåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî íóëÿ è äâóõ ïàð êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ
íóëåé ÷åðåç íóëåâóþ òî÷êó è ìíèìóþ îñü íåâîçìîæåí.

Âûÿñíèì, âîçìîæåí ëè âíóòðåííèé ðåçîíàíñ 1:2 è 1:3 (ìëàäøèå âíóòðåí-
íèå ðåçîíàíñû) ïðè ïðîõîæäåíèè äâóõ ïàð êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ íó-
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ëåé êâàçèïîëèíîìà ÷åðåç ìíèìóþ îñü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü ïðè
k∗, θ∗, A∗ êâàçèïîëèíîì (2.56) èìååò íà ìíèìîé îñè íóëè zj = ±iωj (0 <
< ω1 < ω2, j = 1, 2), à îñòàëüíûå åãî íóëè íàõîäÿòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè
C−. Âûÿñíèì, âîçìîæíî ëè ïðè ýòîì ðàâåíñòâî ω2 = 2ω1 è ω2 = 3ω1. Ýòè
îòíîøåíèÿ èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ïåðâîå ðàâåíñòâî. Òîãäà èç (2.56) èìååì

k∗ cos(ω1θ∗) = ω2
1 − 1, k∗ sin(ω1θ∗) = A∗ω1,

k∗ cos(2ω1θ∗) = 4ω2
1 − 1, k∗ sin(2ω1θ∗) = 2A∗ω1.

Èç âòîðîãî è ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì

sin(ω1θ∗)(cos(ω1θ∗)− 1) = 0.

Îòñþäà ω1θ∗ = πn, n = 1, 2, . . . , ïîäñòàâèâ âî âòîðîå ðàâåíñòâî ω1 = 0,
ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíåíî âòîðîå ðàâåíñòâî. Òîãäà èç (2.56)
èìååì

k∗ cos(ω1θ∗) = ω2
1 − 1, k∗ sin(ω1θ∗) = A∗ω1,

k∗ cos(3ω1θ∗) = 9ω2
1 − 1, k∗ sin(3ω1θ∗) = 3A∗ω1.

Èç âòîðîãî è ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì sin(3ω1θ) − 3 sin(ω1θ∗) =
= −4 sin3(ω1θ∗) = 0, îòêóäà ω1θ∗ = πn, n = 1, 2, . . . . Ïîäñòàâèâ ω1θ∗ âî
âòîðîå ðàâåíñòâî, èìååì ω1 = 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ìëàäøèõ âíóòðåííèõ ðåçîíàíñîâ ïðè ïðîõîæäåíèè äâóõ
ïàð íóëåé ÷åðåç ìíèìóþ îñü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðåàëèçîâàíî áûòü íå
ìîæåò.

4. Ðàññìîòðèì êâàçèïîëèíîì

f(z) = z2 + Az + 1 + kze−zθ, (2.59)

ãäå A, θ > 0 è k � äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Èçó÷èì ðàñïîëîæåíèå íó-
ëåé êâàçèïîëèíîìà (2.59) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ. Ïîñòðîèì â ïëîñêî-
ñòè ïàðàìåòðîâ (k, θ) êàðòèíó D-ðàçáèåíèé êâàçèïîëèíîìà (2.59). Çàìåòèì
ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóþùåå. Ïðè k = 0 f(z) íå èìååò íóëåé â C+. Ïðè ìàëûõ
|k| ýòî ñâîéñòâî f(z) òàêæå ñîõðàíèòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîëó-

êðóã K
1/2
R ⊂ C+, îãðàíè÷åííûé îòðåçêîì ìíèìîé îñè −iR ≤ Im z ≤ iR è

ïîëóîêðóæíîñòüþ z = Reiφ, −π/2 ≤ φ ≤ π/2. Ïðè ìàëûõ |k| è ëþáîì R
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íà ãðàíèöå K
1/2
R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |z2 + Az + 1| > |k||z||e−zθ|. Îñòà-

ëîñü ñîñëàòüñÿ íà óòâåðæäåíèå 3.9 (òåîðåìà Ðóøå) è óñòðåìèòü R → ∞.
Ïîëîæèì â (2.59) z = iω (ω ≥ 0) è ïðèðàâíÿåì ê íóëþ äåéñòâèòåëüíóþ è
ìíèìóþ ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

1− ω2 + kω sin(ωθ) = 0, A+ k cos(ωθ) = 0.

Îòñþäà, ñ÷èòàÿ A ôèêñèðîâàííûì, íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

kn(ω) = −A/ cos(ωθn(ω)), θn(ω) = ω−1(arctg((1− ω2)/(Aω)) + πn),

0 ≤ ω <∞, n = 0, 1, 2, . . . , (2.60)

ñëóæàùèõ ïàðàìåòðè÷åñêèì çàäàíèåì ñåìåéñòâà êðèâûõ â ïëîñêîñòè (k, θ),
ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ íà êîòîðûõ êâàçèïîëèíîì (2.59) èìååò íóëè íà
ìíèìîé îñè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Âûáåðåì ïðè A = A∗ òî÷êó k∗, θ∗ íà îäíîé èç êðèâûõ (2.2.3), êîòîðàÿ ñî-
îòâåòñòâóåò ω∗. Ïîëîæèì â (2.59) k = k∗(1+ε), A = A∗, θ = θ∗ è ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

f(z; ε) ≡ z2 + A∗z + 1 + k∗(1 + ε)ze−zθ∗ = 0, (2.61)

ãäå 0 < ε � 1. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå êîðíÿ z∗(ε) = iω∗ + εz∗1 + ε2z∗2 +
+. . . óðàâíåíèÿ ïðè èçìåíåíèè ε. Ïîäñòàâèâ z∗(ε) â (2.61), ñ íåîáõîäèìîñòüþ
èìååì âûðàæåíèå

z∗1 = −fε(iω∗; 0)/fz(iω∗; 0) = −k∗e−iω∗θ∗/[2iω∗ + A+ k∗(1− iω∗θ∗)e−iω∗θ∗],

÷òî ñ ó÷åòîì f(iω∗; 0) = 0 äàåò

Re z∗1 = −θ(ω2
∗ − 1)2 + A∗[ω

2(A+ θ) + θ]/{(ω2−1)2+[ω2(A+θ)+θ]2/ω2} < 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè |k| êîðíè óðàâíåíèÿ (2.61) ñäâèãàþòñÿ ñ
ìíèìîé îñè â ïîëóïëîñêîñòü C+. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñòðîèòñÿ êàðòèíà
D-ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè (k, θ) êâàçèïîëèíîìà (2.59). Ýòà êàðòèíà ïðèâåäåíà
äëÿ ñëó÷àÿ A = 0.5 íà ðèñ. 2.7 . Îòìåòèì, ÷òî ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ À
êàðòèíà D-ðàçáèåíèé êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ.

5. Ðàññìîòðèì êâàçèïîëèíîì

f(z) = z − A(1 + iα)− γe−zτ−iφ0, (2.62)

ãäå A,α, γ, τ > 0, φ0 ∈ [0, 2π) � äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèÿ Ëàíãà-Êîáàÿøè
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[11]. Èçó÷èì ðàñïîëîæåíèå íóëåé êâàçèïîëèíîìà (2.62) â çàâèñèìîñòè îò ïà-
ðàìåòðîâ, èñïîëüçóÿ ìåòîä D-ðàçáèåíèé. Ïîëîæèì z = iω, ω ∈ R è ïðèðàâ-
íÿåì íóëþ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé:

A+ γ cos(ωτ + φ0) = 0, ω − αA+ γ sin(ωτ + φ0) = 0. (2.63)

Îáîçíà÷èâ 1 + iα =
√

(1 + α2)eiβ, β = arccos(1/
√

1 + α2), èç óðàâíåíèé
(2.63) èìååì óðàâíåíèå

sin(ωτ + φ0 + β) = −ω/(γ
√

1 + α2) (2.64)

äëÿ îïðåäåëåíèé τ = τ(ω). Óðàâíåíèå (2.64) ðàçðåøèìî ïðè −γ
√

1 + α2 ≤
≤ ω ≤ γ

√
1 + α2 è äàåò äâå ñåðèè ðåøåíèé:

τm1 (ω) = ω−1(π + arcsin(ω/(γ
√

1 + α2))− φ0 − β + 2πm), (2.65)

τm2 (ω) = −ω−1(π + arcsin(ω/(γ
√

1 + α2)) + φ0 + β − 2πm), (2.66)

m = 0,±1, . . . .
Ïîäñòàâèì (2.65) è (2.66) â ïåðâîå óðàâíåíèå (2.63). Â ðåçóëüòàòå áóäåì

èìåòü

A1(ω) = (αω +
√
γ2(1 + α2)− ω2)/(1 + α2), (2.67)

A2(ω) = (αω −
√
γ2(1 + α2)− ω2)/(1 + α2). (2.68)
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Ðèñ. 2.8. D-ðàçáèåíèÿ äëÿ êâàçèïîëèíîìà (2.62)

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé A1(ω) è A2(ω) â íóëå è íà ãðàíèöàõ äîïó-
ñòèìîãî èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ ω:

A0
1 = A1(0) = γ/

√
1 + α2 > 0,

A−1 = A1(−γ
√

1 + α2) = −αγ/
√

1 + α2 = −αA0
1,

A+
1 = A1(γ

√
1 + α2) = αγ/

√
1 + α2 = αA0

1,

A0
2 = A2(0) = −γ/

√
1 + α2 = −A0

1,

A−2 = A2(−γ
√

1 + α2) = −αγ/
√

1 + α2 = −A−1 ,
A+

2 = A2(γ
√

1 + α2) = αγ/
√

1 + α2 = −A−2 .

Ïîäñòàâèâ òå æå çíà÷åíèÿ â (2.65) è (2.66), çàìåòèì, ÷òî ïðè ω = 0 íà
ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (τ, A) åñòü äâå ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû ±A0

1, à ïðè
çíà÷åíèÿõ ω = ±γ

√
1 + α2 èìååòñÿ äâà óðîâíÿ ñêëåéêè ãðàôèêîâ: A−1 è A+

1 .
Âåðõíèì ðåøåíèåì Γ+

m1,m2
íàçîâåì ïàðó êðèâûõ

(τm1
1 (ω), A1(ω)), (τm2

2 (ω), A2(ω)), 0 ≤ ω < γ
√

1 + α2, ãäå m1 è m2 âû-
áðàíû òàê, ÷òîáû ýòè êðèâûå ñêëåèâàëèñü (ýòî ïðîèçîéäåò íà óðîâíå
A+

1 ).
Íèæíèì ðåøåíèåì Γ−m1,m2

íàçîâåì ïàðó êðèâûõ

(τm1
1 (ω), A1(ω)), (τm2

2 (ω), A2(ω)), −γ
√

1 + α2 < ω ≤ 0, ãäå m1 è m2 âû-
áðàíû òàê, ÷òîáû ýòè êðèâûå ñêëåèâàëèñü (ýòî ïðîèçîéäåò íà óðîâíå
A−1 ). Ñîâîêóïíîñòü êðèâûõ, îïðåäåëÿåìûõ ýòèìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ðàçíûõ
çíà÷åíèé α, γ, φ0, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2.8.
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Âûáåðåì òî÷êó (τ0, A0) íà îäíîé èç ýòèõ êðèâûõ. Ïóñòü îíè ñîîòâåòñòâó-
þò òî÷êå ω0. Ïîëîæèì A = A0 + ε. Îïðåäåëÿÿ z(ε) = iω0 + εz1 + . . . , èç
óðàâíåíèÿ z − (A0 + ε)(1 + iα)− γe−zτ0+iφ0 = 0 íàõîäèì

z1 = (1 + iα)/[1 + γτ0e
−iω0τ0+iφ0] =

{1 + τ0[αω0 − (1 + α2)A0] + i(α− τ0ω0)}/[(1− τ0A0)
2 + τ 2

0 (σ − αA0)
2].

Çíàê Re z1 îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.67), (2.68) çíàêîì âåëè÷èíû

1 + τ0[αω0 − (1 + α2)A0] = 1∓ τ0

√
γ2(1 + α2)− ω2

0. (2.69)

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.71) íà íèæíåé ñîñòàâëÿþùåé êàæäîé
èç êðèâûõ Γ±m1,m2

íóëè êâàçèïîëèíîìà (2.62) ïåðåõîäÿò èç ëåâîé êîìïëåêñ-
íîé ïîëóïëîñêîñòè â ïðàâóþ; íà âåðõíåé ñîñòàâëÿþùåé êàæäîé èç êðè-
âûõ Γ±m1,m2

äî èçãèáà êîðíè ïåðåõîäÿò èç ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè
â ïðàâóþ, ïîñëå èçãèáà, íàîáîðîò � èç ïðàâîé â ëåâóþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì
íà ðèñ. 2.8 ïîñòðîåíà êàðòèíà D-ðàçáèåíèé ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (τ, A).

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ íóëåé
êâàçèïîëèíîìîâ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî âå-
ëè÷èíó çàïàçäûâàíèÿ àðãóìåíòà â äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòîíîì óðàâíå-
íèè. Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó íà ïðèìåðå êâàçèïîëèíîìîâ (2.56) è (2.62) è
èçó÷èì çàâèñèìîñòü íóëåé îò ïàðàìåòðîâ θ è τ ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå áó-
äåì ñ÷èòàòü áîëüøèìè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êâàçèïîëèíîì (2.56). Ïîëîæèì
â íåì ε1 = θ−1 è íîðìèðóåì z → zε1. Â ðåçóëüòàòå êâàçèïîëèíîì ïðèìåò
âèä

f(z; ε1) = ε2
1z

2 + ε1Az + 1 + ke−z, (2.70)

Ïîñòðîèì ñíà÷àëà êàðòèíó D-ðàçáèåíèé êâàçèïîëèíîìà. Ïîëîæèì z =
= iω (ω > 0) è ðàçðåøèì îòíîñèòåëüíî ε1 è k. Â ðåçóëüòàòå èìååì

ε1 = ε1(ω) = ω−1[A ctg(ω) + (a2 ctg2(ω) + 4)1/2], (2.71)

k = k(ω) = Aωε1(ω)/ sin(ω). (2.72)

Íà ðèñ. 2.9 äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà A ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâà-
íèÿ ïîâåäåíèÿ íóëåé êâàçèïîëèíîìà (2.56) ïðèâåäåíà êàðòèíà D-ðàçáèåíèé
ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (ε1, k) êâàçèïîëèíîìà (2.70), ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî
(2.71), (2.72).

Íàèáîëåå èíòåðåñíûìè äëÿ ïðèëîæåíèé, êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2.9, ÿâëÿ-
þòñÿ ñëó÷àè, êîãäà k ≈ ±1. Ïîëîæèì â (2.70) k = 1 + ε2 è ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

f(z; ε) ≡ ε2
1z

2 + ε1Az + 1 + (1 + ε2)e
−z = 0, ε = (ε1, ε2). (2.73)
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Ðèñ. 2.9. D-ðàçáèåíèÿ äëÿ êâàçèïîëèíîìà (2.70)

Ïîëîæèì â (2.73) z = x+ iy è âûäåëèì âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ε2
1(x

2 − y2) + ε1Ax+ 1 + (1 + ε2)e
−x cos y = 0, (2.74)

2ε2
1xy + ε1Ay − (1 + ε2)e

−x sin y = 0, (2.75)

êîòîðóþ çàïèøåì â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

(1 + ε2)e
−x = {[1 + ε1Ax+ ε2

1(x
2 − y2)]2 + (A+ 2ε1x)2y2}1/2 =

= {[1− A2/4 + ε2
1y

2 + (A/2 + ε1x)2]2 + (A2 − 4)ε2
1y

2}1/2 ≡ X(ε1x, ε1y),
(2.76)

tg y = − ε1Ay + 2ε2
1xy

1 + ε1Ax+ ε2
1(x

2 − y2)
= − 2ε1y(A/2 + ε1x)

1− A2/4− ε2
1y

2 + (A/2 + ε1x)2
≡

≡ Y (ε1x, ε1y). (2.77)

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè (2.76), (2.77) ñîîòâåòñòâåííî ñèììåòðè÷íû è
àíòèñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî A/2 + ε1x. Ïîâåäåíèå ïðàâîé ÷àñòè (2.76)
îòíîñèòåëüíî ε1x ïðè ôèêñèðîâàííîì ε1y íàïîìèíàåò ïàðàáîëó, ñèììåòðè÷-
íóþ îòíîñèòåëüíî òî÷êè −A/2, êîòîðàÿ â çàâèñèìîñòè îò A è ε1y ìîæåò
èìåòü êàê îäèí ìèíèìóì â òî÷êå −A/2, òàê è äâà â òî÷êàõ, ñèììåòðè÷-
íûõ îòíîñèòåëüíî −A/2. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî óêàçàòü òàêîå ε0, çàâèñÿùåå
òîëüêî îò A, ÷òî ïðè |ε| < ε0 óðàâíåíèå (2.76) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå x = x(ε1y; ε) (x(0, 0) = 0), êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ
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ñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà:

xk+1(ε1y; ε) = ln (1 + ε2) − ln (X(ε1xk(ε1y; ε), ε1y)), x0(ε1y; ε) ≡ 0. (2.78)

Ïîäñòàâèâ òåïåðü ôóíêöèþ x = x(ε1y; ε) â (2.77), íàéäåì ñ÷åòíîå ÷èñëî
ðåøåíèé y(n)(ε), êîòîðûå, ñîãëàñíî (2.74), (2.75), áóäóò èìåòü âèä

y(n)(ε) = π(2n− 1) + y(n)
∗ (ε) (y(n)

∗ (0) = 0), n = 0, 1 . . .

.
Ôóíêöèè y(n)(ε) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðî-

öåññà

y
(n)
k+1(ε) = arctg(Y (ε1x(ε1y

(n)
k (ε); ε), ε1y

(n)
k (ε))) + π(2n− 1),

y
(n)
0 (ε) ≡ 0, n = 1, 2, . . . (2.79)

Èòåðàöèîííûå ïðîöåññû (2.78), (2.79) ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â îäèí äëÿ
îïðåäåëåíèÿ

z(n)(ε) = x(n)(ε) + iy(n)(ε), x(n)(ε) = x(ε1y
(n)(ε); ε).

Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå (2.73) ïðåäñòàâèì â âèäå

ezeln (ε21z
2+ε1Az+1) = eln (1+ε2)+iπ(2n−1), n = 1, 2, . . . , lnw = ln |w|+ i argw.

Îòñþäà èìååì, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ (2.73) îïðåäåëÿåòñÿ ñîâî-
êóïíîñòüþ êîðíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâíåíèé

z + ln (ε2
1z

2 + ε1Az + 1) = ln (1 + ε2) + iπ(2n− 1), n = 1, 2, . . . . (2.80)

Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò. ê. îíè, áó-
äó÷è ðàñïèñàííûìè â ðàâåíñòâà äëÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé, äà-
äóò ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ (2.76) è (2.77). Ïîñëåäíåå â îêðåñòíîñòè òî÷êè
π(2n− 1).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

z + ln (ε2
1z

2 + ε1Az + 1) = ln (1 + ε2) + iω (ω > 0) (2.81)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ z(iω; ε). Äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî ðåøåíèé (2.81) ïîñòðîèì èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ

zk+1 = − ln (ε2
1z

2
k + ε1Azk + 1) + ln (1 + ε2) + iω, z0 = 0,
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ñõîäèìîñòü êîòîðîãî ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè (2.78), (2.79). Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì ôóíêöèþ z(iω; ε) = iω + ln (1 + ε2) + z∗(iω; ε) (z∗(iω; 0) ≡ 0), àíàëè-
òè÷åñêóþ ïî iω è ε, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì (2.81). Ïðè ýòîì

z∗(iω; ε) = − ln(ε2
1(iω + ln (1 + ε2)− ln (ε2

1(iω + ln (1 + ε2)− . . . ))
2
+

+ ε1A(iω + ln (1 + ε2)− ln (ε2
1(iω + ln (1 + ε2)− . . . ))) + 1)). (2.82)

Îòñþäà èìååì ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.73):

z(n)(ε) = iπ(2n − 1) + ln (1 + ε2) + z∗(iπ(2n − 1); ε), n = 1, 2, . . .

Èç (2.82) ñïðàâåäëèâî ðàâíîìåðíîå ïî n ïðåäñòàâëåíèå:

z(n)(ε) = iπ(2n− 1) + ln(1 + ε2)− ln (ε2
1(iπ(2n− 1) + ln (1 + ε2))

2+

+ ε1A(iπ(2n− 1) + ln (1 + ε2)) + 1) +O(|ε|).

Ðàññìîòðèì òåïåðü êâàçèïîëèíîì (2.62), ñ÷èòàÿ ïàðàìåòð τ áîëüøèì.
Îáîçíà÷èâ τ−1 = ε1 è íîðìèðîâàâ (2.62) z → zε1, ïîëó÷èì êâàçèïîëíîì

f(z; ε1) = ε1λ− A(1 + iα)− γe−z−iφ0. (2.83)

Ïîëîæèì â (2.83) z = iω, ω ∈ R è ïðèðàâíÿåì ê íóëþ äåéñòâèòåëüíóþ
è ìíèìóþ ÷àñòè

A+ γ cos(ω + φ0) = 0, ε1ω − αA+ γ sin(ω + φ0). (2.84)

Èç (2.84) íàõîäèì
A(ω) = −γ cos(ω + φ0), (2.85)

ε1(ω) = −ω−1γ(1 + α2)1/2 sin(ω + φ0 + β), (2.86)

−φ0 − β + π(2n− 1) = ωn−1 ≤ ω ≤ ωn = −φ0 − β + 2πn, n = 0,±1,±2, . . .

Èç (2.85), (2.86) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ε(ωn−1) = ε(ωn) = 0. Îòñþäà èìååì
A(ωn−1) = γ/(1 + α2)1/2 = A0

1, A(ωn) = −γ/(1 + α2)1/2 = A0
2. Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ýòèì íà ðèñ. 2.10 äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α, γ, φ0

ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ íóëåé êâàçèïîëèíîìà (2.62),
ïðèâåäåíû êàðòèíû D-ðàçáèåíèé ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A, ε1).

Ïîëîæèì â (2.83) A = A0
1(1 + ε2). Â ðåçóëüòàòå, ïåðåîáîçíà÷èâ ε1 ÷åðåç

ε1γ, óðàâíåíèå (2.83) çàïèøåì â âèäå

f1(z; ε) = ε1ze
−iβ − (1 + ε2)− e−z−iφ0−iβ = 0. (2.87)
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Ðèñ. 2.10. D-ðàçáèåíèÿ äëÿ êâàçèïîëèíîìà (2.83)

Èçó÷èì õàðàêòåð çàâèñèìîñòè (2.87) îò ïàðàìåòðà ε = (ε1, ε2). Ïðè ε = 0
óðàâíåíèå èìååò êîðíè iσn = i(−φ0 − β + π(2n − 1)), n = 0,±1,±2, . . .
Èçó÷èì ðàñïîëîæåíèå êîðíåé (2.87) ïðè ìàëûõ ε. Çàïèøåì (2.87) â âèäå

ez+iφ0+iβ[ε1ze
−iβ − (1 + ε2)] = 1.

Îòñþäà èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé:

z + iφ0 + iβ = − ln (ε1ze
−iβ − (1 + ε2)) + i2πn, n = 0,±1,±2 . . . ,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âñå ìíîæåñòâî êîðíåé (2.87). Ïðè ýòîì êàæäîå èç óðàâ-
íåíèé èìååò ëèøü îäíî ðåøåíèå. Ïîêàæåì ýòî.

Ðàñïèøåì â äåéñòâèòåëüíîé ôîðìå, ïîëîæèâ z = x+ iy è ðàçäåëèâ äåé-
ñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

x = −1

2
ln ((ε1x cos β + ε1y sin β − (1 + ε2))

2 + ε2
1(−x sin β + y cos β)2) =

= −1

2
ln ((1 + ε2)

2 − 2(1 + ε2)ε1(x cos β + y sin β) + ε2
1(x

2 + y2)) ≡

≡ X(ε1x, ε1y; ε), (2.88)

y + φ0 + β = arctg(
ε1(−x sin β + y cos β)

1 + ε2 − ε1(x cos β + y sin β)
) + 2πn ≡

≡ Y (ε1x, ε1y, ε) + 2πn, n = 0,±1, . . . (2.89)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ïðè êàæäîì ε1y èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x =
= x(ε1y; ε), êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà:
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xk+1(ε1y; ε) = X(ε1xk(ε1y; ε), ε1y; ε), x0(ε1y; ε) ≡ 0. (2.90)

Ðåøåíèå y(n)(ε) óðàâíåíèÿ (2.89) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n íàõîäèò-
ñÿ ïîñðåäñòâîì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

y
(n)
k+1(ε)+φ0 +β = Y (ε1x(ε1y

(n)
k (ε); ε), ε1y

(n)
k (ε); ε)+2πn, y

(n)
0 (ε) ≡ 0. (2.91)

Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü

z(n)(ε) = x(n)(ε) + iy(n)(ε), x(n)(ε) = x(ε1y
(n)(ε); ε), n = 0,±1,±2, . . .

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.87).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ z(n)(ε) ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ:

zk+1(ε) + i(φ0 + β) = − ln (ε1zk(ε)e
−iβ − (1 + ε2)) + iω, ω ∈ R, (2.92)

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ââèäó ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â (2.90) è
(2.91). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèå

z(iω; ε) = i(ω − φ0 − β)−
− ln(ε1(i(ω−φ0−β)− ln (1 + ε2 − ε1(i(ω − φ0 − β))− . . . ))e−iβ− (1 + ε2)),

îïðåäåëÿþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.87) êàê z(n)(ε) = z(i2πn; ε), n =
= 0,±1,±2, . . .

2.2.4. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íóëåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êâàçèïîëèíîìîâ

Ïðè èçó÷åíèè äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò çàäà-
÷à àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé ôóíêöèé âèäà

f(z) =
m∑
j=1

pj(z)e−θjz, (2.93)

ãäå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà θj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 0 = θ0 < θ1 < · · · < θm,
pj(z) = p0j + p1jz + · · · + pnjz

n � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè, θj õàðàêòåðèçóþò â äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîì óðàâ-
íåíèè âåëè÷èíû îòêëîíåíèé àðãóìåíòà.
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Ôóíêöèè âèäà (2.93) íàçûâàþò êâàçèïîëèíîìàìè. Åñëè ïðè ýòîì pn0 6= 0,
à pnj = 0(j = 1, . . . ,m), òî òàêîé êâàçèïîëèíîì íàçûâàåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì
çàïàçäûâàþùåãî òèïà. Åñëè pnm 6= 0, à pnj = 0(j = 0, . . . ,m − 1), òî òàêîé
êâàçèïîëèíîì íàçûâàåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì îïåðåæàþùåãî òèïà, åñëè ani 6=
6= 0 è anj 6= 0 ïðè i 6= j, òî òàêîé êâàçèïîëèíîì íàçûâàåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì
íåéòðàëüíîãî òèïà.

Ôóíêöèè âèäà (2.93) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ôóíêöèÿìè, ïîýòîìó â ëþáîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (2.93) ìîæåò èìåòü ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî íóëåé êîíå÷íîé êðàòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, íóëè f(z) ìîãóò
áûòü ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ ìîäóëåé. Äëÿ ïðèëîæåíèé
ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ïîâåäåíèå íóëåé f(z) ïðè áîëüøèõ íîìåðàõ
(áîëüøèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êâàçèïîëèíîì çàïàçäûâàþùåãî òèïà. Â ýòîì ñëó÷àå
íå ìîæåò áûòü íóëåé ñ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ,
òàê êàê ïðè Re z →∞ ïîðÿäîê ðîñòà ìîäóëÿ ñëàãàåìîãî pn0z

n âûøå ïîðÿä-
êà ðîñòà ìîäóëåé îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ ââèäó óáûâàíèÿ ìîäóëåé ñëàãàåìûõ
âèäà pqjz

qe−θjz è, ñëåäîâàòåëüíî, âûøå êîíå÷íîé èõ ñóììû. Òàêèì îáðàçîì,
âñå êîðíè zj êâàçèïîëèíîìà çàïàçäûâàþùåãî òèïà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Re z ≤ N è ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê òî÷êå z =∞ ëèøü ñ óñëîâèåì Re zj → −∞.

Ðàññìîòðèì êâàçèïîëèíîì îïåðåæàþùåãî òèïà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè
Re zj → −∞ ðîñò |anmzne−θmz| âûøå ïîðÿäêà ðîñòà ìîäóëåé îñòàëüíûõ ñëà-
ãàåìûõ êâàçèïîëèíîìà, à òàêæå êîíå÷íîé èõ ñóììû. Ïîýòîìó äëÿ íóëåé zj
êâàçèïîëèíîìà âûïîëíåíî óñëîâèå Re zj ≥ N è ê òî÷êå z = ∞ îíè ìîãóò
ñòðåìèòüñÿ ëèøü ñ óñëîâèåì Re zj →∞.

Çàìåòèì ñëåäóþùåå. Ëþáîé ÷ëåí êâàçèïîëèíîìà zqe−θjz ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå eq ln z−θjz. Îòñþäà |zqe−θjz| = eq ln |z|−θj Re z. Åñëè ïðè z → ∞ ïî
êàêîìó-íèáóäü íàïðàâëåíèþ âîçðàñòàíèÿ z(τ) äëÿ êàêîãî-ëèáî ÷ëåíà êâà-
çèïîëèíîìà çíà÷åíèå µ = q ln |z| − θj áîëüøå àíàëîãè÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ
äðóãèõ ÷ëåíîâ, òî â ýòîì íàïðàâëåíèè arg z = const ëèáî âäîëü äàííîé êðè-
âîé z(τ) ïðè z → ∞ íå ìîæåò áûòü íóëåé f(z). Åñëè æå ïðè z → ∞ ïî
íåêîòîðîé êðèâîé z = z(τ) äëÿ íåñêîëüêèõ ÷ëåíîâ êâàçèïîëèíîìà âåëè÷è-
íû µ = p ln |z|−θj Re z ñîâïàäàþò è ïðåâîñõîäÿò çíà÷åíèÿ äðóãèõ ÷ëåíîâ, òî
âäîëü ýòîé êðèâîé ìîãóò áûòü íóëè êâàçèïîëèíîìà, ìîäóëè êîòîðûõ âîçðàñ-
òàþò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íóëåé äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü äîìèíèðóþùèå
÷ëåíû, èìåþùèå íàèáîëüøèå ïîðÿäêè ðîñòà.

Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî, èçó÷èì ïîâåäåíèå íóëåé êâàçèïîëèíîìà (2.93)
â ñëó÷àå m = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó îòêëîíåíèþ àðãóìåíòà â
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äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè. Äëÿ óäîáñòâà çàïèøåì åãî â âèäå

f(z) = p(z) + q(z)e−θz, (2.94)

ãäå p(z) = p0 + p1z + . . . pnz
n, q(z) = q0 + q1z + · · · + qmz

m. Ñ÷èòàåì pn >
> 0, qm 6= 0, θ > 0, n ≥ m, ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ çàïàçäûâàþùèé èëè
íåéòðàëüíûé òèï êâàçèïîëèíîìà âèäà (2.94).

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |z| â ïåðâîì ñëàãàåìîì (2.94) äîìèíèðóþùèì
ÿâëÿåòñÿ ÷ëåí pnz

n, â âî âòîðîì � qmz
me−θz . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ

|z| ïîâåäåíèå íóëåé (2.94) îïðåäåëÿåòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

f1(z) = pnz
n + qmz

me−θz = 0. (2.95)

Ïóñòü ñíà÷àëà n > m, ò. å. êâàçèïîëèíîì f1(z) èìååò çàïàçäûâàþùèé
òèï.

Èç (2.95) èìååì

eθzzp = a, p = n−m, a = −qm/pn. (2.96)

Ïîëîæèì zk = xk + iyk � êîðíè (2.95). Èç (2.96) ñëåäóåò eθxk|zk|p = |a|
èëè

e2θxk/p(x2
k + y2

k) = |a|2/p. (2.97)

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå ïðè p > 0 xk → −∞ ïðè k →∞. Òàêèì îáðàçîì,

lim
k→∞

e2θxk/px2
k = 0. (2.98)

Îòñþäà (2.97) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

e2θxk/py2
k = |a|2/p + ε1, (2.99)

ãäå limk→∞ ε1 = 0. Çàïèøåì (2.99) â âèäå x2
ke

2θxk/p(yk/xk)
2 = |a|2/p + ε1. Â

ñèëó óñëîâèÿ (2.98) limk→∞ yk/xk = ∞ è arg zk = arctg(yk/xk) = π/2 + ε2,
ãäå limk→∞ ε2 = 0.

Ëîãàðèôìèðóÿ ðàâåíñòâî (2.96), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà θzk + p ln |zk| +
+ ip arg zk = ln |a|+ i arg a+ 2πk, èç êîòîðîãî èìååì θyk + p arg zk = arg a+
+ 2πk. Îòñþäà

yk =
1

θ
(−pπ

2
+2πk)+ε3 (a > 0), yk =

1

θ
(−pπ

2
+π+2πk)+ε3 (a < 0), (2.100)

ãäå limk→∞ ε3 = 0. Èç (2.99) ïîëó÷èì 2θxk/p + 2 ln yk = ln (|a|2/p + ε1). Îò-
ñþäà èìååì xk = 1/θ(−p ln yk + ln |a|) + ε4, ãäå limk→∞ ε4 = 0. Ñ ó÷åòîì
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(2.99), (2.100) ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû êîðíåé (2.95) ïðè áîëüøèõ
k:

zk ≈
1

θ
[−p ln (

π

θ
(−p/2 + 2k)) + ln |a|]± iπ

θ
(−p/2 + 2k), a > 0, (2.101)

zk ≈
1

θ
[−p ln (

π

θ
(−p/2 + 2k + 1)) + ln |a|]±iπ

θ
(−p/2+2k+1), a < 0. (2.102)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé n = m, ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àþ íåéòðàëü-
íîãî òèïà êâàçèïîëèíîìà f(z). Èç (2.95) èìååì

e−θz = −pn
qn
, −θz = ln (−pn

qn
).

Òàêèì îáðàçîì

zk ≈ −
1

θ
ln |pn

qn
| ± i2πk

θ
, qn < 0,

zk ≈ −
1

θ
ln |pn

qn
| ± i2π(2k + 1)

θ
, qn > 0, k = 0, 1, . . .

Ò. å. êîðíè (2.95) ðàñïîëîæåíû â íåêîòîðîé ïîëîñå x∗ < Re z < x∗∗.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.

1. Ïóñòü äàí êâàçèìíîãî÷ëåí

f(z) = z + ae−z.

Ñîãëàñíî (2.101), (2.102)

zk ≈ − ln |π
a

(2k − 1

2
)| ± iπ(2k − 1

2
)(a < 0),

zk ≈ − ln
π

a
(2k +

1

2
)± iπ(2k +

1

2
)(a > 0).

2. Ïóñòü äàí êâàçèïîëèíîì

f(z) = z2 + a0 + (b1z + b0)e
−z.

Ñîãëàñíî (2.101), (2.102)

zk ≈ − ln
2πk

b1
± iπ(2k− 3

2
)(b1 > 0), zk ≈ − ln |2πk

b1
|± iπ(2k− 5

2
)(b1 < 0).
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2.3. Ìåòîäû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà â ðåøåíèè

êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå òåîðèè êîíôîðìíûõ îòîá-
ðàæåíèé è òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

2.3.1. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà. Ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé

Èññëåäîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû
ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ðåøåíèé ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

∆u ≡ uxx + uyy = 0 (2.103)

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u(x, y) ïåðåìåííûõ (x, y), ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîé
ïëîñêîé îáëàñòè Ω. Óðàâíåíèå (2.103) íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà6,
à îïðåäåëÿþùèé åãî îïåðàòîð ∆u � îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ôóíêöèè, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, íîñÿò íàçâàíèå ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.103).
Ïóñòü â êîìïëåêñíîé îáëàñòè Ω ïåðåìåííîé z = x + iy çàäàíà àíàëèòè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Òîãäà ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y),
ÿâëÿÿñü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè, â òî÷êàõ îáëàñòè óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà (óòâåðæäåíèå 1.4):

ux(x, y) = vy(x, y), uy(x, y) = −vx(x, y). (2.104)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (2.104) ïî x, âòîðîå � ïî y
è ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì, ÷òî uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0 äëÿ (x, y) ∈ Ω. Àíà-
ëîãè÷íî ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ïî y, à âòîðîå � ïî x
è âû÷òÿ îäíî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî vxx(x, y) + vyy(x, y) = 0 äëÿ
(x, y) ∈ Ω. Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ëþáîé àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè. Íàîáîðîò, åñëè äàíû äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y),
îïðåäåëåííûå â îáëàñòè Ω è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.104), òî ôóíê-
öèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (z = x + iy) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â Ω.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

6 Ëàïëàñ Ïüåð-Ñèìîí (ôð. Pierre-Simon de Laplace, 1749�1827) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê, ìåõàíèê,
ôèçèê è àñòðîíîì. Èçâåñòåí ðàáîòàìè â îáëàñòè íåáåñíîé ìåõàíèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îäèí èç ñîçäàòåëåé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Çàñëóãè Ëàïëàñà â îáëàñòè ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
è îñîáåííî â àñòðîíîìèè ãðîìàäíû: îí óñîâåðøåíñòâîâàë ïî÷òè âñå ðàçäåëû ýòèõ íàóê.
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z = x + iy â îáëàñòè Ω ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) â òî÷êàõ îáëàñòè Ω áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè è
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u(x, y) è
v(x, y), îïðåäåëåííûå â îáëàñòè Ω è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2.104), íà-
çûâàþòñÿ âçàèìíî ñîïðÿæåííûìè. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)
ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû îäíà ÷åðåç äðóãóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé
(ï. 1.1.5, ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñâîéñòâî 4).

Ðàññìîòðèì âàæíîå ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ (2.103) � åãî èíâàðèàíòíîñòü
ïðè êîíôîðìíîì íåâûðîæäåííîì ïðåîáðàçîâàíèè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïóñòü èìååòñÿ íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ (x, y) 7→ (ξ, η) ñîãëàñíî

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y),

D(ξ, η)/D(x, y) = ξxηy − ξyηx 6= 0, (x, y) ∈ Ω, (2.105)

îòîáðàæàþùåå îáëàñòü Ω ïëîñêîñòè (x, y) â îáëàñòü G ïëîñêîñòè (ξ, η). Â ñè-
ëó (2.105) ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè x = x(ξ, η), y = y(ξ, η), îáðàò-
íûå ê (2.105) è îòîáðàæàþùèå îáëàñòü G â îáëàñòü Ω. Çàïèøåì óðàâíåíèå
(2.103) â ïåðåìåííûõ (ξ, η). w(ξ, η) = u(x(ξ, η), y(ξ, η)). Ïåðåñ÷èòàåì

uxx = wξξξ
2
x + 2wξηξxηx + wηηη

2
x + wξξxx + wηηxx,

uyy = wξξξ
2
y + 2wξηξyηy + wηηη

2
y + wξξyy + wηηyy (2.106)

è ïîäñòàâèì â (2.103). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

wξξ(ξ
2
x+ξ2

y)+2wξη(ξxηx+ξyηy)+wηη(η
2
x+η2

y)+wξ(ξxx+ξyy)+wη(ηxx+ηyy) = 0.
(2.107)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå (2.105) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì, ò. å ôóíê-
öèè ξ(x, y) è η(x, y) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè f(z) = ξ(x, y) + iη(x, y) â îáëàñòè Ω êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
è ïðè ýòîì |f ′(z)| 6= 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì

ξx(x, y) = ηy(x, y), ξy(x, y) = −ηx(x, y). (2.108)

Êðîìå òîãî, ξ(x, y) è η(x, y), êàê îòìå÷åíî âûøå, ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè. Ñ ó÷¼òîì ñêàçàííîãî è ñîîòíîøåíèÿ |f ′(z)|2 = ξ2

x + ξ2
y = η2

x + η2
y

âûðàæåíèå (2.107) çàïèøåòñÿ â âèäå

|f ′(z)|2(wξξ + wηη) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âèä óðàâíåíèÿ (2.103) ïðè êîíôîðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè, ò.
å. óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèÿì (2.105), (2.108), íå èçìåíÿåòñÿ. Ýòî âàæíîå
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ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ (2.103) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé â
êîíôîðìíî èíâàðèàíòíûõ îáëàñòÿõ.

Ïåðåéäåì â ïëîñêîñòè (x, y) ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ (2.109)

è çàïèøåì óðàâíåíèå (2.103) äëÿ ôóíêöèè u(ρ, ϕ) = u(ρ cosϕ, ρ sinϕ). Èìå-
åì

uxx = uρρρ
2
x + 2uρϕρxϕx + uϕϕϕ

2
x + uρρxx + uϕϕxx,

uyy = uρρρ
2
y + 2uρϕρyϕy + uϕϕϕ

2
y + uρρyy + uϕϕyy. (2.110)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.109) ïî x ñ ó÷¼òîì ρ = ρ(x, y), ϕ = ϕ(x, y), ïîëó÷èì

1 = ρx cosϕ− ρ sinϕϕx, 0 = ρx sinϕ+ ρ cosϕϕx.

Îòñþäà
ρx = cosϕ, ϕx = − sinϕ/ρ. (2.111)

Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèðóÿ (2.109) ïî y è âûðàæàÿ ρy, ϕy, ïîëó÷èì

ρy = sinϕ, ϕy = cosϕ/ρ. (2.112)

Äèôôåðåíöèðóÿ òåïåðü âûðàæåíèå (2.111) è (2.112) ïî x è y ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèé äëÿ ρx, ϕx, ρy, ϕy, ïîëó÷èì

ρxx = sin2 ϕ/ρ, ϕxx = sin(2ϕ)/ρ2, ρyy = cos2 (ϕ)/ρ, ϕyy = − sin(2ϕ)/ρ.
(2.113)

Ïîäñòàâèâ òåïåðü (2.110), ñ ó÷¼òîì (2.111) � (2.113), â (2.103), áóäåì èìåòü
óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ u(ρ, ϕ):

∆ρϕu ≡ uρρ + uϕϕ/ρ
2 + uρ/ρ = (ρuρ)ρ/ρ+ uϕϕ/ρ

2 = 0 (2.114)

â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.
Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.114) âèäà u(ρ, ϕ) ≡ u(ρ), ò. å. íå çàâèñÿùåå

îò óãëîâîé ïåðåìåííîé.
Ïîäñòàâèâ u(ρ) â (2.114), èìååì

d

dρ
(ρ
du

dρ
) = 0, u(ρ) = c1 ln ρ+ c2,

ãäå c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Âûáðàâ c1 = −1, c2 = 0, ïîëó÷èì
ðåøåíèå

u(ρ) = ln
1

ρ
, (2.115)



106 Ïðèêëàäíûå àñïåêòû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ïðè
ρ 6= 0 ýòî ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü u(x, y) è v(x, y) � ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé γ è íåïðåðûâíûå â Ω âìå-
ñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ïîëîæèì U(x, y) =
= −uy(x, y)v(x, y), V (x, y) = ux(x, y)v(x, y) è ïðèìåíèì ê ýòèì ôóíêöèÿì
ôîðìóëó Ãðèíà (óòâåðæäåíèå 1.6). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèå∫

γ

−uyv dx+ uxv dy =

∫
Ω

(uxx + uyy)v dx dy +

∫
Ω

(uxvx + uyvy) dx dy,

êîòîðîå ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ dx = x′(s) ds, dy = y′(s) ds, ãäå (x(s), y(s)) �
óðàâíåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ ãðàíèöû γ îò äëèíû äóãè, à òàêæå
ðàâåíñòâà uxx + uyy = 0, ïåðåïèøåì â âèäå∫

γ

∂u

∂n
v ds =

∫
Ω

(uxvx + uyvy) dx dy, (2.116)

ãäå n = (y′(s),−x′(s)) � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå γ. Åñëè â (2.116)
u(x, y) è v(x, y) ïîìåíÿòü ìåñòàìè è ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âû÷åñòü èç ðà-
âåíñòâà (2.116), òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî:∫

γ

(
∂u

∂n
v − u∂v

∂n

)
ds = 0. (2.117)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (2.116) è (2.117), óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

1. Åñëè u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ è γ � çàìêíóòàÿ
êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â Ω, òî ∫

γ

∂u

∂n
ds = 0. (2.118)

J Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèâ â (2.116) v(x, y) ≡ 1, ïîëó÷èì (2.118). I

2. Ïóñòü u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî
ãëàäêîé ãðàíèöåé γ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè
äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî â Ω. Òîãäà â ëþáîé òî÷êå M0 =
= (x0, y0) ∈ Ω ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

u(x0, y0) =
1

2π

∫
γ

(
ln

1

RMM0

∂u(x, y)

∂n
− u(x, y)

∂

∂n
ln

1

RMM0

)
ds, (2.119)
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ãäå RMM0
= [(x−x0)

2 + (y−y0)
2]1/2, à (x, y) � òåêóùàÿ òî÷êà ãðàíèöû.

Ôîðìóëà (2.119) íîñèò íàçâàíèå èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû ïðåäñòàâëå-
íèÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ÷åðåç å¼ çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå.

J Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîâåäåì îêðóæíîñòü ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â
òî÷êå (x0, y0) è îáîçíà÷èì ÷åðåç Kε êðóã, îãðàíè÷åííûé ýòîé îêðóæíî-
ñòüþ. Ðàññìîòðèì îáëàñòü Ωε = Ω \Kε. Ôóíêöèÿ v(x, y) = ln 1/RM0M)
èìååò îñîáåííîñòü òîëüêî â òî÷êå (x0, y0), ïîýòîìó â îáëàñòè Ωε îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Ïðèìåíèì ê u(x, y) è v(x, y) ôîðìóëó (2.117).
Ãðàíèöà Ωε ñîñòîèò èç äâóõ íåçàâèñèìûõ êóñêîâ γ è γε. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî
(2.117) çàïèøåì â âèäå∫

γ

(
∂u

∂n
ln

1

RM0M
− u ∂

∂n
ln

1

RMM0

)
ds =

=

∫
γε

(
u
∂

∂n
ln

1

RMM0

− ∂u

∂n
ln

1

RMM0

)
ds. (2.120)

Ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà íà γε

∂

∂n
ln

1

RMM0

= − d

dRMM0

ln
1

RMM0

=
1

RMM0

=
1

ε
(2.121)

è íåïðåðûâíîñòè u(x, y), íà îñíîâàíèè èíòåãðàëüíîé òåîðåìû î ñðåä-
íåì çíà÷åíèè èìååì∫

γε

u
∂

∂n
ln

1

RMM0

ds = 2π · ε · 1
ε
· u(x∗, y∗) = 2πu(x∗, y∗),

ãäå (x∗, y∗) ∈ Kε. Âòîðîé èíòåãðàë â (2.120), ñ ó÷¼òîì íåïðåðûâíîñòè
∂u/∂n íà γε è èíòåãðàëüíîé òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè, áóäåò ðàâåí∫

γε

∂u

∂n
ln

1

RMM0

ds =
∂u(x∗∗, y∗∗)

∂n
· ln 1

ε
· 2πε. (2.122)

Ïðè ε → 0 u(x∗, y∗) → u(x0, y0), à ïðàâàÿ ÷àñòü (2.122) ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî èç (2.120) èìååì ôîðìóëó (2.119). I

3. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ è γR �
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â (x0, y0), ëåæàùàÿ â Ω è îãðàíè÷èâàþùàÿ êðóã
KR ðàäèóñà R. Òîãäà

u(x0, y0) =
1

2πR

∫
γR

u(x, y)ds, u(x0, y0) =
1

πR2

∫
KR

u(x, y) dx dy.

(2.123)
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Ýòî ñâîéñòâî íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè ãàðìîíè÷å-
ñêîé ôóíêöèè.

J Èç (2.119) ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ (2.121), ñâîéñòâà 1, ðàâåíñòâà
ln(1/RMM0

) = ln(1/R) èìååì ïåðâîå ðàâåíñòâî (2.123). Èíòåãðèðóÿ òå-
ïåðü åãî ïî R êàê ïî ïàðàìåòðó îò íóëÿ äî êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ðàäèóñà
êðóãà, ïîëó÷èì âòîðîå ðàâåíñòâî (2.123). I

4. Ýòî ñâîéñòâî ñõîäíî ñ óòâåðæäåíèåì 1.11 è íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î
ìàêñèìóìå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ïóñòü u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ è
íåïðåðûâíàÿ â Ω. Òîãäà å¼ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ íà ãðà-
íèöå.

J Îáîçíà÷èì ÷åðåç M = maxΩ u(x, y). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.
å. ñóùåñòâóåò òî÷êà (x0, y0) ∈ Ω òàêàÿ ÷òî u(x0, y0) = M . Ïðîâåäåì
îêðóæíîñòü γR1

ðàäèóñà R1 ñ öåíòðîì â òî÷êå (x0, y0) òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû êðóã KR1

, îãðàíè÷åííûé ýòîé îêðóæíîñòüþ, ïðèíàäëåæàë Ω.
Òîãäà ñïðàâåäëèâà ïåðâàÿ ôîðìóëà (2.123)), â êîòîðîé R íåîáõîäèìî
çàìåíèòü íà R1 è γR íà γR1

. Èç íå¼ èìååì ðàâåíñòâî

M2πR1 = u(x0, y0)2πR1 =

∫
γR1

u(x, y) ds. (2.124)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u(x, y) íà ãðàíèöå êðó-
ãà γR1

èìååò â íåêîòîðîé òî÷êå çíà÷åíèå ìåíüøå, ÷åì M , òî äëÿ òîãî,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî, åé íåîáõîäèìî â íåêîòîðîé òî÷êå èìåòü
çíà÷åíèå áîëüøåå, ÷åì M , à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî
M = maxΩ u(x, y). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u(x, y) ìîæåò ïðèíèìàòü
â òî÷êàõ ãðàíèöû γR1

òîëüêî çíà÷åíèå, ðàâíîå M . Â ñèëó ïðîèçâîëü-
íîñòè R1, ôóíêöèÿ u(x, y) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå M
â íåêîòîðîì êðóãå KR1

⊂ Ω. Äàëåå, äâèãàÿñü ïî íåêîòîðîé êðèâîé γ,
ñîåäèíÿþùåé òî÷êó (x0, y0) ñ ãðàíèöåé Γ, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïî-
äîéäåì ê Γ, ãäå ôóíêöèÿ u(x, y) òàêæå äîëæíà áûòü ðàâíîé M . Ýòà
ñõåìà èñïîëüçîâàëàñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1.11. I

Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå u(x, y) òàêæå äîñòèãàåòñÿ íà Γ.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ −u(x, y). Òàêèì îáðàçîì,
maxΩ |u(x, y)| = maxΓ |u(x, y)|.
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2.3.2. Çàäà÷à Äèðèõëå

Äëÿ óðàâíåíèÿ (2.103) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.
Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïëîñêîñòè (x, y) ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðà-
íèöåé Γ è f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ íà Γ ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ
u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆u = 0 (2.125)

âíóòðè îáëàñòè Ω, íåïðåðûâíóþ â Ω è ïðèíèìàþùóþ çàäàííîå çíà÷åíèå
f(x, y) íà ãðàíèöå Γ:

u(x, y)|Γ = f(x, y). (2.126)

Êðàåâàÿ çàäà÷à (2.125), (2.126) íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé çàäà÷åé Äèðèõëå7

äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ âíåøíåé çàäà÷åé Äèðèõëå.
Ïóñòü èìåþòñÿ îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Ω ïëîñêîñòè (x, y) ñ

êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ è íåïðåðûâíàÿ íà Γ ôóíêöèÿ f(x, y). Òðåáóåòñÿ
íàéòè íåïðåðûâíóþ è îãðàíè÷åííóþ â R2 \Ω ôóíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óðàâíåíèþ (2.125) â îáëàñòèR2\Ω è ïðèíèìàþùóþ çàäàííîå çíà÷åíèå
f(x, y) íà Γ.

Óòâåðæäåíèå 2.11. (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âíóòðåí-
íåé è âíåøíåé çàäà÷ Äèðèõëå) Ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå
åäèíñòâåííî. Ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå åäèíñòâåííî.

J Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî. Ïóñòü èìåþòñÿ
äâà ðåøåíèÿ u1(x, y) è u2(x, y). Èõ ðàçíîñòü v(x, y) = u1(x, y) − u2(x, y)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.125) è óñëîâèþ íà ãðàíèöå v(x, y)|Γ = 0. Èç
ñâîéñòâà 4 èìååì v(x, y) ≡ 0 ïðè (x, y) ∈ Ω.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ òàêæå ïðåäïîëîæèì ñó-
ùåñòâîâàíèå äâóõ ðåøåíèé. Êàæäîå èç ýòèõ ðåøåíèé îãðàíè÷åíî, ò. å.
|uj(x, y)| ≤ N , òîãäà |v(x, y)| ≤ 2N .

v(x, y) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.125) è v(x, y)|Γ = 0. Âûáåðåì
òî÷êó M = (x0, y0) ∈ Ω è ïðîâåäåì äâå îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ R0 è R1

ñîîòâåòñòâåííî ñ öåíòðîì â (x0, y0) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû KR0
⊂ Ω, à Ω ⊂

⊂ KR1
. Ïóñòü M = (x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè R2 \Ω. Ðàññìîòðèì

7 Äèðèõëå Èîãàíí Ïåòåð Ãóñòàâ Ëåæ¼í (íåì. Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805�1859) �
íåìåöêèé ìàòåìàòèê, âí¼ñøèé ñóùåñòâåííûé âêëàä â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèþ ôóíêöèé è òåîðèþ
÷èñåë, à òàêæå â ìåõàíèêó è ìàòåìàòè÷åñêóþ ôèçèêó.



110 Ïðèêëàäíûå àñïåêòû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà

ôóíêöèþ

V (x, y) = 2N ln(RM0M/R0)/ ln(R1/R0). (2.127)

Âûáåðåì R1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êàM = (x, y) ∈ KR1
. Ôóíêöèÿ V (x, y)

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â êîëüöå G = KR1
\Ω è íåïðåðûâíà â G. V (x, y) ≥

≥ 0 è íà ãðàíèöå îáëàñòè G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |v(x, y)| ≤ V (x, y).
Ôèêñèðóåì òåïåðü òî÷êó M = (x, y) ∈ G è óñòðåìëÿåì R1 → ∞. Ïðàâàÿ
÷àñòü (2.127) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè M ,
v(x, y) ≡ 0. I.

2.3.3. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå.
Îíè ÷àñòî ñâÿçàíû ñ õàðàêòåðîì îáëàñòè Ω. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå óíèâåð-
ñàëüíûå èç íèõ, è ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Íà÷íåì ñ ìåòîäà êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îí äîñòàòî÷íî óíèâåð-
ñàëåí è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïëîñêèõ îáëàñòåé.
Ïóñòü ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü � êðóã KR ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â
íóëå. Ââåäåì â êðóãå ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ρ, ϕ), ãðàíè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ f(x, y) ïðåîáðàçóåòñÿ â f(ϕ) = f(R cosϕ,R sinϕ). Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íóþ òî÷êó (ρ0, ϕ0) âíóòðè êðóãà è ïîñòðîèì êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êðóãà
KR êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z = x + iy â åäèíè÷íûé êðóã |w| < 1 ïëîñêîñòè
w òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà z0 = ρ0e

ϕ0 ïåðåøëà â òî÷êó w = 0. Ñîãëàñíî
ï.2.1.2 èìååì

w(z) =
R

ρ0

z − z0

z −R2/z0
=
R

ρ0

ρeiϕ − ρ0e
iϕ0

ρeiϕ −R2eiϕ0/ρ0
. (2.128)

Ââåäåì â ïëîñêîñòè w ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû w = reiψ. Â ðåçóëüòàòå
ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèÿ u(ρ, ϕ) = u(ρ cosϕ, ρ sinϕ) ïåðåéäåò â ôóíê-
öèþ w(r, ψ) = u(ρ(r, ψ), ϕ(r, ψ)), ãäå ρ(r, ψ), ϕ(r, ψ) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
(2.128). Ïðè ýòîì ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(ϕ) ïåðåéäåò â F (ψ) = f(ϕ(1, ψ)). Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì ðàâåíñòâîì (2.123)

w(+0, ψ) = u(ρ0, ϕ0) =
1

2π

∫ 2π

0

F (ψ) dψ. (2.129)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.128) íà ãðàíèöå w = eiψ êðóãà |w| < 1 èìååì

eiψ =
R

ρ0

Reiϕ − ρ0e
iϕ0

Reiϕ −R2eiϕ0/ρ0
.
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Îòñþäà

dψ =
R2 − ρ2

0

R2 + ρ0 − 2Rρ0 cos(ϕ− ϕ0)
dϕ ≡ K(ρ0, ϕ0, R, ϕ) dϕ. (2.130)

Ïåðåéäÿ òåïåðü â èíòåãðàëå (2.129) ê ïåðåìåííîé ϕ, ñ ó÷åòîì (2.130) ïîëó-
÷èì

u(ρ0, ϕ0) =
1

2π

∫ 2π

0

(R2 − ρ2
0)f(ϕ) dϕ

R2 + ρ2
0 −Rρ0 cos(ϕ− ϕ0)

=

∫ 2π

0

K(ρ0, ϕ0, R, ϕ)f(ϕ) dϕ.

(2.131)

Ôîðìóëà (2.131) íîñèò íàçâàíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà8. Ôóíêöèÿ
K(ρ0, φ0, R, ϕ) ïðè ýòîì íîñèò íàçâàíèå ÿäðà Ïóàññîíà. Îòìåòèì, ÷òî
(2.131) äà¼ò ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå â KR. Ðåøåíèå âíåøíåé
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ R2 \KR äàåòñÿ ôîðìóëîé (2.131) ñ çàìåíîé R íà ρ0 è
íàîáîðîò.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà-
÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëóïëîñêîñòè. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè îãðàíè÷åííóþ â ïî-
ëóïëîñêîñòè y > 0 ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ u(x, y), íåïðåðûâíóþ â îáëàñòè
y ≥ 0 è óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

u(x, 0) = f(x),

ãäå f(x) � íåïðåðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïðè −∞ < x < ∞ ôóíêöèÿ,
limx→−∞ f(x) = limx→∞ f(x).

Îòîáðàçèì êîíôîðìíî ïîëóïëîñêîñòü Im z > 0 ïëîñêîñòè z = x + iy
íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà |w| < 1 òàê, ÷òîáû òî÷êà z0 = x0 +
+ iy0 ïåðåøëà ïðè ýòîì â òî÷êó w = 0. Ýòî îñóùåñòâëÿåò äðîáíî-ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå (ñì. ï.2.1.2):

w(z) =
z − z0

z − z0
.

Ïðè ýòîì â òî÷êàõ ãðàíèöû èìååì

eiψ =
x− z0

x− z0
, dψ =

2y0

(x− x0)2 + y2
0

dx. (2.132)

8 Ïóàññîí Ñèìåîí Äåíè (ôð. Simeon Denis Poisson, 1781�1840) � çíàìåíèòûé ôðàíöóçñêèé ìàòå-
ìàòèê, ìåõàíèê è ôèçèê, ÷èñëî íàó÷íûõ òðóäîâ êîòîðîãî ïðåâîñõîäèò 300. Îíè îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì
îáëàñòÿì ÷èñòîé ìàòåìàòèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òåîðåòè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõàíèêè.
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Ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) ïåðåéäåò â F (ψ) = f(x(ψ)), ãäå x(ψ) îïðåäåëÿåò-
ñÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòà (2.132). Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå u(x0, y0) îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé (2.129), êîòîðàÿ ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëå ïðåîáðà-
çóåòñÿ ñ ó÷¼òîì (2.132) â âûðàæåíèå

u(x0, y0) =
1

π

∫ ∞
−∞

y0f(x) dx

(x− x0)2 + y2
0

.

Ìåòîä êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è äëÿ äðóãèõ
îáëàñòåé, êîòîðûå ìîæíî êîíôîðìíî ïðåîáðàçîâàòü â åäèíè÷íûé êðóã.

2.3.4. Ìåòîä ôóíêöèè èñòî÷íèêà

Ýòîò ìåòîä íàðÿäó ñ âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ ôîðìóë
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ äà¼ò óäîáíûé àïïàðàò
àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ.

Ïóñòü u(x, y) è v(x, y) � ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé γ è íåïðåðûâíûå â Ω âìåñòå
ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Äëÿ íèõ ñïðà-
âåäëèâû ðàâåíñòâà (2.117) è (2.118). Ïðèáàâèâ îäíî ê äðóãîìó è ââåäÿ â
ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

G(M0,M) = G(x0, y0, x, y) =
1

2π
ln

1

RMM0

+ v(x, y), (2.133)

RMM0
= [(x− x0)

2 + (y − y0)
2]1/2, ïîëó÷èì èòîãîâîå âûðàæåíèå

u(x0, y0) =

∫
γ

(G(x0, y0, x, y)
∂u(x, y)

∂n
− u(x, y)

∂

∂n
G(x0, y0, x, y))ds.

Òî÷êà M0 = (x0, y0) ∈ Ω, òî÷êà M = (x, y) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà γ è
ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âûáåðåì ôóíêöèþ v(x, y) â (2.133) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû G(M0,M)|γ =
= 0. Òîãäà ðåøåíèå âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå (2.125), (2.126) çàïèøåòñÿ
â âèäå

u(x0, y0) = −
∫
γ

f(x, y)
∂

∂n
G(x0, y0, x, y) ds. (2.134)

Ïðè ýòîì ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

v(x, y)|γ = − ln
1

RMM0

.
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Ôóíêöèÿ G(M,M0) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé èñòî÷íèêà (ôóíêöèåé Ãðèíà)
âíóòðåííåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îáëàñòè Ω.

Ïóñòü ôóíêöèÿ w = w(z0, z) îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îá-
ëàñòè Ω ïëîñêîñòè z íà âíóòðåííîñòü êðóãà |w| < 1 òàê, ÷òî òî÷êà z0 ∈ Ω
ïåðåõîäèò â öåíòð êðóãà w = 0.

Óòâåðæäåíèå 2.12. Ôóíêöèÿ

G(x0, y0, x, y) =
1

2π
ln

1

|w(z0, z)|
, (2.135)

ãäå z0 = x0 + iy0, z = x + iy, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èñòî÷íèêà âíóòðåííåé
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòè Ω.

J Ôóíêöèÿ w(z0, z), îñóùåñòâëÿþùàÿ êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè Ω
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z â îáëàñòü |w| < 1, ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé â Ω è w(z0, z) 6= 0 ïðè z 6= z0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lnw(z0, z) = ln |w(z0, z)|+i argw(z0, z) ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé z âåçäå çà èñêëþ÷åíèåì z = z0. Ôóíêöèÿ ln |w(z0, z)|
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ïðè z 6= z0 êàê äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ (2.135) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ïðè z 6= z0

ôóíêöèåé, |w(z, z0)| 6= 0 ïðè z ∈ Ω è w(z, z0) = (z− z0)ϕ(z0, z), ϕ(z0, z0) 6= 0,
ϕ(z0, z) � àíàëèòè÷åñêàÿ â Ω ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, |w(z, z0)||z=γ = 1. Â ñâÿçè
ñ ýòèì ôóíêöèÿ (2.135) èìååò ïðåäñòàâëåíèå (2.133) è G|γ = 0. I

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.128) è (2.135) ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà âíóòðåííåé çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ êðóãà KR áóäåò èìåòü âèä

G(ρ0, ϕ0, ρ, ϕ) =
1

4π
ln

ρ2
0ρ

2 +R4 − 2R2ρρ0 cos(ϕ− ϕ0)

R2ρ2 +R2ρ2
0 − 2R2ρρ0 cos(ϕ− ϕ0)

. (2.136)

Ïîäñòàâèâ òåïåðü (2.136) â (2.134) ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ ∂G/∂n = ∂G/∂ρ,

∂G(ρ0, ϕ0, ρ, ϕ)

∂ρ
|ρ=R= −2K(ρ0, ϕ0, R, ϕ)

è f(ϕ) = f(R cosϕ,R sinϕ), ïîëó÷èì âûðàæåíèå (2.131).
Ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îáëàñòè (ïîëîñû) Ω = {(x, y) :

: −∞ < x <∞, 0 < y < π}. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ
u(x, y), íåïðåðûâíóþ â îáëàñòè Ω è óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = f1(x), u(x, π) = f2(x),
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ãäå f1(x) è f2(x) � íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðè−∞ < x <∞ ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì limx→±∞ f1(x) = limx→±∞ f2(x).

Ïîñòðîèì äëÿ ýòîé îáëàñòè ôóíêöèþ-èñòî÷íèê. Çàìåòèì, ÷òî êîíôîðì-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå, îòîáðàæàþùåå îáëàñòü Ω â åäèíè÷íûé êðóã |w| < 1,
ïðè êîòîðîì òî÷êà z0 ïåðåõîäèò â òî÷êó w = 0, èìååò âèä (ñì. ï.2.1.2)

w(z0, z) =
ez − ez0
ez − ez0

.

Çàìåòèì, ÷òî

|ez − ez0| = [(ex cos y − ex0 cos y0)
2 + (ex sin y − ex0 sin y0)

2]1/2 =

= e(x+x0)/2
√

2(ch(x− x0)− cos(y − y0))
1/2.

Òàêèì îáðàçîì,

G(x0, y0, x, y) =
1

4π
ln

ch(x− x0)− cos(y + y0)

ch(x− x0)− cos(y − y0)
.

Â èòîãå, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ ∂G/∂n = ∂G/∂y ïðè y = π è ∂G/∂n = −∂G/∂y
ïðè y = 0, èìååì èñêîìîå ðåøåíèå

u(x0, y0) =

∫ ∞
−∞

(
∂

∂y
G(x0, y0, x, y)|y=0f1(x) +

∂

∂y
G(x0, y0, x, y)|y=πf2(x)

)
dx.

2.3.5. Ìåòîä àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîñòðîåíèÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå è áèãàðìîíè÷åñêîé

êðàåâîé çàäà÷è

Â ïëîñêîé îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ
ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è:

∆u = 0, u|Γ = f(s), (2.137)

∆2v = 0, v|Γ = f1(s), ∂v/∂n = f2(s), (2.138)

ãäå u = u(x, y), v = v(x, y), (x, y) ∈ Ω, ∆2v ≡ vxxxx + 2vxxyy + vyyyy, ïàðàìåòð
s ∈ [s0, s1] õàðàêòåðèçóåò òî÷êó ãðàíèöû Γ, n � íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìà-
ëè ê ãðàíèöå îáëàñòè Ω, ôóíêöèè f(s), f1(s), f2(s) ∈ C2[s0, s1] (ïðîñòðàíñòâó
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé).
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Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (2.138), íàçûâàþòñÿ áèãàðìîíè-
÷åñêèìè.

Ââåäåì êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ z = x+iy è ïåðåïèøåì êðàåâûå çàäà÷è
(2.137),((2.138) â òåðìèíàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïåðåìåííîé z. Ñ ó÷åòîì
x = (z + z̄)/2, x = (z − z̄)/(2i), çàïèøåì

u = u((z + z̄)/2, (z − z̄)/(2i)), v = v((z + z̄)/2, (z − z̄)/(2i)) (2.139)

è áóäåì ðàññìàòðèâàòü (2.139) êàê ôóíêöèè z è z̄. Èç (2.139) èìååì uz =
= (ux − iuy)/2, uz̄ = (ux + iuy)/2 è

∆u ≡ uxx + uyy ≡ 4uzz̄, ∆2v ≡ vxxxx + 2vxxyy + vyyyy ≡ 16vzzz̄z̄.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (2.137) è (2.138) ñîîòâåòñòâåííî ïðèìóò âèä

uzz̄ = 0, (2.140)

vzzz̄z̄ = 0. (2.141)

Óðàâíåíèÿ (2.140) è (2.141) ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ. Èíòåãðèðóÿ (2.140) ïî
z̄, ïîëó÷èì óðàâíåíèå uz = ϕ1(z), ãäå ϕ1(z) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ z.
Èíòåãðèðóÿ òåïåðü ýòî óðàâíåíèå ïî z, áóäåì èìåòü

u(z, z̄) =

∫ z

z0

ϕ1(z1)dz1 + ϕ2(z̄), (2.142)

ãäå ϕ2(z̄) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ z̄. Òàê êàê u(z, z̄) ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî, òî ñîãëàñíî (2.142) èìååì âûðàæåíèå

u(z, z̄) = (ϕ(z) + ϕ(z))/2, (2.143)

ãäå ϕ(z) � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω ôóíêöèÿ z.
Èíòåãðèðóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óðàâíåíèå (2.141), ïîëó÷èì îáùåå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (2.141) â âèäå

v(z, z̄) = (ϕ1(z) + ϕ1(z) + z̄ϕ2(z) + zϕ2(z))/2, (2.144)

ãäå ϕ1(z) è ϕ2(z) � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè Ω ôóíêöèè z.
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå â (2.137) äëÿ ôóíêöèè (2.143) ïðèìåò âèä

(ϕ(z) + ϕ(z))|Γ = 2f(s). (2.145)
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Çàäà÷à (2.137) ñâåëàñü, òàêèì îáðàçîì, ê îòûñêàíèþ àíàëèòè÷åñêîé â
îáëàñòè Ω ôóíêöèè ϕ(z), äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðîé îáðàùàåòñÿ íà ãðà-
íèöå Γ â çàäàííóþ ôóíêöèþ f(s).

Âûðàçèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â (2.138) ÷åðåç ôóíêöèè ϕ1(z) è ϕ2(z). Çà-
ìåòèì, ÷òî vx = vz + vz̄, vy = (vz − vz̄)i. Îòñþäà

∂v/∂n = vx cos(n ∧ x) + vy cos(n ∧ y) = vzσ(z) + vz̄σ(z),

ãäå σ(z) = cos(n∧x)+i cos(n∧y) � èçâåñòíàÿ íà Γ ôóíêöèÿ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî,
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â (2.138) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

(ϕ1(z) + ϕ1(z) + z̄ϕ2(z) + zϕ2(z))|Γ = 2f1(s), (2.146)

[(ϕ1
′(z) + ϕ2(z) + z̄ϕ2

′(z))σ(z)+

+(ϕ1
′(z) + ϕ2(z) + zϕ2

′(z))σ(z)]|Γ = 2f2(s). (2.147)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (2.138) ñâåëàñü ê îòûñêàíèþ äâóõ àíàëèòè÷åñêèõ
â îáëàñòè Ω ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íà ãðàíèöå Γ óñëîâèÿì (2.146),
(2.3.5).

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè ϕ(z), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèþ (2.145), è ôóíêöèé ϕ1(z), ϕ2(z), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
(2.146),(2.3.5), ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Ðàññìîòðèì ýòè çàäà÷è â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ êðóãîì KR ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â
íóëå. Òî÷êó íà ãðàíèöå KR îáîçíà÷èì ζ = R exp(iθ), θ ∈ [0, 2π). Èìååì
f(s) = f(Rθ) = f ∗(θ) ( * â äàëüíåéøåì îïóñòèì). Â ðåçóëüòàòå ðàâåíñòâî
(2.145) íà ãðàíèöå êðóãà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ϕ(ζ) + ϕ(ζ) = 2f(θ), θ = −i ln(ζ/R) (ln(z) = ln |z|+ i arg(z)). (2.148)

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (2.148) íà dζ/[2πi(ζ − z)] è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Γ. Â
ðåçóëüòàòå èìååì

1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)dζ

ζ − z
+

1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)dζ

ζ − z
=

1

πi

∫
Γ

f(θ)dζ

ζ − z
. (2.149)

Ïåðâûé èíòåãðàë â (2.149) ïî òåîðåìå Êîøè (óòâåðæäåíèå 1.7) îïðåäåëÿåò

ôóíêöèþ ϕ(z). Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí ϕ(0). Ïðåäñòàâèì ζ̄ c
ó÷åòîì ðàâåíñòâà ζ̄ = R2/ζ (ζ = R exp(iθ)) íà ãðàíèöå Γ:

ϕ(ζ) =
∞∑
n=0

anζ
n, ϕ(ζ) =

∞∑
n=0

ānζ̄
n =

∞∑
n=0

ānR
2n/ζn.
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ā0 = ϕ(0) ïîëó÷èì

1

2πi

∫
Γ

∞∑
n=0

ānR
2ndζ

ζn(ζ − z)
= ϕ(0) (

1

2πi

∫
Γ

dζ

ζ − z
= 1,

1

2πi

∫
Γ

dζ

ζn(ζ − z)
= 0)

(n > 0). Â ñâÿçè ñ ýòèì è ñîãëàñíî (2.149)

ϕ(0) + ϕ(0) =
1

πi

∫
Γ

f(θ)dζ

ζ
.

Â èòîãå èìååì

u(z, z̄) =
1

2πi

∫
Γ

f(θ)dζ

ζ − z
− 1

2πi

∫
Γ

f(θ)dζ̄

ζ̄ − z̄
− 1

2πi

∫
Γ

f(θ)dζ

ζ
. (2.150)

Ââåäåì â KR ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû z = ρ exp(iφ) è ïîëîæèì u(ρ, φ) =
= u(ρ exp(iφ), ρ exp(−iφ)). Ïðè ýòîì áóäåì èìåòü dζ = iR exp(iθ)dθ = iζdθ.
Â ðåçóëüòàòå c ó÷åòîì ðàâåíñòâà

1

2π

(
R exp(iθ)

R exp(iθ)− ρ exp(iφ)
+

R exp(−iθ)
R exp(−iθ)− ρ exp(−iφ)

− 1

)
=

=
1

2π

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − φ)
≡ K(ρ, φ,R, θ)

âûðàæåíèå (2.150) ïðèìåò âèä

u(ρ, φ) =

∫ 2π

0

K(ρ, φ,R, θ)f(θ)dθ, (2.151)

ò. å. ïîëó÷èëè ôîðìóëó Ïóàññîíà (2.131).
Ðàññìîòðèì òåïåðü â êðóãå KR áèãàðìîíè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Ïðåä-

ñòàâèì ôóíêöèè, âõîäÿøèå â (2.144), â âèäå:

ϕ1(z) =
∞∑
n=0

anz
n, ϕ2(z) =

∞∑
n=0

bnz
n.

Çàìåòèì, ÷òî

zϕ2(z) + z̄ϕ2(z) = b̄0z + b0z̄ + zz̄

∞∑
n=1

(b̄nz
n−1 + bnz̄

n−1).
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Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèå (2.144) çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

v(z, z̄) = [ϕ∗1(z) + ϕ∗1(z) + zz̄(ϕ∗2(z) + ϕ∗2(z))]/2, (2.152)

ãäå ϕ∗1(z) è ϕ∗2(z) � ïðîèçâîëüíûå àíàëèòè÷åñêèå â KR ôóíêöèè z. Ïåðåéäÿ
òåïåðü â KR ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âûðàæåíèå (2.152) äëÿ v(ρ, φ) =
= v(ρ exp(iφ), ρ exp(−iφ)) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v(ρ, φ) = v1(ρ, φ) + (ρ2 −R2)v2(ρ, φ), (2.153)

ãäå v1(ρ, φ), v2(ρ, φ) � ïðîèçâîëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïðåäñòàâèì
fj(s) = fj(Rφ) = f ∗j (φ), j = 1, 2 ( * â äàëüíåéøåì îïóñòèì). Èç (2.153)
è ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.138) èìååì v(R, φ) = v1(R, φ) = f1(φ) .
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (2.152)

v1(ρ, φ) =

∫ 2π

0

K(ρ, φ,R, θ)f1(θ)dθ.

Âûðàæåíèå (2.153) è âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â (2.138) äàþò

v2(R, φ) = (2R)−1(f2(φ)− ∂v1(ρ, φ)/∂ρ|ρ=R).

Â èòîãå ðåøåíèå çàäà÷è (2.138) äëÿ êðóãà KR äàåòñÿ âûðàæåíèåì

v(ρ, φ) =

∫ 2π

0

K(ρ, φ,R, θ)[f1(θ)+

+(2R)−1(R2 − ρ2)(

∫ 2π

0

Kρ(R, θ,R, θ1)f1(θ1)dθ1 − f2(θ))]dθ. (2.154)

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùåå. Åñëè ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé
ãðàíèöåé ìîæåò áûòü êîíôîðìíî îòîáðàæåíà â êðóã KR, òî ðåøåíèå çà-
äà÷ (2.137), (2.138) äëÿ òàêîé îáëàñòè ñòðîèòñÿ ñóïåðïîçèöèåé êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ è âûðàæåíèé (2.151),(2.154).

2.3.6. Çàäà÷à Íåéìàíà

Â ïëîñêîé îãðàíè÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ
äëÿ óðàâíåíèÿ (2.103) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:

∆u = 0, ∂u/∂n|Γ = f(x, y), (2.155)
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ãäå n � íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê Γ (ïî îòíîøåíèþ ê Ω), f(x, y) �
íåïðåðûâíàÿ íà Γ ôóíêöèÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ â Ω ôóíêöèþ
u(x, y), èìåþùóþ íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà â Ω è óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (2.155) íà ãðàíèöå Γ. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à
íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé çàäà÷åé Íåéìàíà9 äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòè
Ω.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ âíåøíåé çàäà÷åé Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà.

Ïóñòü èìååòñÿ îäíîñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé
Γ è íåïðåðûâíàÿ íà Γ ôóíêöèÿ f(x, y). Òðåáóåòñÿ íàéòè îãðàíè÷åííóþ ãàð-
ìîíè÷åñêóþ â R2 \Ω ôóíêöèþ u(x, y), èìåþùóþ â R2 \Ω íåïðåðûâíûå ïðî-
èçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (2.155) íà ãðàíèöå Γ,
ãäå n � íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê Γ (ïî îòíîøåíèþ ê R2 \ Ω).

Îòìåòèì ñëåäóþùåå. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è (2.155), ñîãëàñíî (2.118), ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå∫

Γ

f(x, y)ds = 0. (2.156)

Â äàëüíåéøåì ýòî óñëîâèå äëÿ ôóíêöèè f(x, y) ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíûì.
Óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ãðàíèöû Γ â îïðåäåëåíèÿõ ðåøåíèé ìîãóò áûòü îñëàá-

ëåíû óñëîâèåì êóñî÷íîé ãëàäêîñòè.
Ðàññìîòðèì òîëüêî âíóòðåííþþ çàäà÷ó Íåéìàíà.

Óòâåðæäåíèå 2.13. (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Íåéìàíà) Ðåøåíèÿ âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïîñòîÿííîé.

J Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ u1(x, y) è u2(x, y). Ðàññìîò-
ðèì èõ ðàçíîñòü: v(x, y) = u1(x, y) − u2(x, y). Äëÿ v(x, y) èìååì êðàåâóþ
çàäà÷ó

∆v = 0, ∂v/∂nΓ = 0.

Ïðèìåíèì äëÿ ôóíêöèè v(x, y) ôîðìóëó (2.116), âçÿâ â íåé â êà÷åñòâå
ôóíêöèè u(x, y) ôóíêöèþ v(x, y). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì∫

Ω

(v2
x + v2

y)dxdy =

∫
Γ

∂v

∂n
vds = 0.

9 Íåéìàí Êàðë Ãîòôðèä (íåì. Carl Gottfried Neumann, 1832�1925) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê. Îñíîâ-
íûå òðóäû ñâÿçàíû ñ èññëåäîâàíèÿìè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, àëãåáðàè÷åñêèì ôóíêöèÿì,
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òåîðèåé ïîòåíöèàëà.
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Îòñþäà vxy ≡ 0 ïðè (x, y) ∈ Ω, ò. å. v(x, y) = c, ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
I

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u(x, y) ìîæåò
áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñîïðÿæåííîé ñ íåé ãàðìîíè-
÷åñêîé ôóíêöèè v(x, y).

Â òî÷êàõ ãðàíèöû Γ ââåäåì ïàðàìåòðèçàöèþ s, ãäå s � äëèíà äóãè ãðà-
íèöû, îòñ÷èòûâàåìîé îò íåêîòîðîé òî÷êè s0. Â òî÷êàõ ãðàíèöû èìååì

∂u

∂n
=
∂u

∂x
cos (x^n) +

∂u

∂y
cos (y^n),

∂u

∂s
=
∂u

∂x
cos (x^s) +

∂u

∂y
cos (y^s),

ãäå ñîîòâåòñòâåííî cos (x^n), cos (y^n) è cos (x^s), cos (y^s) � êîñèíóñû óãëîâ
ìåæäó îñÿìè x, y è íàïðàâëåíèåì âíåøíåé íîðìàëè è êàñàòåëüíîé ê Γ â
òî÷êå ãðàíèöû, õàðàêòåðèçóåìîé ïàðàìåòðîì s. Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ

cosx^n = cos (π/2− x^s), cos y^n = cos (π/2 + y^s)

è óñëîâèé Êîøè�Ðèìàíà (ux = vy, uy = −vx), âûïîëíÿåìûõ äëÿ ñîïðÿæåí-
íûõ ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

∂v

∂s
=
∂u

∂n
= f(x, y) = f(s), v(s) =

∫ s

s0

f(s1)ds1 = g(s), (2.157)

ãäå f(s) � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàïèñü ôóíêöèè f(x, y) âäîëü Γ.
Â ðåçóëüòàòå èìååì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè v(x, y)

â îáëàñòè Ω ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.157). Íàéäÿ v(x, y), èñêîìóþ u(x, y)
âîññòàíîâèì ñîãëàñíî ï. 1.1.5 (ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñâîéñòâî
4) èíòåãðèðîâàíèåì

u(x, y) = −
∫ (x,y)

(x0,y0)

vy1(x1, y1)dx1 − vx1(x1, y1)dy1 + c,

ãäå (x0, y0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè Ω, c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé
òî÷êè (x0, y0) è (x, y).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ êðóãà KR ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íóëå.
Ïóñòü u(x, y) è v(x, y) � âçàèìíî ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè,

îïðåäåëÿþùèå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ôóíêöèþ g(z) = u(x, y) + iv(x, y) ïåðåìåííîé z = x + iy, àíàëèòè÷åñêóþ
â êðóãå KR êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîëàãàÿ z = ρeiφ, ñ ó÷åòîì óñëîâèé
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Êîøè�Ðèìàíà, âûðàæåííûõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ρuρ = vφ, ρvρ = −uφ,
à òàêæå ðàâåíñòâ ρx = cosφ, φx = − sinφ/ρ, áóäåì èìåòü âûðàæåíèå

g′(z) = uρρx + uφφx + i(vρρx + vφφx) = uρ cosφ− uφ sinφ/ρ+

+i(vρ cosφ− vφ sinφ/ρ) =

= (uρ + ivρ) cosφ− i(uρ + ivρ) sinφ = (uρ + ivρ)e
−iφ =

ρ

z
(uρ + ivρ).

Îòñþäà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ u(ρ, φ) ñâåëàñü ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ àíà-
ëèòè÷åñêîé â KR ôóíêöèè zg′(z), âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîé íà ãðàíè-
öå ΓR êðóãà èìååò èçâåñòíîå çíà÷åíèå Ruρ(R, φ) = Rf(R cosφ,R sinφ) =
= Rf(φ). Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëîé (2.149) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
zg′(z)|z=0 = 0 è èìååò âèä

zg′(z) =
R

πi

∫
ΓR

f(ζ)dζ

ζ − z
, g(z) =

∫ z

z0

dz1

z1

R

πi

∫
ΓR

f(ζ)dζ

ζ − z1
, z0 ∈ KR, (2.158)

ãäå ζ = ξ + iη, f(ζ) = f(ξ, η). Ìåíÿÿ â (2.158) ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è
âû÷èñëèâ èíòåãðàë∫ z

z0

dz1

z1(ζ − z1)
= −1

ζ
ln (ζ − z) +

1

ζ
ln z + c,

ãäå c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàïèøåì (2.158) â ñëåäóþùåì âèäå:

g(z) = −R
πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ
ln (ζ − z)dζ +

R ln z

πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ
dζ + c. (2.159)

Ò. ê., íà îñíîâàíèè (2.156)∫
Γ

f(ζ)dζ

ζ
= i

∫ 2π

0

f(R cosψ,R sinψ)dψ = 0,

(2.158) ïðèìåò âèä

g(z) = −R
π

∫ 2π

0

f(Reiψ) ln (Reiψ − z)dψ + c. (2.160)

Âûäåëèâ èç (2.160) äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì âûðàæåíèå

u(ρ, φ) = − R
2π

∫ 2π

0

ln (R2 + ρ2 − 2Rρ cos(φ− ψ))f(ψ)dψ + c,

íîñÿùåå íàçâàíèå ôîðìóëû Äèíè10.

10Äèíè Óëèññ (èòàë. Ulisse Dini, 1845�1918) � èòàëüÿíñêèé ìàòåìàòèê. Îñíîâíûå òðóäû â îáëàñòè
òåîðèè ðÿäîâ, òåîðèè ôóíêöèé âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (â ÷àñòíîñòè, ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà) è äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.
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2.4. Ïðèìåíåíèå êîìïëåêñíîãî àíàëèçà

ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

2.4.1. Ýëåìåíòû îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

Êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(t) äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé −∞ <
< t < ∞ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé-îðèãèíàëîì, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Ïðè t ≥ 0 íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé f(t)
èìååò íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà;

2. f(t) ≡ 0 ïðè t < 0;

3. Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå M,α > 0, òàêèå ÷òî ïðè âñåõ t ≥ 0

|f(t)| ≤Meαt. (2.161)

Ïðè ýòîì α0 = inf α, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (2.161), íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòå-
ëåì ðîñòà f(t).

Èçîáðàæåíèåì (ïðåîáðàçîâàíèåì) ôóíêöèè f(t) (ïî Ëàïëàñó) íàçûâàþò
ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé p = x+ iy, îïðåäåëÿåìóþ âûðàæåíèåì

F (p) =

∞∫
0

f(t)e−ptdt. (2.162)

Ñîîòíîøåíèå (2.162) ïðèíÿòî çàïèñûâàòü f(t) : F (p) èëè F (p) : f(t).
Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ôóíêöèé îáùåïðè-
íÿòûå.

Óòâåðæäåíèå 2.14. Ôóíêöèÿ F (p) îïðåäåëåíà â îáëàñòè Re p > α0 è ÿâ-
ëÿåòñÿ â ýòîé îáëàñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé p.

J Âûáåðåì p = x+ iy, x > α0. Èìååì ñ ó÷åòîì (2.161)

|F (p)| = |
∞∫

0

f(t)e−ptdt| ≤
∞∫

0

|f(t)|e−xt ≤M

∞∫
0

eα0te−xtdt =
M

x− α0
.
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Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (2.162) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ p, Re p > α0, à ïðè
Re p ≥ α1 > α0 ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ ïî p.

Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 0 = t0 < t1 < · · · < tn <
< · · · , lim

n→∞
tn =∞. Ïðåäñòàâèì

F (p) =
∞∑
n=0

tn+1∫
tn

f(t)e−ptdt =
∞∑
n=0

un(p). (2.163)

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ un(p) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè

Re p ≥ α1 > α0. Ïðè ýòîì lim
n→∞

∞∫
tn+1

|f(t)e−ptdt| = 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî

p ïðè Re p ≥ α1 > α0. Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.21 (1-ÿ òåîðåìà Âåé-
åðøòðàññà) ðÿä (2.163) ñõîäèòñÿ ê F (p) ðàâíîìåðíî â îáëàñòè Re p ≥ α1 è
F (p) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé. I

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà èçîáðàæåíèÿ:

1. Åñëè fj(t) : Fj(p) (j = 1, ..., n), òî ïðè Re p > max
j
α0j,

n∑
j=1

βjfj(t) :

:
n∑
j=1

βjFj(p), ãäå βj � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ñâîéñòâî ñëåäóåò íåïîñðåä-

ñòâåííî èç (2.162).

2. f(t) : F (p),Re p > α0, òî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî α f(αt) :
: F (p/α)/α.

∞∫
0

f(αt)e−ptdt =

∞∫
0

f(t1)e
−pt/αdt/α = F (p/α)/α.

3. f(t) : F (p),Re p > α0 è f
′(t) ïðè Re p > α0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ñóùåñòâîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ, òîãäà

f ′(t) : pF (p)− f(0).

Èìååì

f ′(t) :

∞∫
0

f ′(t)e−ptdt = e−ptf(t)|∞0 − p
∞∫

0

f(t)e−ptdt = −f(0) + pF (p).
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4. f(t) : F (p),Re p > α0 è f
(n)(t) ïðè Re p > α0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ñóùåñòâîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ, òîãäà

f (n)(t) : pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî n ðàç ïðèìåíèòü ôîðìóëó èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

5. f(t) : F (p),Re p > α0. Òîãäà

g(t) =

t∫
0

f(t1)dt1 : F (p)/p, Re p > α0.

∞∫
0

t∫
0

f(t1)dt1e
−ptdt =

∞∫
0

f(t1)dt1

∞∫
t1

e−ptdt = p−1

∞∫
0

f(t1)e
−pt1dt1 = F (p)/p.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ

g(t) =

t∫
0

f(t1)dt1

t1∫
0

f(t2)dt2 · · ·
tn−1∫
0

f(tn)dtn :
F (p)

pn
,Re p > α0.

6. f(t) : F (p),Re p > α0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

fτ(t) =

{
0, t < τ, τ > 0,

f(t− τ), t ≥ τ.

Òîãäà fτ(t) : e−pτF (p), Re p > α0.

∞∫
0

fτ(t)e
−ptdt =

∞∫
τ

f(t− τ)e−ptdt =

∞∫
0

f(t1)e
−(t1+τ)dt1 =

= e−pτF (p),Re p > α0.

7. f1(t) : F1(p),Re p > α01, f2(t) : F2(p),Re p > α02. Òîãäà ïðè Re p >
> α0 = max(α01, α02) äëÿ ôóíêöèè

ϕ(t) =

t∫
0

f1(t1)f2(t− t1)dt1 =

t∫
0

f1(t− t1)f2(t1)dt1 : F1(p) · F2(p).
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Ôóíêöèÿ ϕ(t) íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèé f1(t) è f2(t).

|ϕ(t)| = |
t∫

0

f1(t1)f2(t− t1)dt1| ≤M1 ·M2

t∫
0

eα01t1eα02(t−t1)dt1 ≤

≤M1 ·M2/|α0,1 − α0,2|eα0t,

åñëè α01 6= α02, è |ϕ(t)| ≤ M1 ·M2e
(α0+ε)t (0 < ε � 1), åñëè α01 = α02.

Òàêèì îáðàçîì, èçîáðàæåíèå ôóíêöèè ϕ(t) ñóùåñòâóåò ïðè Re p > α0.
Äàëåå, èìååì

ϕ(t) :

∞∫
0

t∫
0

f1(t1)f2(t− t1)dt1e−ptdt =

∞∫
0

f1(t1)dt1

∞∫
t1

e−ptf2(t− t1)dt =

=

∞∫
0

f1(t1)e
−pt1dt1 ·

∞∫
0

f2(t2)e
−pt2dt2 = F1(p) · F2(p).

8. f(t) : F (p), Re p > α0. Òîãäà F ′(p) : −tf(t), Re p > α0.

F ′(p) = −
∞∫

0

f(t)te−ptdt : −tf(t).

Àíàëîãè÷íî F (n)(p) : (−1)ntnf(t), Re p > α0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáðàòíóþ çàäà÷ó. Êàê, çíàÿ ôóíêöèþ F (p), àíàëè-
òè÷åñêóþ â îáëàñòè Re p > α0, îïðåäåëèòü ôóíêöèþ-îðèãèíàë f(t), óäîâëå-
òâîðÿþùóþ ñôîðìóëèðîâàííûì ðàíåå ñâîéñòâàì?

Óòâåðæäåíèå 2.15. (Ôîðìóëà Ìåëëèíà11) Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ôóíê-
öèÿ F (p), àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè Re p > α0, ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì
ôóíêöèè f(t), âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé t, îáëàäàþùåé ñôîðìóëèðîâàííû-
ìè âûøå ñâîéñòâàìè è èìåþùåé ïîêàçàòåëü ðîñòà α0. Òîãäà ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

f(t) =
1

2πi

x−i∞∫
x−i∞

F (p)e−ptdp, x > α0, (2.164)

11 Ìåëëèí Ðîáåðò ßëìàð (ôèí. Robert Hjalmar Mellin, 1854�1933) � ôèíñêèé ìàòåìàòèê, ñïåöèàëèñò
ïî òåîðèè ôóíêöèé, ðàçðàáîòàâøèé îäíî èç ñàìûõ èçâåñòíûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íàçâàííîå
åãî èìåíåì � ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà.
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íîñÿùàÿ íàçâàíèå ôîðìóëû Ìåëëèíà. Èíòåãðèðîâàíèå â (2.164) âåäåòñÿ ïî
ïðÿìîé Re p = x, ïàðàëëåëüíîé ìíèìîé îñè.

J Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f1(t) = f(t)e−xt, ãäå x > α0. Ôóíêöèÿ f1(t) → 0
ïðè t → ∞ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåãðàëîì Ôóðüå
(ñì. [7, ò. 3 ñ.524]). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì

f1(t) =
1

2π

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

f1(t1)e
iy(t−t1)dt1

èëè

f(t)e−xt =
1

2π

∞∫
−∞

dy

∞∫
0

f(t1)e
−xt1eiy(t−t1)dt1

ò. ê. f(t) ≡ 0 ïðè t < 0. Ïîëîæèì âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå p = x + iy è
çàìåòèì, ÷òî îí ðàâåí F (p). Òîãäà âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(t) =
1

2π

∞∫
−∞

F (p)e(x+iy)tdy =
1

2πi

x−i∞∫
x−i∞

F (p)eptdp.

Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè F (p)ept ïðè p > α0 ïîëîæåíèå ïðÿìîé
èíòåãðèðîâàíèÿ Re p = x â èíòåãðàëå (2.164) ñóùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íå
èìååò. Äîëæíî ëèøü áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå x > α0. I

Â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ 2.15 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F (p) ÿâëÿåòñÿ èçîáðà-
æåíèåì f(t). Îäíàêî ýòî àïðèîðè íå ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì. Ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå ôîðìóëèðóåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà F (p), îáåñïå÷èâàþùèå ñóùå-
ñòâîâàíèå ôóíêöèè îðèãèíàëà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.164).

Óòâåðæäåíèå 2.16. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (p) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé p =
= x + iy ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Re p > α0 . Â ýòîé îáëàñòè
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |p| → ∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî arg p è äëÿ âñåõ
x > α0

x−i∞∫
x−i∞

|F (p)|dy < M.

Òîãäà ôóíêöèÿ F (p) ïðè Re p > α0 ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì ôóíêöèè îðè-
ãèíàëà f(t), óäîâëåòâîðÿþùåé ñôîðìóëèðîâàííûì ðàíåå ñâîéñòâàì è îïðå-
äåëÿåìîé ôîðìóëîé (2.164).
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J Îöåíèì èíòåãðàë (2.164):

| 1

2πi

x+i∞∫
x−i∞

F (p)eptdp| ≤ 1

2π

x+i∞∫
x−i∞

|F (p)ept||dp| =

=
ext

2π

x+i∞∫
x−i∞

|F (p)eiyt|dy ≤ Mext

2π
. (2.165)

Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà (2.164) ïðè âñåõ x > α0. Êðîìå
òîãî, îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî 0 ≤ t ≤ T äëÿ ëþáîãî T > 0. Ïîêàæåì,
÷òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò x ïðè x > α0. Âûáåðåì α0 < x1 < x2

è ïîñòðîèì â îáëàñòè Re p > α0 ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè

Γ1 = {p : Re p = x1,−A ≤ Im p ≤ A}, γ1 = {p : x1 ≤ Re p ≤ x2, Im p = A},

Γ2 = {p : Re p = x2,−A ≤ Im p ≤ A}, γ2 = {p : x1 ≤ Re p ≤ x2, Im p = −A}.
Ôóíêöèÿ F (p)ept ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå, ïîýòî-

ìó ïî òåîðåìå Êîøè (óòâåðæäåíèå 1.7) èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè ïî ãðàíèöå
ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâåí íóëþ. Óñòðåìëÿÿ òåïåðü A→∞, ïîëó÷èì, ñ ó÷åòîì
íàïðàâëåíèÿ îáõîäà ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíèêà, ÷òî∫

Γ1

F (p)eptdp =

x1+i∞∫
x1−i∞

F (p)eptdp ==

∫
Γ2

F (p)eptdp =

x2+i∞∫
x2−i∞

F (p)eptdp.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x1, x2 ïîëó÷àåì íåçàâèñèìîñòü (2.164) îò ïå-
ðåìåííîé x > α0. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë (2.164) îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ f(t) âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé t, èìåþùåé ïîêàçàòåëü ðîñòà, ñî-
ãëàñíî (2.165), ðàâíûé α0.

Ïîêàæåì, ÷òî èçîáðàæåíèå ôóíêöèè f(t) ñîâïàäàåò ñ F (p). Âûáåðåì
íåêîòîðîå p0 = x0 + iy0, x0 > α0 è ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

∞∫
0

f(t)e−p0tdt =
1

2πi

∞∫
0

e−p0tdt

x−i∞∫
x−i∞

F (p)eptdp.

Âûáåðåì x òàêèì, ÷òîáû α0 < x < p0 è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ
âî âòîðîì èíòåãðàëå. Â ðåçóëüòàòå

∞∫
0

f(t)e−p0tdt =
1

2πi

x−i∞∫
x−i∞

F (p)dp

∞∫
0

e−(p−p0)tdt =
1

2πi

x−i∞∫
x−i∞

F (p)

p0 − p
dp. (2.166)
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Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â (2.166) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ,
òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îäíó îñîáóþ òî÷êó � ïîëþñ ïåðâîãî

ïîðÿäêà. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì ïîëóêðóã ðàäèóñà R, K
1/2
R = {p : |p−x| <

< R,Re p > x}. Âûáåðåì R òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êà p0 ∈ K1/2
R . Îöåíèì

ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ íà ïîëóîêðóæíîñòè CR : |p−x| = R,Re p > x. Â
ñèëó ðàâíîìåðíîãî ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ôóíêöèè F (p) ïðè |p| → ∞,Re p > α0

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g(R), g(R) → 0 ïðè R → ∞ è òàêàÿ, ÷òî |F (p)|CR ≤
≤ g(R). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè áîëüøèõ R |F (p)/(p0 − p)|CR ≤ Ng(R)/R, ãäå
N > 0. Îòñþäà èìååì

|
∫
CR

F (p)

p0 − p
dp| ≤

∫
CR

| F (p)

p0 − p
||dp| ≤ Ng(R)/R

π/2∫
−π/2

Rdϕ = Ng(R)π. (2.167)

Èíòåãðàë (2.167) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R → ∞. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîñëåäíèé
èíòåãðàë â (2.166) ðàâåí 2πiF (p0).

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî f(t) ≡ 0 ïðè t < 0. Ïðè t < 0 èìååì

|
∫
CR

F (p)etpdp| ≤ g(R)

π/2∫
−π/2

etR cosϕRdϕ ≤ 2g(R)

0∫
−π/2

etR(2/πϕ+1)Rdϕ =

= πg(R)(etR − 1)/t.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðè ëþáîì t < 0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R → ∞.
Îòñþäà f(t) ≡ 0 ïðè t < 0. I

2.4.2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

a0x
(n) + a1x

(n−1) + · · ·+ an−1x
′ + anx = f(t), (2.168)

ãäå aj (j = 1, ..., n) ïîñòîÿííûå, a0 6= 0, f(t) � íåïðåðûâíàÿ ïðè t ≥ 0
ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñôîðìóëèðîâàííûì â íà÷àëå ï. 2.4.1 óñëîâèÿì,
çàäà÷ó Êîøè

x(0) = x0, · · · , x(n−1)(0) = xn−1. (2.169)
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Îáîçíà÷èì x(t) : X(p), f(t) : F (p) è ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì (2.168)
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ñ ó÷åòîì åãî ñâîéñòâ è óñëîâèé (2.169) ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

P (p)X(p) = x0P1(p) + · · ·+ xn−1Pn + F (p) ≡ Φ(p), (2.170)

ãäå

P (p) = a0p
n + a1p

n−1 + · · ·+ an, P1(p) = a0p
n−1 + a1p

n−2 + · · ·+ an−1, · · ·
Pn−1 = a0p+ a1, Pn = a0.

Èç (2.170) íàõîäèì

X(p) = Φ(p)/P (p). (2.171)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pj, (j = 1, ..., k, k ≤ n) êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ P (p) = 0. Ïðèìåíèì ê (2.171) ôîðìóëó Ìåëëèíà (2.164). Ñ ó÷åòîì
îñíîâíîé òåîðåìû òåîðèè âû÷åòîâ (óòâåðæäåíèå (1.34)) áóäåì èìåòü âûðà-
æåíèå äëÿ ðåøåíèÿ

x(t) =
1

2πi

x−i∞∫
x−i∞

X(p)eptdp =
k∑
j=1

res(Φ(p)/P (p)ept, pj), (2.172)

ãäå x áîëüøå max Re pj è ïîêàçàòåëÿ ðîñòà ôóíêöèè f(t).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:

ẍ+ a2x = b sin(ωt) (a > 0), x(0) = x0, ẋ(0) = x1. (2.173)

Ïåðåéäåì îò (2.173) ñ ó÷åòîì

∞∫
0

sin(ωt)e−ptdt =
1

2i
(

1

iω − p
+

1

iω + p
) =

ω

p2 + ω2

ê èçîáðàæåíèÿì

(p2 + a2)X(p) = x0p+ x1 +
ωb

p2 + w2
,

èëè

X(p) =
1

p2 + a2
(x0p+ x1 +

ωb

p2 + w2
). (2.174)
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Òî÷êè p1,2 = ±ia, p3,4 = ±iω ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè ïðàâîé ÷àñòè (2.174)
ïåðâîãî ïîðÿäêà, åñëè a 6= ω, è âòîðîãî ïîðÿäêà, åñëè a = ω. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ýòèì è ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.172) ðåøåíèå çàäà÷è (2.173) áóäåò èìåòü âèä

x(t) = 2 Re(res(X(p)ept, ia) + res(X(p)ept, iω)) =

= 2 Re
{[ ept

p+ ia
(x0p+ x1)

]
p=ia

+
[ ωbept

(p2 + a2)(p+ iω)

]
p=iω

}
=

= x0 cos(at) +
x1

a
sin(at) +

b

a2 − ω2
sin(ωt),

åñëè a 6= ω è

x(t) = 2 Re res(X(p)ept, iω) = 2 Re
{[ ept

(p+ iω)
(x0p+ x1)

]
p=iω

+

+
d

dp

[ ωbept

(p+ iω)2

]
p=iω

}
= (x0 −

bt

2ω
) cos(ωt) +

1

ω
(x1 +

b

2ω
) sin(ωt),

åñëè a = ω.

2.4.3. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé ëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì.

Ïîñòðîåíèå ïîëóãðóïïû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñêàëÿðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâà-
þùèì àðãóìåíòîì

ẋ(t) + l(x(t+ s)) = f(t), (2.175)

ãäå t ≥ 0, x(t) : R+ → R, l(x(s)) : C[−h, 0] → R (h > 0) � ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, f(t) � íåïðåðûâíàÿ ïðè t ≥ 0 ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ
êîíå÷íûé ïîêàçàòåëü ðîñòà α0 ≥ 0.

Çäåñü, êàê îáû÷íî, C[−h, 0] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[−h, 0] ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî îáùèé âèä ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíê-

öèîíàëà â C[−h, 0] ñëåäóþùèé: l(x(s)) =
0∫
−h
x(s)dr(s), ãäå r(s), (r(0) = 0) �

ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Ïðè ýòîì ||l|| = V 0
−hr(s) (ñì.,íàïðèìåð, [8,

ñ. 347]).
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Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.175) ñ íà÷àëüíîé ôóíêöèåé x0(s) ∈ C[−h, 0],
îïðåäåëåííîì ïðè t > 0, áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíóþ ïðè t ≥ 0,−h ≤
≤ s ≤ 0 ôóíêöèþ x(t + s), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ïðè t > 0,
îáðàùàþùóþ óðàâíåíèå (2.175) ïðè t > 0 â òîæäåñòâî è óäîâëåòâîðÿþùóþ
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

x(t+ s)|t=0 = x0(s). (2.176)

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè. Îò-
ìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè 0 ≤ t ≤ T ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ (2.177)
(ñì. [9, ñ. 17]).

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ẋ(t) + l(x(t+ s)) = 0. (2.177)

Ïóñòü x(t+s) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.177) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (2.176).
Ðàññìàòðèâàÿ ýòî ðåøåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì t > 0 êàê ýëåìåíò ïðîñòðàí-
ñòâà C[−h, 0], îïðåäåëÿåì òåì ñàìûì ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
T (t) : C[−h, 0]→ C[−h, 0], x(t+s) = T (t)x0(s). Ëèíåéíîñòü ýòîãî îïåðàòîðà
ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (2.177), îãðàíè÷åííîñòü � èç íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.177) îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äëÿ óêàçàí-
íîãî îïåðàòîðà âûïîëíåíî, î÷åâèäíî, ñëåäóþùåå ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî:
T (t1 + t2)x0(s) = T (t1)T (t2)x0(s) = T (t2)T (t1)x0(s) (t1, t2 > 0). Óêàçàííîå
ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ T (t) áóäåì íàçûâàòü ïîëóãðóïïîé óðàâíåíèÿ (2.177).

Ïîñòðîèì ÿâíûé âèä îïåðàòîðà T (t). Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî ïðåîáðà-
çîâàíèåì Ëàïëàñà. Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (2.177) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà,
ñ÷èòàÿ x(t) : X(p), f(t) : F (p). Â ðåçóëüòàòå èìååì ðàâåíñòâî

∞∫
0

ẋ(t) exp(−pt)dt+ l(

∞∫
0

x(t+ s) exp(−pt)dt) =

∞∫
0

f(t) exp(−pt)dt,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

(p+ l(exp(ps)))X(p)− x0(0) + l(

0∫
s

x0(t) exp(p(s− t))dt) = F (p).

Îáîçíà÷èâ h(p) = p+ l(exp(ps)), èìååì

X(p) = h−1(p)(x0(0)− l(
0∫
s

x0(t) exp(p(s− t))dt) + F (p)). (2.178)
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Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ìåëëèíà (2.164), ïðè t > 0 íàõîäèì

x(t) = (2πi)−1

γ+i∞∫
γ−i∞

exp(pt)h−1(p)(x0(0)−

− l(
0∫
s

x0(t) exp(p(s− t))dt) + F (p))dp, (2.179)

ãäå γ > µ0. Âåëè÷èíà µ0 âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåëè÷èíà α0

è äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ h(p) = 0
áûëè ìåíüøå µ0.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ Êîøè k(t), îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè: k(t) ≡ 0 ïðè t < 0, k(0) = 1, k(t) ∈ C[0,∞) ∩ C1(h,∞),
k(t) ïðè t ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x(t) +

t∫
0

l(x(t1 + s))dt1 = 1.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ôóíêöèè Êîøè äîêàçûâàåòñÿ îáû÷íûì
ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé àíàëîãè÷íî òåîðåìå ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.177). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðè
t ≥ 0

k(t) = (2πi)−1

γ+i∞∫
γ−i∞

exp(pt)h−1(p)dp.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (2.179). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
ôóíêöèþ e(t) : e(t) ≡ 0 ïðè t < 0, e(t) ≡ 1 ïðè t ≥ 0. Çàìåòèì, ÷òî

h−1(p)

0∫
s

x0(t) exp(p(s− t))dt =

= h−1(p) exp(ps)

∞∫
s

e(−t)x0(t) exp(−pt))dt =

=

∞∫
−s

k(t+ s) exp(−pt))dt
∞∫
s

e(−t)x0(t) exp(−pt))dt =
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=

∞∫
s

k(t+ s) exp(−pt))dt
∞∫
s

e(−t)x0(t) exp(−pt))dt :

:

t∫
s

k(t+ s− t1)e(−t1)x0(t1)dt1 =

0∫
s

k(t+ s− t1)x0(t1)dt1.

Êðîìå òîãî,

h−1(p)x0(0) : k(t)x0(0), h−1(p)F (p) :

t∫
0

k(t− t1)f(t1)dt1.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (2.179) ïðè t ≥ 0 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
ñëåäóþùåé ôîðìå:

x(t) = k(t)x0(0)− l(
0∫
s

k(t+ s− t1)x0(t1)dt1) +

t∫
0

k(t− t1)f(t1)dt1.

Îòñþäà èìååì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.177) x(t+ s) = T (t)x0(s), ãäå
ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

T (t)x0(s) =

k(t+ s)x0(0)− l(
0∫
s

k(t+ s+ s1 − t1)x0(t1)dt1), åñëè t+ s ≥ 0,

x0(s), åñëè t+ s < 0,

(2.180)
îïðåäåëÿåò ïîëóãðóïïó óðàâíåíèÿ (2.177).

Ïîëîæèì f(t) ≡ 0 ïðè t < 0. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.177) ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.176) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

x(t+ s) = T (t)x0(s) +

t+s∫
0

k(t+ s− t1)f(t1)dt1.

Èíôèíèòåçèìàëüíûì (ïðîèçâîäÿùèì) îïåðàòîðîì ïîëóãðóïïû T (t) íà-
çûâàåòñÿ îïåðàòîð A, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

A = lim
t→+0

t−1(T (t)x0(s)− x0(s)).
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Íåïîñðåäñòâåííî èç (2.177),(2.180) íàõîäèì

Ax0(s) =

{
dx0(s)/ds,−h ≤ s < 0,

−l(x0(s)), s = 0

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿD(A) = {x0(s) : x0(s) ∈ C1(−h, 0), ẋ0(0)+l(x0(s)) =
= 0} ïëîòíîé â C[−h, 0]. Ýòî ïîçâîëÿåò, ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ
u(s, t) = x(t+ s), çàïèñàòü óðàâíåíèå (2.177) â âèäå ýêâèâàëåíòíîé êðàåâîé
çàäà÷è

∂u

∂t
=
∂u

∂s
,

∂u

∂s

∣∣∣
s=0

= −l(u(s, t)) + f(t),

îïðåäåëåííîé â ïîëîñå −h ≤ s ≤ 0, t ≥ 0.
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