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Âàðèàíò 41. Äëÿ ñèñòåìû ẏ = Ay, ãäå
A =





2 −1 0
3 −1 −1
1 0 −1



à) íàéòè eAt;á) èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå;
) íàéòè âñå α ∈ R, ïðè êîòîðûõ íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẏ = By + f(y)àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Çäåñü B = A− βE, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

f(y) = colon(y2
3, y

2
1, y

3
2).2. Íàéòè âñå l > 0, ïðè êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à

y′′ + 2y = 2 cos 2t, y = y(t), y′(0) = 0, y′(l) = 0, t ∈ [0, l]à) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;á) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé;
) íå èìååò ðåøåíèé.3. �åøèòü óðàâíåíèå

y′x3 sin y + 2y = xy′.4. Íàéòè �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó óðàâíåíèÿ

y′′ + 4ay′ − (4a2 + 1)y = 0è âñå a, ïðè êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñòðåìèòñÿ ê 0,åñëè x→ −∞.
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Âàðèàíò 31. Äëÿ ñèñòåìû ẏ = Ay, ãäå

A =





1 −1 −1
2 −2 −2
−1 1 1



à) íàéòè eAt;á) èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå;
) íàéòè âñå α ∈ R, ïðè êîòîðûõ íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẏ = By + f(y)àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Çäåñü B = A+ αE, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

f(y) = colon(0, y1y2y3, y1y3 sin y2
2).2. Íàéòè âñå l > 0, ïðè êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à

y′′ + 4y = sin 2t, y = y(t), y(0) = 0, y′(l) = 0, t ∈ [0, l]à) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;á) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé;
) íå èìååò ðåøåíèé.3. �åøèòü óðàâíåíèå

y′ + 2y = exy2.4. Íàéòè �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó óðàâíåíèÿ

y′′ + 4ay′ + (4a2 − 1)y = 0è âñå a, ïðè êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñòðåìèòñÿ ê 0,åñëè x→ −∞.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅData aequtione quot
unque�uentes quatitue involvente�uxiones invenire et vi
e versaI. NewtonÄàííîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî ñòóäåíòàì òåõ �àêóëüòåòîâ (ñïåöè-àëüíîñòåé, íàïðàâëåíèé), ãäå êóðñ "Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ" âûäåëåí â îòäåëüíóþ äèñöèïëèíó (ìîäóëü). Â ßðîñëàâñêîìãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Ï. �. Äåìèäîâà ê òàêèì îòíîñÿòñÿâñå íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà, áîëüøèíñòâî íàïðàâëå-íèé �àêóëüòåòà èí�îðìàòèêè è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, �èçè÷åñêîãî�àêóëüòåòà. Îíî íå ïðèçâàíî çàìåíèòü èçâåñòíûå ó÷åáíèêè è ñáîðíèêèçàäà÷, êîòîðûå òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò ïðè ÷òåíèè ëåêöèé è ïðîâåäå-íèè ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé. Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî îíî çàéìåò ñâîþ íèøóñðåäè ó÷åáíèêîâ, ó÷åáíûõ ïîñîáèé è çàäà÷íèêîâ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâå-äåí â êîíöå äàííîãî èçäàíèÿ.Â ñâÿçè ñ ïåðåõîäîì íà äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó ïîÿâèëèñü íîâûå �å-äåðàëüíûå ãîñóäàðñòâåííûå îáðàçîâàòåëüíûå ñòàíäàðòû. Ïî-âèäèìîìó,îíè äàëåêè îò çàâåðøåíèÿ è áóäóò íå ðàç ïåðåñìàòðèâàòüñÿ, óëó÷øàòü-ñÿ, ìîäåðíèçèðîâàòüñÿ. Íî ÿñíî îäíî: â îáðàçîâàòåëüíîì ïðîöåññå äîëæ-íà óâåëè÷èâàòüñÿ äîëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ. Èñõîäÿ èçäàííîé ïîñûëêè, àâòîðû ïîïûòàëèñü âêëþ÷èòü â ïîñîáèå òå �ðàãìåíòûêóðñà, êîòîðûå íå âñåãäà ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ. �å÷ü èäåò î ïðèìå-ðàõ è óïðàæíåíèÿõ, ïîÿñíÿþùèõ ìàãèñòðàëüíîå èçëîæåíèå êóðñà. Òà-êèå óïðàæíåíèÿ è ðàçáîð ïðèìåðîâ, íåñîìíåííî, ïîìîãóò ñòóäåíòàì ïðèïîäãîòîâêå ê çà÷åòàì è ýêçàìåíàì. Â êîíöå ïîñîáèÿ ïðèâåäåíû ïðèìåðûçà÷åòíûõ è ýêçàìåíàöèîííûõ ðàáîò, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü, îñî-áåííî ïðè ïðîâåäåíèè ýêçàìåíîâ â ïèñüìåííîé �îðìå. Ïèñüìåííûå ýê-çàìåíû õàðàêòåðíû äëÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé áîëüøèíñòâà ñòðàí,ïðèñîåäèíèâøèõñÿ ê Áîëîíñêîìó ïðîöåññó.Ïîñîáèå ñîñòîèò èõ ÷åòûðåõ ãëàâ, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ìàòåðèàë, êîòî-ðûé ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé ÷àñòüþ êóðñà. Îáúåì ïîñîáèÿ íå ïîçâîëÿåò âêëþ-÷èòü ðÿä ãëàâ êóðñà. Íàïðèìåð, êðàåâûå çàäà÷è, ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðàè ò. ä. Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî íåäîñòàþùèå âîïðîñû âîéäóò â ñëåäóþùóþ÷àñòü àíàëîãè÷íîãî ïîñîáèÿ. 5



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâåäåí â êîíöå ïîñîáèÿ è ðàçäåëåí íà òðè ÷à-ñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè � ó÷åáíûå ïîñîáèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò áûòüâçÿòî çà îáÿçàòåëüíîå.Âî âòîðîé ÷àñòè ïðèâåäåí ñïèñîê ñáîðíèêîâ çàäà÷. Íàêîíåö, â òðåòüåé÷àñòè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ óêàçàíà äîïîëíèòåëüíàÿ ëèòåðàòóðà. Îíà ñêîðååïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñòóäåíòîâ, áîëåå ãëóáîêî èíòåðåñóþùèõñÿ äàííûìðàçäåëîì ìàòåìàòèêè.Ó÷åáíîå ïîñîáèå ðàçäåëåíî íà ãëàâû, à ãëàâû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íàïóíêòû. Íóìåðàöèÿ �îðìóë, òåîðåì, çàäà÷, óïðàæíåíèé äâîéíàÿ. Ïåð-âàÿ öè�ðà óêàçûâàåò íîìåð ãëàâû. Òàê, íàïðèìåð, (3.11) îçíà÷àåò, ÷òîðå÷ü èäåò îá 11 �îðìóëå èç òðåòüåé ãëàâû. Â ïîñîáèè èñïîëüçóþòñÿ ñòàí-äàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Òàê, íàïðèìåð,

R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à Rn � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-íîñòè n íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

||x|| = ||x||Rn =
√

x2
1 + . . .+ x2

n � íîðìà â Rn. Òî÷íåå, îäíà èç íîðì.

6

Âàðèàíò 21. Äëÿ ñèñòåìû ẏ = Ay, ãäå
A =





0 −1 −1
1 0 0
3 0 0



à) íàéòè eAt;á) èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå;
) íàéòè âñå α ∈ R, ïðè êîòîðûõ íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẏ = By + f(y)àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Çäåñü B = A− βE, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

f(y) = colon(y1 sin2 y3, y1y
2
2, y

4
3).2. Íàéòè âñå l > 0, ïðè êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à

y′′ + y = sin t, y = y(t), y(0) = 0, y′(l) = 0, t ∈ [0, l]à) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;á) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé;
) íå èìååò ðåøåíèé.3. �åøèòü óðàâíåíèå

(x+ y2)dy = ydx.4. Íàéòè �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó óðàâíåíèÿ

y′′ + 2ay′ + (a2 − 1)y = 0è âñå a, ïðè êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñòðåìèòñÿ ê 0,åñëè x→ +∞.
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Ïðèìåðû êîíòðîëüíûõ ðàáîòÂàðèàíò 11. Äëÿ ñèñòåìû ẏ = Ay, ãäå

A =





−2 −1 0
0 −2 −4
−1 0 1



à) íàéòè eAt;á) èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå;
) íàéòè âñå α ∈ R, ïðè êîòîðûõ íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẏ = By + f(y)àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Çäåñü B = A+ αE, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

f(y) = colon(y3
1, y1y2, y

2
3).2. Íàéòè âñå l > 0, ïðè êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à

y′′ + y = cos t, y = y(t), y(0) = 0, y(l) = 0, t ∈ [0, l]à) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;á) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé;
) íå èìååò ðåøåíèé.3. �åøèòü óðàâíåíèå

(2ey − x)y′ = 1.4. Íàéòè �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó óðàâíåíèÿ
y′′ + 2ay′ + (a2 + 1)y = 0è âñå a, ïðè êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ñòðåìèòñÿ ê 0,åñëè x→ +∞.
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�ëàâà 1Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû èõ èíòåãðèðîâàíèÿ1.1. Îáùèå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðûÄè��åðåíöèàëüíûì íàçûâàåòñÿ òàêîå óðàâíåíèå, â ñîñòàâ êîòîðî-ãî, ïîìèìî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ýòèõ ïåðå-ìåííûõ, òàêæå âõîäÿò ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíûõ �óíêöèé èëè èõ äè�-�åðåíöèàëû. Åñëè �óíêöèè, âõîäÿùèå â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,çàâèñÿò îò îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, òî ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåò-ñÿ îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Åñëè æå â óðàâíåíèåâõîäÿò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ïî íåñêîëüêèì íåçà-âèñèìûì ïåðåìåííûì, òî óðàâíåíèå íàçûâàþò äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ-íåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáûêíî-âåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.Áóäåì îáîçíà÷àòü íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå áóêâîé x, y(x) � íåèçâåñò-íàÿ �óíêöèÿ ýòîé ïåðåìåííîé, à ïðîèçâîäíûå �óíêöèè y(x) � êàê îáû÷íî

y′(x), y′′(x),. . . , yn(x). ×åðåç ñèìâîë F îáîçíà÷èì èçâåñòíûå �óíêöèè.Èòàê, îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâ-íåíèå âèäà
F (x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)) = 0. (1.1)Íàèâûñøèé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíîé �óíêöèè, âõîäÿùèõ â óðàâ-íåíèå, íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèÿ y(x)íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì (èíòåãðàëîì) äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1),åñëè îíà n ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå Iè ïðè x ∈ I óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.1). Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ îáû÷íî çàäà÷åé èíòåãðèðîâà-íèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.Íà ïåðâîì ýòàïå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáûêíîâåííûå äè��åðåíöè-àëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îáùèé âèä òàêèõ óðàâíåíèé áóäåò

F (x, y, y′) = 0 (1.2)èëè, â ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî y′ �îðìå,

y′ = f(x, y). (1.3)7



Ïîëüçóÿñü äðóãèìè îáîçíà÷åíèÿìè ïðîèçâîäíîé, ýòî óðàâíåíèå ìîæíîçàïèñàòü â âèäå

dy

dx
= f(x, y).Åñëè íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ

y = ϕ(x)óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1.2) èëè (1.3), òî îíà, åñòåñòâåííî, íàçûâàåòñÿðåøåíèåì ýòîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Èíîãäà ϕ(x) íàçûâàþò÷àñòíûì ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.Ïðèìåð 1.1. Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå I = (a, b) �óíê-öèÿ, y(x) � å¼ ïåðâîîáðàçíàÿ. Òîãäà

y′(x) = f(x) (1.4)è äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ìû ïîëó÷èëè äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åãî ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû â ñëåäóþùåìâèäå

y(x) =

x
∫

x0

f(t)dt+ C, (x0 ∈ I), (1.5)ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Îáîçíà÷èì

ϕ(x) =

x
∫

x0

f(t)dt.Òåì ñàìûì �îðìóëà (1.5) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

y(x) = ϕ(x) + C.Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1.4) èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îòïàðàìåòðà C ∈ R. Ïðèäàâàÿ êîíêðåòíîå çíà÷åíèå äëÿ C, ïîëó÷àåì ÷àñò-íûå ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.4). Ôîðìóëà (1.5), ïðè-íÿòî ãîâîðèòü, äàåò íàì "îáùåå ðåøåíèå".Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ è ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâ-íåíèÿ îáùåãî âèäà (1.3). �åøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå

y = ϕ(x,C), (1.6)8

Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ïîñòðîèâ �óíêöèþ Ëÿïó-íîâà è è ïðèìåíèâ òåîðåìû Ëÿïóíîâà è ×åòàåâà
4.15.

{

ẋ = x3 − y,
ẏ = x+ y3,

4.16.

{

ẋ = 2y3 − x5,
ẏ = −x− y3 + y5.

4.17.

{

ẋ = −y − x(x2 + y2),
ẏ = x− y(x2 + y2),

4.18.

{

ẋ = y − 3x− x3,
ẏ = 6x− 2y.Óêàçàíèå: Â çàäà÷àõ 4.5 � 4.14 ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó îá óñòîé-÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó (ïåðâîìó) ïðèáëèæåíèþ (ñì. ï. 4.4).

133



è êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ2 + 14λ+ 6 = 0ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Óïðàæíåíèå 4.13. Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèéðàâíîâåñèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéà) ẋ1 = x1 + 7x2, ẋ2 = x1 + x2,á) ẋ1 = x2
1 − x2, ẋ2 = x1 − 2x2,â) ẋ1 = −3x1, ẋ2 = −4x1 + sinx2.4.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿC ïîìîùüþ òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó (ïåðâî-ìó) ïðèáëèæåíèþ èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

4.1.

{

ẋ = 2xy − x+ y,
ẏ = 5x4 + y3 + 2x− 3y,

4.2.

{

ẋ = x2 + y2 − 2x,
ẏ = 3x2 − x+ 3y,

4.3.

{

ẋ = tg(y − x),

ẏ = 2y − 2 cos(
π

3
− x),

4.4.

{

ẋ = ln(4y + e−3x),
ẏ = 2y − 1 + (1 − 6x)1/3.Èññëåäîâàòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a è b àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

4.5.

{

ẋ = ax− 2y + x2,
ẏ = x+ y + xy,

4.6.

{

ẋ = x+ ay + y2,
ẏ = bx− 3y − x2.

4.7.

{

ẋ = y + sin x,
ẏ = ax+ by,

4.8.

{

ẋ = ln(e+ ax) − ey,
ẏ = bx+ tg y.Íàéòè âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è èññëåäîâàòü èõ íà óñòîé÷èâîñòü

4.9.

{

ẋ = −2y(x− y),
ẏ = 2 + x− y2,

4.10.

{

ẋ = xy + 4,
ẏ = x2 + y2 − 17,

4.11.

{

ẋ = ln(1 − y + y2),

ẏ = 3 −
√

x2 + 8y,
4.12.

{

ẋ = (y − 1)(3x+ y − 5),
ẏ = x2 + y2 − 5,

4.13.

{

ẋ = y,
ẏ = sin(x+ y),

4.14.

{

ẋ = ey − ex,

ẏ =
√

3x+ y2 − 2.132

ãäå �óíêöèÿ ϕ(x,C∗) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì C = C∗ óäîâëåòâîðÿåòäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1.3). Òàêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé íàçûâà-þò îáùèì ðåøåíèåì èëè îáùèì èíòåãðàëîì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ. Îáùèé èíòåãðàë ìîæåò îêàçàòüñÿ çàïèñàííûì â íåÿâíîì âèäå
ψ(x, y, C) = 0 èëè ψ(x, y) = C.Ôóíêöèþ ψ(x, y, C) òàêæå íàçûâàþò èíòåãðàëîì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâ-íåíèÿ. Òåðìèí "ðåøåíèå"(â òàêîé ñèòóàöèè) íå óïîòðåáëÿþò.�àññìîòðèì òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåøåíèé äè��å-ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.3). Íà ïëîñêîñòè xOy ðàâåíñòâî (1.6), ïðèêàæäîì �èêñèðîâàííîì C, çàäàåò ãðà�èê êðèâîé. Òàêàÿ êðèâàÿ íîñèòíàçâàíèå èíòåãðàëüíîé êðèâîé, à �îðìóëà (1.6) çàäàåò ñåìåéñòâî èíòå-ãðàëüíûõ êðèâûõ.Íèæå, íà ðèñóíêàõ 1.1�1.6 ïðåäñòàâëåíû èíòåãðàëüíûå êðèâûå äëÿñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõóðàâíåíèé áóäóò ïðèâåäåíû íèæå.Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ R2 ((x, y) ∈ D) �óíêöèÿ f(x, y) îò-ëè÷íà îò íóëÿ. Òîãäà óðàâíåíèå (1.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

dx

dy
= g(x, y) =

1

f(x, y)è ðåøàòü óæå ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ñ÷èòàÿ y íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, à

x �óíêöèåé îò y.
9



1.2. Çàäà÷à ÊîøèÍàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå (1.3) èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé,ïîñêîëüêó â �îðìóëó (1.3), êàê ïðàâèëî, âõîäèò ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿí-íàÿ. Äîáàâèì òåïåðü ê óðàâíåíèþ (1.4) äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
y(x0) = y0, (1.7)ãäå x0, y0 ∈ R, ò. å. çàäàííûå ÷èñëà. Óñëîâèÿ (1.7) ïðèíÿòî íàçûâàòüóñëîâèÿìè (äàííûìè) Êîøè, èëè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Çàäà÷ó ïî íà-õîæäåíèþ �óíêöèè y = ϕ0(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (1.3) è óñëî-âèÿì (1.7), íàçûâàþò çàäà÷åé Êîøè. Åñëè óñëîâèå (1.7) îòíåñòè ê óðàâ-íåíèþ (1.4) èç ïðèìåðà 1.1, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòüçàäàíî ñëåäóþùåé �îðìóëîé

y(x) = y0 +

x
∫

x0

f(t)dt10

Ïðèìåð 4.11. �àññìîòðèì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ1 = −x1 − x3
1 + x2,

ẋ2 = 3x1 − x2
1 − x2.Ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùåéàëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

{

−x1 − x3
1 + x2 = 0,

3x1 − x2
1 − x2 = 0èëè 3x1 − x2

1 − (x3
1 + x1) = 0, ò. å. x3

1 + x2
1 − 2x1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà èìååò òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ρ1(0, 0), ρ2(1, 2), ρ3(−2,−10).Èññëåäóåì èõ óñòîé÷èâîñòü ïî î÷åðåäè.Ïóñòü âûáðàíî ρ1(0, 0), òîãäà ìàòðèöà
B1 =

(

−1 1
3 −1

)

.Å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 =
√

3 − 1 è λ2 = −
√

3 − 1. Ñëåäîâàòåëüíî,îíî íåóñòîé÷èâî.Âî âòîðîì ñëó÷àå, ò. å. ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè ρ2(1, 2) íàõîäèì,÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà

B2 =

(

−4 1
1 −1

)

.Å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ2 + 5λ+ 3 = 0.Âñå êîý��èöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè ïîëîæèòåëüíû. Ñëå-äîâàòåëüíî, åãî êîðíè ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè è ρ2 àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî.Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ρ3 òàêæå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Â ýòîìñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà

B3 =

(

−13 1
7 −1

)131



�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ó ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé (4.19), ò. å.

ẋ = F (x)åñòü ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

x(t) = y, y 6= 0.Èññëåäîâàíèå åãî óñòîé÷èâîñòè çàìåíàìè ñâåäåì ê èññëåäîâàíèþ íóëå-âîãî ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû.Ïóñòü

B =

{

∂Fj

∂xk

}

∣

∣

∣

x=y
.Èç òåîðåì 4.6, 4.7 âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà µk ìàòðèöû B ëåæàòâ ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, âûäåëÿåìîé íåðàâåíñòâîì

Reµk < 0.Òîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) = y àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.Òåîðåìà 4.9. Åñëè ó ìàòðèöû B ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñîá-ñòâåííîå çíà÷åíèå µm, äëÿ êîòîðîãî Reµm > 0, òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-ñèÿ x(t) = y íåóñòîé÷èâî.Çàìå÷àíèå 4.3. Â óñëîâèÿõ òåîðåì 4.6 è 4.8 ìîæíî äîïîëíèòü âûâîäè äîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ áóäåò ýêñïîíåí-öèàëüíî óñòîé÷èâî (ñì. îïðåäåëåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè).�àññìîòðèì ïðèìåðû íà èñïîëüçîâàíèå òåîðåì 4.8, 4.9.Ïðèìåð 4.10. �àññìîòðèì ñêàëÿðíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ẋ = (x− 1)(x− 2), (F (x) = (x− 1)(x− 2)),êîòîðîå èìååò äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 1 è x = 2. Ìàòðèöà Bñîñòîèò çäåñü èç îäíîãî ýëåìåíòà b, ãäå

b = F ′(x)|x=1 = −1â ïåðâîì ñëó÷àå (x = 1) è b = 1 âî âòîðîì. Îòêóäà çàêëþ÷èì, ÷òî ñîñòîÿ-íèå ðàâíîâåñèÿ x = 1 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à x = 2 � íåóñòîé÷èâî.130

è òàêîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òàê êàê èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçàèçâåñòíî, ÷òî x
∫

x0

f(t)dt áóäåò îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ, à âñå ïåðâîîáðàç-íûå f(x) îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Ïðèâåäåì îäèí èç âà-ðèàíòîâ �îðìóëèðîâêè ýòîé òåîðåìû.Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü òî÷êà (x0, y0) ∈ D ⊂ R2 è äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîéîáëàñòè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:Ó1. Ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.Ó2. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f

∂x

.Òîãäà ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ δ, ÷òîïðè |x− x0| < δ çàäà÷à Êîøè (1.3), (1.7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Çàìå÷àíèå 1.1.Óñëîâèå Ó2 ìîæíî çàìåíèòü íà óñëîâèå Ó2′: â îá-ëàñòè D �óíêöèÿ f(x, y) ïî ïåðåìåííîé y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-øèöà:
| f(x, y1) − f(x, y2) | ≤ L | y1 − y2 |,ãäå L � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, (x, y1) è (x, y2) ∈ D.Çàìå÷àíèå 1.2.Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ó2(Ó2′) ìîæíî óòâåð-æäàòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè èìååò ðåøåíèå, íî íåëüçÿ óòâåðæäàòü ÷òîðåøåíèå â òàêîé ñèòóàöèè åäèíñòâåííî.Ïðèìåð 1.2. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

y′ = 2 | y | 12 , y(x0) = 0 , x0 ≥ 0.Ó äàííîé çàäà÷è åñòü ðåøåíèå y(x) = 0, à òàêæå ñåìåéñòâî ðåøåíèé(ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé)

y(x) =

{

0, x ∈ (−∞;x0),
(x− x0)

2, x ∈ [x0;∞)

}

.Â äàííîé ñèòóàöèè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íå åäèíñòâåííî. Ïðè÷èíàíåïðèìåíèìîñòè òåîðåìû 1.1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî �óíêöèÿ

f(x, y) = 2 | y | 12â òî÷êå y = 0 íå èìååò ïðîèçâîäíîé (â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè îíà íåóäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà).11



Óïðàæíåíèå 1.1. Ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à Êîøè

y′ = 3y
2

3 , y(x0) = 0 , x0 ≥ 0òàêæå èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ïðè x ≥ x0.Òåîðåìà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå òîëüêî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷-êè x0. Ýòî çàìå÷àíèå ñóùåñòâåííî, òàê êàê ñóùåñòâóþò òàêèå óðàâíåíèÿ,ó êîòîðûõ ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèÿ çà êî-íå÷íîå âðåìÿ "óõîäÿò"â áåñêîíå÷íîñòü.Ïðèìåð 1.3. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

y′ = y2 , y(0) = y0 , y0 > 0.Ó íåå, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

y(x) =
y0

1 − y0x
.Ýòî ðåøåíèå òàêîâî, ÷òî

lim
x→x0

y(x) = ∞, x0 =
1

y0

.Â ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð â ìåõàíèêå, èñïîëüçóþò èíîãäà èíûå áóê-âû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåçàâèñèìîé è çàâèñèìîé ïåðåìåííûõ. Ïóñòü t �íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à x = x(t) �óíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èçóðàâíåíèÿ

ẋ = f(t, x). (1.8)Çäåñü ẋ =
dx

dt

. ×åðåç t îáû÷íî îáîçíà÷àþò âðåìÿ.1.3. Àâòîíîìíûå óðàâíåíèÿÄè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(y) (1.9)íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíûì. Ïðàâàÿ ÷àñòü äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿíå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ýòî íàçâàíèåîïðàâäàíî, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ dy
dx

= y′ îïðåäåëÿåòñÿ ëèøüîäíèì y è, òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñàìî óïðàâëÿåò ñâîèì èçìåíåíèåì.12

Ïðè ðåàëèçàöèè êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ òåîðåìà î ïåðâîì ïðèáëèæå-íèè (ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè) íå ïîçâîëÿåò äàòü îòâåò îá óñòîé÷èâîñòèñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è îòâåò çàâèñèò îò íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ (G(x))ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (4.19).Ïðèìåð 4.9. �àññìîòðèì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
{

ẋ1 = εx1 − x2 + dx1(x
2
1 + x2

2) − Cx2(x
2
1 + x2

2),
ẋ2 = x1 + εx2 + dx2(x

2
1 + x2

2) + Cx1(x
2
1 + x2

2).
(4.24)Çäåñü

A(ε) =

(

ε −1
1 ε

)

, G(x) = ||x||2
(

dx1 − cx2

cx1 + dx2

)

.Îòìåòèì, ÷òî
||G(x)|| =

√
d2 + c2||x||3,ò. å. äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ x1 = x2 = 0 ìîæíî èñïîëü-çîâàòü òåîðåìû 4.6, 4.7. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A(ε) îáîçíà÷èì

λ1,2(ε). Ïðè ýòîì
λ1,2 = ε± i.Ïðè ε < 0 èç òåîðåìû 4.6 âûòåêàåò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.24)àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à ïðè ε > 0 íåóñòîé÷èâî.Åñëè ε = 0, òî λ1,2(0) = ±i, ò. å. ðåàëèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèé ñëó÷àéäâóõ ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé. Îòâåò çäåñü óæå çàâèñèò îò êîý��èöèåíòà

d. Ïîëîæèì
V (x1, x2) = x2

1 + x2
2.Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñì. óïðàæíåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à) ìîæ-íî íàéòè, ÷òî

DtV = d(x2
1 + x2

2)
2.Îòêóäà ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ òåîðåì Ëÿïóíîâà è òåîðåìû ×åòàåâà çà-ìå÷àåì, ÷òî ïðè d < 0 íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ïðè

d > 0 � íåóñòîé÷èâî, à ïðè d = 0 ñèñòåìà (4.24) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë.Â ÷àñòíîñòè, íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè.129



Îòêóäà ïîëó÷àåì íà îñíîâàíèè ëåììû 4.2, ÷òî

ϕ(t) ≤ K||a||eεtèëè

||x(t, a)|| ≤ K||a||e(−γ+ε)t. (4.23)Åñëè ε âûáðàíî òàê, ÷òî ε < γ, òî íåðàâåíñòâî (4.23) ïîêàçûâàåò, ÷òî

ϕ(t) ≤ K||a||,åñëè òîëüêî ϕ(t) ≤ δ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ||a|| < δ/k, òî íåðàâåíñòâî(4.23) âûïîëíåíî ïðè âñåõ t > 0. Áîëåå òîãî, íåðàâåíñòâî (4.23) îçíà÷àåò,÷òî

lim
t→+∞

||x(t, a)|| = 0.Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå λ1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Reλ1 > 0.Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.22)íåóñòîé÷èâî.Äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åòàåâàè èìååòñÿ â ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé.Åñëè äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
Reλk ≤ 0è äëÿ íåêîòîðûõ èç íèõ ðåàëèçóåòñÿ ðàâåíñòâî

Reλj = 0,òî ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿðàâíîâåñèÿ ðåàëèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïðîñòåéøèìè èç íèõ ÿâëÿ-þòñÿ ñëåäóþùèå

1)λ1 = 0, Reλj < 0, j = 2, . . . , n;

2)λ1,2 = ±iσ, Reλj < 0, j = 3, . . . , n, à σ = const > 0.128

�åøåíèÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé îáëàäàþò âàæíûì ñâîéñòâîì. Åñëè
y = ϕ(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ x ∈ (a, b),òî �óíêöèÿ y = ψ(x) = ϕ(x+C) òàêæå áóäåò ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿïðè x ∈ (a− C, b− C). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

ψ′(x) = ϕ′(x+ C) = f(ϕy(x+ C)) = f(ψ(x)).Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ y = ψ(x) ïîëó÷àåòñÿ èç èíòåãðàëüíîé êðèâîé y = ϕ(x)ñäâèãîì ïî îñè x íà âåëè÷èíó C âëåâî, åñëè C > 0. Âïðàâî ïðè C < 0.Ïóñòü x ∈ I, ïðè êîòîðûõ f(y(x)) 6= 0. Ïóñòü
∫

dy

f(y)
= F (y).Òîãäà ðàâåíñòâî

F (y) = x+ C (1.10)çàäàåò èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (1.9). Äåéñòâèòåëüíî,

d

dx
(F (y) + C) ≡ y′

f(y)
= 1,îòêóäà y′ = f(y).Ïðèìåð 1.4. Íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′ = y3.Èíòåãðèðîâàíèå ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ðàâåíñòâà

dy

y3
= dx.Îòêóäà ïîëó÷àåì

− 2

y2
= x+ Cèëè y2 = − 2

x+ C

, ãäå C ∈ R.Ïðèìåð 1.5. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

y′ = ay, a ∈ R, a 6= 0. (1.11)13



Òîãäà dy
y

= adx èëè

ln |y| = ax+ C1, C1 = const > 0.Îòêóäà ïîëó÷àåì

|y| = eC1eax.Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

y = Ceax, |C| = eC1 .� îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.11).Ïóñòü f(y0) = 0, y0 ∈ R. Òîãäà y(x) = y0 áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ(1.9). Òàêîå ðåøåíèå â ýòîì è áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ íàçûâàþò ñîñòîÿíèåìðàâíîâåñèÿ èëè íåïîäâèæíîé òî÷êîé.Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.9) â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ẋ = f(x), (1.12)ãäå x = x(t) ∈ R. Â ïðèëîæåíèÿõ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ t èíòåðïðåòè-ðóåòñÿ êàê âðåìÿ. Â ìåõàíèêå è äðóãèõ ðàçäåëàõ �èçèêè, à òàêæå ïðèëî-æåíèÿõ ê äðóãèì åñòåñòâåííûì íàóêàì èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîâåäåíèåðåøåíèé (1.12) ïðè t → +∞. Åñëè f(x) 6= 0, òî ẋ 6= 0. Ñëåäîâàòåëü-íî, ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ëèáî âîçðàñòàþò, ëèáî óáûâàþò. Åñëè æå
f(C) = 0, òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(t) = C.Ýòè ñâîéñòâà ðåøåíèé óäîáíåå èçîáðàæàòü íà îñè x(x = x(t)), ÷åìíà ïëîñêîñòè t, x. Åñëè f(x) 6= 0 ïðè x ∈ (a, b), òî íà ýòîì èíòåðâàëåðèñóåòñÿ ñòðåëêà, ïîêàçûâàþùàÿ íàïðàâëåíèÿ èçìåíåíèÿ x = x(t). Ýòîãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.12)íàçûâàåòñÿ �àçîâûì ïîðòðåòîì. Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòìå÷àþòñÿ "òî÷-êàìè". Íà ðèñ. 1.7 � 1.10 èçîáðàæåíî íåñêîëüêî �àçîâûõ ïîðòðåòîâ äëÿêîíêðåòíûõ �óíêöèé f(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áàçèðóåòñÿ íà äâóõ óòâåðæäåíèÿõ.Ëåììà 4.1.Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
||eAt|| ≤Me−γt, M, γ = const > 0,ãäå γ = max (Reλk) + γ0, à γ0 � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïî-ñòîÿííàÿ. Ïîñòîÿííàÿ M = M(γ0). Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåòèç ñâîéñòâ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû, êîòîðàÿ áûëà îïðåäåëåíà è èçó÷åíàâ ãëàâå 3.Ëåììà 4.2(�ðîíóîëà � Áåëëìàíà). Ïóñòü ϕ(t), ψ(t) � äâå íåîò-ðèöàòåëüíûå �óíêöèè ïðè t ∈ [t0,∞), ïðè÷åì ïðè t ≥ t0 âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî

ϕ(t) ≤ C +

∫ t

t0

ψ(s)ϕ(s)ds, C = const > 0.Òîãäà ïðè t ≥ t0 èìååì
ϕ(t) ≤ C exp

∫ t

t0

ψ(s)ds.Óïðàæíåíèå 4.12. Äîêàçàòü ëåììó �ðîíóîëà � Áåëëìàíà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.6. Ïóñòü x(0) = a. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíå-íèÿ (4.22), óäîâëåòâîðÿþùåå äàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ìîæíî èñ-êàòü êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x(t, a) = exp (At)a+

∫ t

t0

expA(t− s)G(x(s, a))ds.Îòêóäà
||x(t, a)|| ≤ || exp (At)||||a|| +

∫ t

t0

|| expA(t− s)||||G(x(s, a))||ds.Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ = δ(ε), ÷òî

||G(x(s, a))|| ≤ ε||x(s, a)||/M,åñëè ||x|| ∈ Kδ � øàðó ðàäèóñà δ. Íàïîìíèì, ÷òî || expAt|| ≤ Me−γt.Ïîëîæèì ϕ(t) = ||x(t, a)||eγt. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòüâ ñëåäóþùåé �îðìå

ϕ(t) ≤ K||a|| + ε

∫ t

t0

ϕ(s)ds.127



Ïóñòü V (y1, y2) = (1− cos y1)+
y2

2

2

è ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå D øàð Kε,à D1 = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 ≤ ε2, x1 > 0, 0 < x2 < ηx1}. Òîãäà

DtV = 2x2 sin x1 − gx2
2 = x2(2 sin x1 − gx2) > 0,åñëè η � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Óïðàæíåíèå 4.11. Ïîêàçàòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

{

ẋ1 = αx1 − x2 − x1(x
2
1 + x2

2) + cx2(x
2
1 + x2

2),
ẋ2 = x1 + αx2 − x2(x

2
1 + x2

2) − cx1(x
2
1 + x2

2)àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè α ≤ 0, è íåóñòîé÷èâî ïðè α > 0.Óêàçàíèå: ïîëîæèòü V (x1, x2) = x2
1 + x2

2.4.4. Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ�àññìîòðèì ñèñòåìó (4.19), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî F (0) = 0, ò. å. îíà èìååòíóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A = DxF (x) ìàòðèöóßêîáè âåêòîð-�óíêöèè F (x), âû÷èñëåííóþ â òî÷êå x1 = x2 = . . . =
xn = 0(x = 0). Êàê õîðîøî èçâåñòíî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F (x) = Ax+G(x), (4.22)ãäå, êàê ïðèíÿòî ãîâîðèòü, âåêòîð-�óíêöèÿ G(x) èìååò â íóëå ïîðÿäîêìàëîñòè âûøå ïåðâîãî. Ïîñëåäíèé òåðìèí îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ G(x) ñïðà-âåäëèâî íåðàâåíñòâî

||G(x)|| ≤ ϕ(r)||x||,åñëè ||x|| ≤ r, à lim
r→0

ϕ(r) = 0. Èíîé âàðèàíò: ìàòðèöà ßêîáè, âû÷èñëÿåìàÿâ òî÷êå x = 0, ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, ò. å. DxG(x)|x=0 = 0.Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A òàêîâû,÷òî

Reλk < 0.Òîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.22)àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. 126

Ïóñòü ñèñòåìà (1.12) òàêîâà, ÷òî óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò îäèí êî-ðåíü x = C. Íà êàæäîé èç ïîëóïðÿìûõ x < C èëè x > C �óíêöèÿ

f(x) ñîõðàíÿåò ñâîé çíàê è ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëü-íîé. Ñëåäîâàòåëüíî, �àçîâûé ïîðòðåò äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîìóèç ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1.11.
15



Òàê, óðàâíåíèå ẋ = −x ïîðîæäàåò �àçîâûé ïîòðåò a). Åñëè ðàññìîò-ðåòü óðàâíåíèÿ ẋ = x2 è ẋ = −x2, òî ðåàëèçóþòñÿ ñëó÷àè b) è c). Íàêîíåö,óðàâíåíèþ ẋ = x ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé d).1.4. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìèÓðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè � ýòî óðàâíåíèå âèäà

dx

dt
= f(x)g(t) (1.13)èëè â äðóãèõ ïåðåìåííûõ

dy

dx
= f(y)g(x). (1.14)Óðàâíåíèå (1.13) çàïèøåì â âèäå

dx

f(x)
= g(t)dt.Îòêóäà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì

x
∫

x0

dx

f(x)
=

t
∫

t0

g(t)dt+ C. (1.15)�àâåíñòâî îïðåäåëÿåò x(t) êàê íåÿâíóþ �óíêöèþ îò t. �àâåíñòâî (1.15)ïîëó÷åíî ïðè óñëîâèè, ÷òî f(x) 6= 0. Ïóñòü f(C) = 0. Òîãäà x(t) = Cáóäåò ðåøåíèåì(îñîáûì ðåøåíèåì).16

òàþùàÿ �óíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, V (x(t, a)) < m ïðè âñåõ t è ïîýòîìóòðàåêòîðèÿ x(t, a) íå ìîæåò ïåðåñå÷ü ∂Kε. Òåîðåìà äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé è äâóõ îñòàâøèõñÿ òåîðåì ìîæíî íàéòè âî ìíî-ãèõ ó÷åáíèêàõ è ó÷åáíûõ ïîñîáèÿõ ïî äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.Ññûëêè íà íèõ ìîæíî íàéòè â ñïèñêå öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äàííîãîïîñîáèÿ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ òåîðåì.Ïðèìåð 4.7. Ïóñòü ñèñòåìà (4.19) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë V (x),ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé â îêðóæíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0.Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 óñòîé÷èâî.Äåéñòâèòåëüíî, DtV (x) ≡ 0, è ïîýòîìó âñå óñëîâèÿ òåîðåìû îá óñòîé-÷èâîñòè âûïîëíåíû. Â ïðèìåðå 4.5 ïðèâåäåíà îäíà èç òàêèõ ñèñòåì, óêîòîðîé ñóùåñòâóåò ïåðâûé èíòåãðàë V (x1, x2) = x2
1 + x2

2 .Ïðèìåð 4.8. Êàê ðàíåå îòìå÷àëîñü, óðàâíåíèÿ �èçè÷åñêîãî ( èìàòåìàòè÷åñêîãî) ìàÿòíèêà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ñèñòåìû

ẋ1 = x2, ẋ2 = − sin x1 − gx2, g ≥ 0.�àññìîòðèì �óíêöèþ
V (x1, x2) = (1 − cos x1) +

x2
2

2
.Îòìåòèì, V (x1, x2) > 0, åñëè x2

1 + x2
2 6= 0 è, êîíå÷íî, V (0, 0) = 0. Íà-êîíåö, DtV = x2 sin x1 + x2(− sin x1 − gx2) = gx2

2 < 0, åñëè x2 6= 0. Íîâ ëþáîì ñëó÷àå DtV ≤ 0, ò. å. íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî.Ïðè g < 0 íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, íîýòî íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-âîñòè íå âûòåêàåò.Óïðàæíåíèå 4.10. Ïóñòü g < 0. Äîêàçàòü, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèåñèñòåìû, îïèñûâàþùåé êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.�àññìàòðèâàåìàÿ â ðàìêàõ äàííîãî ïðèìåðà ñèñòåìà äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé èìååò òàêæå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x1 = π, x2 = 0.Çàìåíàìè z1 = x1 − π, z2 = x2 ñèñòåìó óäàåòñÿ ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé�îðìå

{

ẏ1 = y2,
ẏ2 = sin y1 − gy2,ó êîòîðîé ñëåäóåò èçó÷àòü óñòîé÷èâîñòü óæå íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-âåñèÿ y1 = 0, y2 = 0. 125



Òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ïóñòüâ îêðåñòíîñòè x = 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ �óíê-öèÿ V (x1, . . . , xn), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé â ñèëó ñèñòåìû (4.19) W (x) =
DtV (x) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Òîãäà íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.Ïóñòü D íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x = 0, à D ⊆ U è x = 0ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé äëÿ U1 (ñì. ðèñ. 4.2).

Íà ðèñóíêå çàøòðèõîâàíà îáëàñòü D1, ∂D1 � ÷àñòü å¼ ãðàíèöû, ñîñòî-ÿùàÿ èç âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè D (äóãè OB, OA).Òåîðåìà ×åòàåâà î íåóñòîé÷èâîñòè. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåïðå-ðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ V (x) òàêàÿ, ÷òî1) V (x)|∂D1
= 0;2) â îáëàñòè D1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà V (x) > 0, DtV (x) > 0 ïðè

x 6= 0.Òîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 íåóñòîé÷èâî.Äîêàæåì ïåðâóþ èç ýòèõ òåîðåì. Ïóñòü ε òàêîå, ÷òî øàð
Kε = {x : ||x|| ≤ ε} öåëèêîì ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D. Åãî ãðàíèöà
∂Kε = {x : ||x|| = ε}. Òàê êàê ∂Kε � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî,òî ñóùåñòâóåò

min
x∈∂Kε

V (x) = m > 0 (V (x) > 0, x 6= 0).�àññìîòðèì òåïåðü øàð Kδ = {x : ||x|| ≤ δ} ðàäèóñà δ. Âåëè÷è-íó δ ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëîé òàê, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî V (x) < m. Ïóñòü òåïåðü x(0) = a, a ∈ Kδ. Òîãäà ðåøåíèå
x(t, a) îñòàåòñÿ òåïåðü â øàðå Kε. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì �óíêöèþ
W (t) = V (x(t, a)). Å¼ ïðîèçâîäíàÿ Ẇ (t) = DtV ≤ 0, ò. å. W (t) íå âîçðàñ-124

Ïðèìåð 1.6. �àññìîòðèì óðàâíåíèå
ẋ = xt.Ýòî óðàâíåíèå èìååò îñîáîå ðåøåíèå x ≡ 0. Åñëè x 6= 0, òî ïîëó÷èìðàâåíñòâî

dx

x
= tdtèëè

ln |x| =
1

2
t2 + C, C ∈ R.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x(t) = Ce
1

2
t2 .Îñîáîå ðåøåíèå âõîäèò â äàííóþ �îðìóëó, åñëè ïîëîæèòü C = 0.Ïðèìåð 1.7. Óðàâíåíèå

ẋ = −tx2èìååò îáùåå ðåøåíèå
x = (

1

2
t2 + C)−1,à òàêæå îñîáîå ðåøåíèå x = 0, êîòîðîå íå ïîïàäàåò â ñåìåéñòâî �óíêöèé

(1
2
t2 + C)−1 íè ïðè êàêîì âûáîðå ïîñòîÿííîé C.Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè èíîãäà çàïèñûâàþò â ñèì-ìåòðè÷íîé �îðìå

M1(x)N1(t)dt+M2(x)N2(t)dx = 0.Óðàâíåíèå, çàïèñàííîå â òàêîì âèäå, íå ñâÿçûâàåò íàñ âûáîðîì íåèç-âåñòíîé �óíêöèè. Çà òàêîâóþ ìû ìîæåì ïðèíÿòü êàê y = y(x), òàê è

x = x(y). �àçäåëèâ ýòî óðàâíåíèå íà M1(x)N2(t), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

N1(t)dt

N2(t)
+
M2(x)dx

M1(x)
= 0è, êàê ñëåäñòâèå, îáùèé èíòåãðàë

t
∫

t0

N1(t)

N2(t)
dt+

x
∫

x0

M2(x)

M1(x)
dx = C.17



Èíà÷å îáùèé èíòåãðàë ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Q1(x) +Q2(t) = C,ãäå Q1(x) � ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè M2(x)

M1(x)

, à Q2(t) � ïåðâîîáðàçíàÿ

N1(t)

N2(t)

.Ïðèìåð 1.8. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

cos t(1 + x2)dt− (sin t)xdx = 0.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

cos t

sin t
dt− x

1 + x2
dx = 0èëè

∫

cos t

sin t
dt =

∫

x

1 + x2
dx.Îòêóäà ïîëó÷àåì

ln | sin t| =
1

2
ln(1 + x2) + C.Ïîñëå óïðîùåíèé èíòåãðàë ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä

sin t = C(1 + x2)
1

2 ,ãäå C ∈ R. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû ïîêàíàøëè îáùåå ðåøåíèå â �îðìå îáùåãî èíòåãðàëà. Ïðè C = 0 ïîëó÷àåìîñîáûå ðåøåíèÿ t = πk, k ∈ Z.1.5. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿÊ óðàâíåíèÿì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè ïðèâîäÿò òàê íàçûâà-åìûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

dx

dt
= f

(x

t

)

.Ââåäåì �óíêöèþ y =
x

t

, òîãäà dx
dt

= t
dy

dt
+y. Îòñþäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

t
dy

dt
+ y = f(y)18

Ïîëîæèì U(x1) = −
∫ x1

α

f(ξ)dξ, (U ′(x1) = −f(x1)). Òîãäà
V (x1, x2) =

x2
2

2
+U(x1) � ïåðâûé èíòåãðàë ïîñëåäíåé ñèñòåìû äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî,

DtV (x1, x2) =
dU

dx1

x2 + x2f(x1) = −f(x1)x2 + x2f(x1) = 0.Â ìåõàíèêå �óíêöèÿ
V (x1, x2) =

x2
2

2
+ U(x1) =

x2
2

2
−

∫ x1

α

f(ξ)dξîáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, à ðàâåíñòâî

DtV ≡ 0îäíà èç �îðì çàïèñè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.Ôóíêöèÿ V (x1, . . . , xn) â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò (xj = 0,
j = 1, . . . , n) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè V (x) > 0,
x 6= 0, V (0) = 0. Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé,åñëè −V (x) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé (íåîòðèöàòåëüíîé) â îêðåñò-íîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè V (x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x èç ýòîãî ìíîæåñòâà.Íàêîíåö, V (x) îòðèöàòåëüíàÿ (íå ïîëîæèòåëüíàÿ), åñëè V (x) ≤ 0.Ïðèìåðû:1) V1(x1, . . . , xn) = x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà;2) V1(x1, . . . , xn) = (x1 + x2 + . . .+ xn)2 � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.Ôóíêöèÿ V2(x1, . . . , xn) ≥ 0, íî îáðàùàåòñÿ â 0 íå òîëüêî ïðè

x1 = x2 = . . . = xn = 0, à è íà ãèïåðïëîñêîñòè x1 + x2 + . . .+ xn = 0;3) V3(x1, x2) = x2
1 − x2

2 - çíàêîïåðåìåííàÿ �óíêöèÿ, ò. å. íå âõîäèò âîïðåäåëåííûå âûøå êëàññû.Òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè. Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñò-íîñòè òðèâèàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (α = 0) ñèñòåìû (4.19) ñó-ùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ �óíêöèÿ V (x), ïðîèçâîäíàÿ êî-òîðîé â ñèëó ñèñòåìû òàêàÿ, ÷òî DtV ≤ 0, òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

x = 0 óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. 123



Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â ñèëó ñèñòåìû (4.19)

ẋj = Fj(x1, . . . , xn).Îïðåäåëåíèå 4.4. �àâåíñòâîì

DtV (x) =
n

∑

j=1

∂V

∂xj

Fj(x1, . . . , xn)îïðåäåëèì ïðîèçâîäíóþ â ñèëó ñèñòåìû (4.19) �óíêöèè V (x) = V (x1, . . . , xn).Åñëè

DtV ≡ 0,òî �óíêöèþ V (x1, . . . , xn) ïðèíÿòî íàçûâàòü å¼ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñè-ñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.19).Ïðèìåð 4.5. �àññìîòðèì ñèñòåìó

{

ẋ1 = −x2 − x2(x
2
1 + x2

2),

ẋ2 = x1 + x1(x
2
1 + x2

2),à òàêæå �óíêöèè

V1(x1, x2) = x1 + x2, V2(x1, x2) = x2
1 + x2

2,

DtV1(x1, x2) = −x2 − x2(x
2
1 + x2

2) + x1 + x1(x
2
1 + x2

2),

DtV2(x1, x2) = 2x1(−x2 − x2(x
2
1 + x2

2)) + 2x2(x1 + x1(x
2
1 + x2

2)) ≡ 0.Ôóíêöèÿ V2(x1, x2) � ïåðâûé èíòåãðàë ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîì ïðè-ìåðå ñèñòåìû.Ïðèìåð 4.6. Â ìåõàíèêå êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþñâîáîäû íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì
ẍ = f(x),ãäå f(x) � íåêîòîðàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ. Ýòî óðàâíåíèå, êàêîáû÷íî, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äâóõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ1 = x2, ẋ2 = f(x1), (x1 = x, x2 = ẋ).122

èëè

dy

dt
=
f(y) − y

t
.Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.Îòêóäà èìååì èíòåãðàë

∫

dy

f(y) − y
=

∫

dt

t
+ C, C ∈ R.Îäíîðîäíûì íàçûâàþò è ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, èìåþùåå íåñêîëüêîáîëåå îáùèé âèä

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0,â êîòîðîì M è N � îäíîðîäíûå �óíêöèè îäíîé è òîé æå ñòåïåíè m.Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ M(x, y) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ñòåïåíè m,åñëè ïðè âñåõ λ âûïîëíåíî òîæäåñòâî
M(λx, λy) = λmM(x, y).Ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè,åñëè ïîëîæèòü

y = ux.Îòìåòèì, ÷òî dy = xdu+ udx, ïîýòîìó

xm{M(1, u)dx+N(1, u)udx+N(1, u)xdu} = 0.Îáùåå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

F (u)dx+G(u)xdu = 0,ãäå F (u) = M(1, u) +N(1, u)u, G(u) = N(1, u).Ïðèìåð 1.9. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

(x+ 2y)dx− xdy = 0.ÇäåñüM(x, y) = x+2y,N = −x, ò. å. îäíîðîäíûå �óíêöèè ïåðâîé ñòåïåíè(m = 1). Ïîëîæèì y = ux. Ñíà÷àëà ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x(1 + 2u)dx− x(xdu+ udx) = 0.Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì

(1 + u)dx = xdu19



èëè

∫

dx

x
=

∫

du

1 + u
.Îòêóäà íàõîäèì, ÷òî

x = C(1 + u), C ∈ R.Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì x = C(1 +
y

x
)èëè y x2 − Cx

C

.Ïðèìåð 1.10. �åøèì óðàâíåíèå

(x− y cos
y

x
)dx+ x cos

y

x
dy = 0.Ñäåëàåì çàìåíó y = ux. Ïîëó÷àåì

(x− xu cosu)dx+ x cos u(xdu+ udx) = 0èëè

dx

x
+ cosudu = 0.Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

ln |x| + sinu = C, C ∈ Rèëè

ln |x| + sin
y

x
= C.Ê îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì ïðèâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà

dy

dx
= f

(

a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)

.Ïóñòü ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

a1x+ b1y + c1 = 0, a2x+ b2y + c2 = 0èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = x0, y = y0. Òîãäà çàìåíà
x = x0 + u, y = y0 + v20

Â ñëó÷àå á) ñèñòåìà èìååò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x1 = x2 = 0 (íóëåâîåñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ), à òàêæå ñåìåéñòâî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ x2
1 +

x2
2 = 1. Èõ íàõîäèì èç ðàññìîòðåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

{

x1(1 − (x2
1 + x2

2)) = 0,
x2(1 − (x2

1 + x2
2)) = 0.Óðàâíåíèå â ïóíêòå â) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �èçè÷åñêîãî ìàÿòíè-êà, åñëè g > 0, à ïðè g = 0 � óðàâíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Êàêîáû÷íî, åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãîïîðÿäêà

{

ẋ1 = x2,
ẋ2 = − sin x1 − gx2,ó êîòîðîé åñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x1 = πk, n ∈ Z(n = 0;±1;±2; . . .)è x2 = 0. Ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-ëÿþò äâà èç íèõ

x1 = 0, x2 = 0(x = 0); x1 = π, x2 = 0(x = π).Çàìåíà z(t) = x(t)− y ñâîäèò ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéê àíàëîãè÷íîé
ẋ = F (z + y),ó êîòîðîé óæå åñòü íóëåâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òàê ÷òî áåç íàðóøå-íèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé (4.19) èìååò íóëåâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à èçó÷åíèå óñòîé÷èâî-ñòè ïðîèçâîëüíî ñâåñòè ê àíàëîãè÷íûì âîïðîñàì äëÿ íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿðàâíîâåñèÿ.�àññìîòðèì íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ

V (x) = V (x1, . . . , xn).Ïóñòü x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) � ðåøåíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé (4.19). Ïîëîæèì W (t) = V (x(t)). Òîãäà

d

dt
W (t) =

n
∑

j=1

∂V

∂xj

ẋj =
n

∑

j=1

∂V

∂xj

Fj(x1, . . . , xn).121



4.3. Ìåòîä �óíêöèé ËÿïóíîâàÂ ýòîì ðàçäåëå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ñèñòåìàäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé àâòîíîìíà. Èçëîæåííàÿ íèæå ìåòîäèêàèññëåäîâàíèÿ, êîíå÷íî, äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà íå àâòîíîìíûé ñëó÷àé,íî, êàê ïðàâèëî, ýòè îáîáùåíèÿ íîñÿò ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð èðåäêî èñïîëüçóþòñÿ â òðàäèöèîííûõ ïðèëîæåíèÿõ.Èòàê, ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = F (x), (4.19)ãäå, êàê è ðàíåå, x = colon(F1(x1, . . . , xn), . . . , Fn(x1, . . . , xn)). Êîìïîíåí-òû âåêòîð-�óíêöèè F (x), ò. å. Fj(x1, . . . , xn), íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-ðóåìû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûåïðîèçâîäíûå ∂Fj

∂xk

).Åñëè óðàâíåíèå (4.19) äîïîëíèòü íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(0) = a, a ∈ Rn, (4.20)òî óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ õàðàêòåðèçóþò ëîêàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü çà-äà÷è Êîøè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìîæíî óêàçàòü òàêîå T = T (a), ÷òî çàäà÷àÊîøè èìååò ýêâèâàëåíòíîå ðåøåíèå ïðè t ∈ (−T (a), T (a)).Ïóñòü x(t) = y (y ∈ Rn, y = colon(y1, . . . , yn), yj = const) � ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (4.19). Òàêîå ðåøåíèå íàçûâàþò ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ, è åãîêîîðäèíàòû ñëåäóåò íàõîäèòü êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíå-íèé

F (y) = 0 (4.21)Ïðèìåð 4.4. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìûà) ẋ = x− x3, x = x(t) ∈ R,á) {

ẋ1 = x1 − x1(x
2
1 + x2

2),

ẋ2 = x2 − x2(x
2
1 + x2

2),â) ẍ+ gẋ+ sin x = 0, g ≥ 0.Â ñëó÷àå à) óðàâíåíèå èìååò òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0,
x = 1, x = −1, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ êàê êîðíè óðàâíåíèÿ x− x3 = 0.120

ñâîäèò äàííîå óðàâíåíèå ê îäíîðîäíîìó
dv

du
= f

(

a1u+ b1v

a2u+ b2v

)

.Åñëè óêàçàííàÿ âûøå ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåèìååò ðåøåíèé, òî
a1

a2

=
b1
b2

= λè, ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà
a2x+ b2y + c2 = vïðèâîäèò åãî ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

v′ = b2f

(

λv + c1 − λa2

v

)

= g(v).Íàêîíåö, èñêëþ÷èòåëüíûé âàðèàíò íàëè÷èÿ ó ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé ñåìåéñòâà ðåøåíèé, ýêâèâàëåíòíîãî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè êî-ý��èöèåíòîâ: a1 = λa2, b1 = λb2, c1 = λc2. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå íàñàìîì äåëå èìååò ñëåäóþùèé âèä

dy

dx
= f(λ),ðåøåíèå

y = f(λ)x+ C, C ∈ R,ãäå f(λ) � ïîñòîÿííàÿ.Ïðèìåð 1.11. �åøèòü óðàâíåíèå

(2x− 4y + 6)dx+ (x+ y − 3)dy = 0.Ñèñòåìà óðàâíåíèé

2x− 4y + 6 = 0, x+ y − 3 = 0èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x0 = 1, y0 = 2. Çàìåíà

x = u+ 1, y = v + 221



ïðèâîäèò äàííîå óðàâíåíèå ê îäíîðîäíîìó

(2u− 4v)du+ (u+ v)dv = 0,êîòîðîå èìååò èíòåãðàë (ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî)

u
(v − 2)3

(v − 1)2
= C, C ∈ R.Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì

(y − 2x)3 = C(y − x− 1)2.Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dx
= f(x, y)íàçûâàåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì, åñëè �óíêöèÿ f(x, y) îêàçàëàñü êâàçèîäíî-ðîäíîé �óíêöèåé ñòåïåíè β−α ïåðåìåííûõ x, y (ñ âåñàìè α è β ñîîòâåò-ñòâåííî). Íàïîìíèì, ÷òî �óíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ êâàçèîäíîðîäíîéñòåïåíè k ñ âåñàìè α è β, åñëè ïðè íåêîòîðûõ α, β ∈ R ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî

f(λαx, λβy) = λkf(x, y).Êâàçèîäíîðîäíîå óðàâíåíèå çàìåíîé

y = ux
β

αïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè
xu′ +

(

β

α

)

u = f(1, u)èëè

xu′ = g(u) ≡ f(1, u) − β

α
u.Ïðèìåð 1.12. Óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå

dy

dx
=

4x6 − y4

2x4yÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì, è ðåøèòü åãî.22

Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ýòîé ìàòðèöû ñòîÿò ÷èñëà c1, c2, . . . , cn. ×èñëà cjñ èíäåêñàìè j > n èëè j < 0 çàìåíÿþòñÿ 0.�ëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû �óðâèöà
∆1 = c1, ∆2 =

∣

∣

∣

∣

c1 c0
c3 c2

∣

∣

∣

∣

, ∆3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

c1 c0 0
c3 c2 c1
c5 c4 c3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, . . . .Óïðàæíåíèå 4.7. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
P1(λ) = c1λ+ c0, P2(λ) = c2λ

2 + c1λ+ c0óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè èõ êîý��èöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåîá-õîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî, ÷òîáû îíè áûëè ìíîãî÷ëåíàìè�óðâèöà.Íà÷èíàÿ ñ n = 3, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óæå îòëè÷àþòñÿ îò óñëîâèé�àóñà � �óðâèöà. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà, ó êîòîðîãî âñå êî-ý��èöèåíòû ïîëîæèòåëüíû, íî òåì íå ìåíåå ó íåãî åñòü êîðíè â ïðàâîéïîëóïëîñêîñòè
P3(λ) = λ3 + 2λ2 + 2λ+ 40,ó êîòîðîãî åñòü êîðíè λ1 = −4, λ2,3 = 1 ± 3i(Reλ2,3 > 0).Óïðàæíåíèå 4.8. Ïóñòü

P3(λ) = λ3 + pλ2 + qλ+ r.Ïîêàçàòü, ÷òî äàííûé ìíîãî÷ëåí áóäåò ìíîãî÷ëåíîì �óðâèöà, åñëè

p, q, r > 0, pq − r > 0.Óïðàæíåíèå 4.9. Ïóñòü

P4(λ) = λ4 + pλ3 + qλ2 + rλ+ s.Ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí áóäåò ìíîãî÷ëåíîì �óðâèöà, åñëè

p, q, r, s > 0, p(rq − ps) − r2 > 0.Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â èíîé �îðìå

p(pq − r) − p2s > 0.119



h1 =

(

1
0

) è h2 =

(

0
1

), êîòîðûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â ýòîì ñëó÷àåñèñòåìà ïðèîáðåòàåò âèä ẋ1 = 0, ẋ2 = 0 è âñå ðåøåíèÿ òàêîâû

x1 = C1, x2 = C2, C1, C2 = const,è ïîýòîìó ñèñòåìà óñòîé÷èâà.Äëÿ ïðèëîæåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñîáåííî õàðàêòåðíàñèòóàöèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3. Åñëè ðàññìîò-ðåòü õàðàêòåðíîå óðàâíåíèå

det|A− λE| = 0,òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþ-ùåì âèäå

Pn(λ) = cnλ
n + cn−1λ

n−1 + . . .+ c0 = 0, (4.17)ãäå cj ∈ R (cn = 1). Ïðîâåðêà óñëîâèé ýòîé òåîðåìû, ñëåäîâàòåëüíî,ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è î ðàñïîëîæåíèè êîðíåéóðàâíåíèÿ (4.17) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.Åñëè n âåëèêî, òî ïðÿìîé ñïîñîá: íàõîæäåíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà(4.17) � òðóäíî ðåàëèçóåì. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êîñâåííûé ñïî-ñîá ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà

Reλk < 0. (4.18)Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà êîðíè ìíîãî÷ëåíà (4.17) ëåæàò âëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à ñîîòâåòñòâåííûé ìíîãî-÷ëåí íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì (ïîëèíîìîì) �óðâèöà. Áóäåì ãîâîðèòü,÷òî ïîëèíîì èìååò ñòàíäàðòíûé âèä, åñëè cn > 0(cn = 1).Êðèòåðèé Pàóñà � �óðâèöà îòðèöàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (4.17)Íåîáõîäèìîå óñëîâèå: âñå cj > 0. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå:ïîëîæèòåëüíîñòü âñåõ ãëàâíûõ äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû �óðâè-öà













c1 c0 0 . . . 0
c3 c2 c1 c0 0 . . . 0
c5 c4 c3 c2 c1 c0 0 . . . 0
. . . . . . 0
0 . . . 0 cn













.118

Ïóñòü x èìååò âåñ α, à y èìååò � β. ×òîáû ýòî óðàâíåíèå áûëî êâà-çèîäíîðîäíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
4λ6αx6 − λ4βy4

2λ4α+βx4y
= λβ−α 4x6 − y4

2x4y
.Ýòî òîæäåñòâî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

6α− 4α− β = 4β − 4α− β = β − α.Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, åñëè β = α
3

2 . Ïîýòîìó ïîëîæèì

y = ux
3

2 .Ïîëó÷àåì
du

dx
x

3

2 +
3

2
x

1

2u =
4x6 − u4x6

2x4ux
3

2èëè
x
du

dx
+

3

2
u =

4 − u4

2u
.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

2udu

(u2 + 4)(u2 − 1)
+
dx

x
= 0è óæå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ èìååì

ln

∣

∣

∣

∣

u2 − 1

u2 + 4

∣

∣

∣

∣

+ 5 ln |x| = C,C ∈ R,

(

u2 − 1

u2 + 4

)

x5 = C.Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì (x, y), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

y2 − x3

y2 + 4x3
x5 = C.

23



1.6. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿÓðàâíåíèå âèäà

dy

dx
= a(x)y + b(x) (1.16)íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì. Óðàâíåíèå âèäà

dy

dx
= a(x)y (1.17)íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòèîáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.16), íóæíî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.17)è íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.17).Óðàâíåíèå (1.17) åñòü óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.Êàê èçâåñòíî èç �1.4, îíî èíòåãðèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

dy

dx
= a(x)y,

dy

y
= a(x)dx,

∫

dy

y
=

∫

a(x)dx, ln |y| =

∫

a(x)dx+ C.Îòêóäà ðåøåíèå (1.17) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

y(x) = Ce
∫

a(x)dx, (1.18)ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.16)ìû ïðèìåíèì ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Ñóòü äàííîãîìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü C = C(x), ò. å. âðåìåííî áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ áóäåò âàðüèðîâàòüñÿ íà íåêîòî-ðîì îòðåçêå. Ïîäñòàâèâ (1.18) â (1.16) ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî äëÿ C,ïîëó÷àåì

y′ = C ′e
∫

a(x)dx + Ce
∫

a(x)dxa(x) = a(x)Ce
∫

a(x)dx + b(x),

C ′e
∫

a(x)dx = b(x), C =

∫

b(x)e−
∫

a(x)dxdx+ C1.Èòàê, â îêîí÷àòåëüíîé �îðìå îáùàÿ �îðìóëà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.16)ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå
y = e

∫

a(x)dx

[

C1 +

∫

b(x)e−
∫

a(x)dxdx

]

, (1.19)24

Äåéñòâèòåëüíî, â òàêîì ñëó÷àå ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé (4.16) èìååò íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå
x(t) = exp (λmt)hm,ãäå hm ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λm, ò.å. Ahm = λmhm, hm 6= 0.Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk ìàòðèöû Añïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
Reλk = αk ≤ 0è äëÿ òåõ λm, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
Reλm = 0,âûïîëíåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî àëãåáðàè-÷åñêàÿ êðàòíîñòü rm ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λm ñîâïàäàåò ñ åãî ãåîìåòðè-÷åñêîé êðàòíîñòüþ gm. Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñèñòåìà äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.16) óñòîé÷èâà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

rm 6= gm ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñèñòåìà (4.16) íåóñòîé÷èâà.Óïðàæíåíèå 4.6. Äîêàçàòü òåîðåìó 2.5.Ïðîèëëþñòðèðóåì âòîðóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ. �àññìîò-ðèì ñèñòåìó (4.16) â ñëó÷àå, êîãäà

x(t) ∈ R2, A =

(

0 1
0 0

)

.Çäåñü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 = 0, îíî äâóêðàòíî è èìååò ñîáñòâåííûéâåêòîð e =

(

1
0

) è ïðèñîåäèíåííûé h =

(

0
1

). Â äàííîì ñëó÷àå åñòüíåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå

x(t) = t

(

1
0

)

+

(

0
1

)

=

(

t
1

)

.Åñëè æå âûáðàíà ìàòðèöà A =

(

0 0
0 0

), òî è îíà èìååò äâóêðàòíîåñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 = 0, åìó ñîîòâåòñòâóþò äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà117



òàê êàê

lim
t→+∞

x(t) = π.Åñëè ïðè èçó÷åíèè ñèñòåìû (4.12) îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ âñåõ Ej(t) âû-ïîëíåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

lim
t→+∞

Ej(t) = 0,òî íóëåâîå ðåøåíèå è âñå îñòàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû. Çäåñü

{Ej(t))} � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé.Áîëåå äåòàëüíî óäàåòñÿ ðàññìîòðåòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìûîäíîðîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíîì, íî âàæíîì äëÿïðèëîæåíèé ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A(t) ïîñòîÿííàÿ, ò. å. A(t) = A èëè

A(t) = {ajk}, ajk ∈ R, ãäå j, k = 1, . . . , n. Èòàê, ðàññìîòðèì ñèñòåìóäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = Ax. (4.16)Îáîçíà÷èì ÷åðåç λk ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. ×åðåç rk îáî-çíà÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ êðàòíîñòü ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè ñîá-ñòâåííîå çíà÷åíèå λk ïðîñòîå, òî rk = 1.Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk ñïðàâåäëè-âû íåðàâåíñòâà Reλk < 0, òîãäà ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé(4.16) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.Èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 2 âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèÿ, âõîäÿùèå â �óíäà-ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó Ej(t) = exp (λjt)Pj(t), ãäå

Pj(t) = qjmj
tmj + . . .+ q0, qj ∈ Cn,ò. å. âåêòîðû, êîìïîíåíòàìè êîòîðûõ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-íûå ÷èñëà. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Pj(t) ðàâíà mj ≤ N . Îñòàëîñü âñïîì-íèòü, ÷òî | exp (λjt)| = eαjt, ãäå αj = Reλj è

lim
t→+∞

eαjttmj = 0ïðè α < 0 è ëþáîì mj.Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λk ìàòðèöû A ìîæíîóêàçàòü îäíî èëè íåñêîëüêî òàêèõ, ÷òî Reλm = αm > 0. Òîãäà ñèñòåìà(4.12) íåóñòîé÷èâà(âïîëíå íåóñòîé÷èâà).116

êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
y = ϕ1(x)C1 + ϕ2(x),ãäå ϕ1(x) = e

∫

a(x)dx � ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à
ϕ2(x) = e

∫

a(x)dx
∫

b(x)e−
∫

a(x)dxdx � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.16).Ïðèìåð 1.13. �åøèòü ñëåäóþùåå ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

x(y′ − y) = ex.Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûìóðàâíåíèåì (1.16). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x,ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
y′ = y +

ex

xÄàëåå, ïðèìåíèâ �îðìóëó (1.19), ïîëó÷àåì
ϕ1(x) = e

∫

dx = ex,

ϕ2(x) = ex

∫

ex

x
· 1

ex
dx = ex ln |x|.Îòâåò: y(x) = ex[C + ln |x|].Çàìå÷àíèå 1.3. Íå âñåãäà ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1.16)ìîæåò áûòü çàïèñàíî â "ñòàíäàðòíîì âèäå"(1.16). Èíîãäà èìååò ñìûñëïîïðîáîâàòü äðóãèì òèïîì ïåðåõîäà îò îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîéê äðóãîé. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå.Ïðèìåð 1.14. �åøèòü ñëåäóþùåå ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

(sin2 y + x ctg y)y′ = 1.Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y íåÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (1.16). Ïîñëå ñìåíû y íà x èìååì óðàâíåíèåâèäà (1.16), íî óæå îòíîñèòåëüíî äðóãîé ïåðåìåííîé. Èòàê,

(sin2 y + x ctg y)
dy

dx
= 1,

dx

dy
= sin2 y + x ctg y,

x′ = x ctg y + sin2 y.Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (1.19), ãäå

ϕ1(y) = e
∫

ctg ydy = sin y,25



ϕ2(y) = sin y

∫

sin2 y · 1

sin y
dy = − cos y sin y.Îòâåò: x(y) = sin y(C − cos y sin y).�åøåíèÿ óðàâíåíèé (1.16) è (1.17) ìîæíî çàïèñàòü è èíîé, îòëè÷íîéîò �îðìóë (1.18) è (1.19), �îðìå. Èíàÿ �îðìà çàïèñè óäîáíà, åñëè óðàâ-íåíèÿ (1.16) è (1.17) ðàññìàòðèâàþòñÿ âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(x0) = y0.Òîãäà �îðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.17), ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëî-âèÿ, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

y(x) = y0e

x
∫

x0

a(t)dt

. (1.18a)À �îðìóëó (1.19) â ñëåäóþùåì âèäå:

y = e

x
∫

x0

a(t)dt



y0 +

x
∫

x0

b(z)e
−

z
∫

z0

a(t)dt

dz



 . (1.19a)Ïðè âûâîäå �îðìóë (1.18a), (1.19a) èñïîëüçóþò õîðîøî èçâåñòíîå óòâåð-æäåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà î òîì, ÷òî èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûìâåðõíèì ïðåäåëîì

Φ(x) =

x
∫

x0

ϕ(t)dtÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ �óíêöèè ϕ(x).Ïðèìåð 1.15. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè

y′ + y cosx = e− sin x, y(0) = 0.Ïðèìåíèì �îðìóëó (1.19a)

y(x) = e
−

x
∫

0

cos tdt

[

x
∫

0

e− sin ze

z
∫

0

cos tdt
dz

]

=

= e
−

x
∫

0

cos tdt
[

x
∫

0

e− sin z+sin zdz

]

= xe− sin x.26

Óïðàæíåíèå 4.3. Ïðîâåðèòü óêàçàííîå âûøå óòâåðæäåíèå. Ïðî-âåðêà ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ �àêòîâ áàçèðóåòñÿ íà �îðìóëàõ äëÿ îá-ùåãî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ
x(t) =

1

C exp (−t) − 1
, C ∈ R.�åøåíèå x(t) = 0 � îñîáîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ.Òåîðåìà 4.2. Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ y(t)íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.11) íåîáõîäèìîè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî íóëåâîå ðåøå-íèå ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.Óïðàæíåíèå 4.4. Äîêàçàòü òåîðåìó 4.2.Óïðàæíåíèå 4.5. Ïîêàçàòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.12) ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèÿì âñåõ å¼ ðåøåíèéïðè t ≥ t0. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 4.4. �åøåíèå x(t, t0, a) îãðàíè÷åííî ïðè t ≥ t0, åñëèñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ M, ÷òî ïðè t ≥ 0 âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî

||x(t, t0, a)|| ≤M.Çàìå÷àíèå 4.1. Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (4.12)ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî èçó÷èòü âîïðîñ îá îãðàíè÷åí-íîñòè ðåøåíèé ñîñòàâëÿþùèõ �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó {Ej(t)}, j =
1, . . . , n, òàê êàê îñòàëüíûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäåëèíåéíîé êîìáèíàöèè óêàçàííûõ ðåøåíèé Ej(t).Çàìå÷àíèå 4.2. Ýêâèâàëåíòíîñòü îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé óñòîé-÷èâîñòè, íàïðèìåð íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.12), õàðàêòåðíà äëÿ ëè-íåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Â èíûõ âàðèàíòàõ âûáîðà äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ýòîò �àêò íå èìååò ìåñòà.�àññìîòðèì óðàâíåíèå ẋ = −x+t, îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

x(t) = C exp (−t) + t − 1. Ïðè t ≥ 0 âñå ðåøåíèÿ íåîãðàíè÷åííû, íî âñåîíè óñòîé÷èâû.Âòîðîé ïðèìåð � ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

ẋ = sin2 x.Ïóñòü x(0) = a. Òîãäà ïðè a ∈ (0, π) ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè x(t) =
arcctg(ctga− t) � âñå îãðàíè÷åííû, íî ðåøåíèå x(t) ≡ 0 íåóñòîé÷èâî,115



Òåîðåìà 4.1. �åøåíèå y(t) óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëèó ñèñòåìû (4.12) óñòîé÷èâî íóëåâîå ðåøåíèå.Äîêàæåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òåîðåìû. Óñòîé÷èâîñòü ðåøå-íèÿ y(t) ñèñòåìû (4.11) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòüòàêîå δ = δ(ε) > 0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

||x(t) − y(t)|| < ε (4.13)ïðè t ≥ t0, åñëè òîëüêî

||x(t0) − y(t0)|| < δ. (4.14)Íî, êàê èçâåñòíî, âåêòîð-�óíêöèÿ

z(t) = x(t) − y(t) (4.15)óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîé ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.12),ïðè÷åì ëþáîå å¼ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå (4.15). Èçíåðàâåíñòâ (4.13), (4.14) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

||z(t)|| < ε, ||z(t0)|| < δ.Èç ïîñëåäíèõ äâóõ çàìå÷àíèé âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü è âòîðîé ÷à-ñòè òåîðåìû 4.1, ò. å. åñëè óñòîé÷èâî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.12), òîóñòîé÷èâî è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå y(t) ñèñòåìû (4.11).Êàê âûòåêàåò èç äàííîé òåîðåìû, ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ ñèñòåì ëèáî âñå îäíîâðåìåííî óñòîé÷èâû, ëèáî íåóñòîé÷èâû. Ïî-ýòîìó äîïóñòèìîé òåðìèíîëîãèåé ìîæåò áûòü ïîíÿòèå: "óñòîé÷èâàÿ ëè-íåéíàÿ ñèñòåìà"è "íåóñòîé÷èâàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà"("âïîëíå íåóñòîé÷è-âàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà").Â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé óñòîé÷èâîñòü � ýòî èíäèâèäóàëüíîåñâîéñòâî òîãî èëè èíîãî ðåøåíèÿ.Ïðèìåð 4.3. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

ẋ = x+ x2,ó êîòîðîãî åñòü ðåøåíèå x(t) = 0 è x(t) = −1 (òàêèå ðåøåíèÿ ïðèíÿòîíàçûâàòü ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå x(t) =
0 íåóñòîé÷èâî, à ðåøåíèå x(t) = −1 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.114

1.7. Óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè è �èêêàòèÎáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (1.16) ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
y′ = a(x)y + b(x)yn, n 6= 0, 1. (1.20)Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè n = 0äàííîå óðàâíåíèå åñòü ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, à ïðè n = 1èìååì äåëî ñ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.Âûïîëíèâ çàìåíó

z =
1

yn−1
,ìû ïðèâåäåì (1.20) ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (1.16). Ïî-êàæåì ýòîò ïåðåõîä

z′yn

1 − n
= a(x)y + b(x)yn, z′ = z(1 − n) + b(x)(1 − n).Ìû ïðèøëè ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ïåðå-ìåííîé z. Ïðîâîäÿ îáðàòíóþ çàìåíó, ìû ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (1.20).Ïðèìåð 1.16. �åøèòü óðàâíåíèå

y′ + 2y = y2ex.Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Ïðîâîäÿ çàìåíó

z =
1

y

, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó óðàâíå-íèþ
z′ = 2z − ex,ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

z = e2x(C + e−x), C ∈ R.À ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

y =
1

e2x(C + e−x)
.27



Ïðèìåð 1.17. �åøèòü óðàâíåíèå

y′x3 sin y = xy′ − 2y.Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷à-åì

x′ =
x

2y
− x3 sin y

2y
.Çàìåíà z =

1

x2

ïðèâîäèò íàñ ê óðàâíåíèþ

z′ = −z
y

+
sin y

y
.Ïðèìåíèâ �îðìóëó (1.19), ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå

z =
1

y
(C − cos y), C ∈ R.Ïðîâîäÿ îáðàòíóþ çàìåíó, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîé �îðìóëå ðåøåíèÿ

x2 =
y

C − cos y
.Çàìå÷àíèå 1.4. Èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî èñêîìàÿ �óíê-öèÿ íåîäíîçíà÷íàÿ è ðåøåíèå çàäàåòñÿ â âèäå äâóõ âåòâåé. Âûáîð âåòâèáóäåò çàâèñåòü îò çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé(çàäà÷à Êîøè). Êàê òîëüêîçàäà÷à Êîøè áóäåò ïîñòàâëåíà, ìû óæå ìîæåì âçÿòü êîíêðåòíîå åäèí-ñòâåííîå ðåøåíèå.Óðàâíåíèå âèäà

y′ + a(x)y + b(x)y2 = c(x) (1.21)íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �èêêàòè, êîòîðîå íå èíòåãðèðóåòñÿ ïðè ïðîèç-âîëüíûõ êîý��èöèåíòàõ ê êâàäðàòóðàì. Óðàâíåíèå (1.21) ìîæíî ïðèâå-ñòè ê óðàâíåíèþ Áåðíóëëè, åñëè èçâåñòíî êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå.×àñòíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü óãàäàíî èñõîäÿ èç âèäà ñâîáîäíîãî ÷ëåíà,â äàííîì ñëó÷àå èç âèäà c(x).Çàìå÷àíèå 1.5. Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ïðîáîâàòü ðå-øåíèå ëèáî â �îðìóëå ýêñïîíåíòû, íî â îáùåì âèäå, ëèáî â âèäå êâà-çèìíîãî÷ëåíà. 28

âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
z(t0) = a1, z

′(t0) = a2. . . . , z
(n−1)(t0) = an. (4.8)Çäåñü z(j) =

dz(t)

dt
, j = 1, 2, . . . .Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíûìè çàìåíàìè îò óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n ìîæ-íî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû èç n óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋ = F (t, x), (4.9)ãäå

x = colon(x1, . . . , xn), x1 = z, x2 = z′, . . . , xn = z(n−1),
F (t, x) = colon(F1, . . . , Fn), F = x1, . . . , Fn−1 = xn,

Fn = −f(t, x1, . . . xn), x(0) = a, a = colon(a1, . . . , an).
(4.10)Ïóñòü u(t, t0, b) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(t0) = b1, . . . , u
(n−1)(t0) = bn, b = (b1, . . . , bn).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) óñòîé÷èâî (íåóñòîé-÷èâî, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî), åñëè óñòîé÷èâî (íåóñòîé÷èâî, àñèìï-òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî) ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòå-ìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.9).4.2. Îáùèå òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåìäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé�àññìîòðèì ëèíåéíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+ f(t), (4.11)ãäå
A(t) = {ajk(t)}, j, k = 1, . . . , n, f(t) = colon(f1(t), . . . , fn(t)).Ïóñòü

ẋ = A(t)x (4.12)ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à

y(t) � êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ñèñòåìû (4.11). Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå.113



Óïðàæíåíèå 4.2. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâóâûÿñíèòü, íå óñòîé÷èâû ëè ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé ñ óêàçàííûìèíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè1) ẋ =
αx

t
, x(1) = 0;2) ẋ = 1 + t− x, x(0) = 0;3) ẋ = sinx2, x(0) = 0.Óêàçàíèå. Â ïåðâîì ñëó÷àå îòâåò çàâèñèò îò ïàðàìåòðà α. �åøåíèåçàäà÷è Êîøè

ẋ =
αx

t
, x(1) = βèìååò âèä x(t) = βtα (ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòèíåëüçÿ îòêàçàòüñÿ îò ïåðâîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ. Äàæå åñëè âñå ðåøåíèÿïðè t → +∞ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèåóñòîé÷èâî. Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ1 =
x1

t
− t3x1x

2
2, ẋ2 = −x2

t
,

x1(t0) = a1, x2(t0) = a2, t0 > 0.Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t0 = 1. Òîãäà

x1(t) = x1(t, 1, a1, a2) = a1t exp−a2
2(t− 1) = a1t exp−a2

1(t− 1)),

x2(t) = x2(t, 1, a1, a2) =
a2

t
.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t → +∞ ïðåäåë x1(t), x2(t) ðàâåí 0 (ïðîâåðèòüñàìîñòîÿòåëüíî).Îäíàêî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ïðè a1 = δ2, a2 = δ áóäåì èìåòü, ÷òî�óíêöèÿ x1(t) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà ïðè t = δ2 (ïîêàçàòü ýòî). Ïðèýòîì x1(δ

2) = δ4 exp
1

δ2
e−1 > e−1, åñëè δ äîñòàòî÷íî ìàëî. Ñëåäîâàòåëüíî,ïðè t = tδ = δ2 èìååì íåðàâåíñòâî

||x(t)|| =
√

x2
1(tδ) + x2

2(tδ) ≥ e−1.�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n, ðàçðåøèìîå îò-íîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

z(n) = f(t, z, z′, . . . , z(n−1)) (4.7)112

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ�óíêöèþ y1

y = y1 + y∗, (1.22)ãäå y∗ � ÷àñòíîå ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì (1.22) â (1.21), ó÷èòûâàÿ, ÷òî y∗ íàé-äåíî, ïîëó÷àåì óæå èçâåñòíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè äëÿ íîâîé ââåäåííîéïåðåìåííîé y1. Äàëåå äåëàÿ çàìåíó, ñâîéñòâåííóþ ýòîìó êëàññó óðàâ-íåíèé, ìû ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ, èçó÷åííîìó â �1.6. Âîññòàíàâëèâàÿ âñå ïåðåõîäû, ìû ïîëó-÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.21). Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîåíà ïðèìåðå.Ïðèìåð 1.18. �åøèòü óðàâíåíèå
x2y′ + xy + x2y2 = 4.Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x2, ïîëó÷àåì
y′ +

y

x
+ y2 =

4

x2
.Çäåñü ñâîáîäíûé êîý��èöèåíò ðàâåí 4

x2

. ×àñòíîå ðåøåíèå ñëåäóåò èñ-êàòü â âèäå y∗ =
c

x
(c ∈ R). Ïîäñòàâèì åãî â èñõîäíîå óðàâíåíèå, îòêóäàíàõîäèì, ÷òî c = ±2, ò. ê. íàì íóæíî ÷àñòíîå ðåøåíèå, ìû âûáåðåì ëþ-áóþ êîíñòàíòó, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè c = 2. Ñäåëàâ çàìåíó (1.22), âíàøåì ñëó÷àå ìû ïðèäåì ê åå ñëåäóþùåìó âèäó

y = y1 +
2

x
.Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ y1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Áåðíóëëè

y′1 = −5y1

x
− y2

1.Âûïîëíÿÿ çàìåíó z =
1

y1

, ïîëó÷àåì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äè��åðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî z, ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü çà-ïèñàíî â âèäå

z = Cx5 − x

4
, C ∈ R.29



Äëÿ y1 ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå âûãëÿäèò êàê

y1 =
4

Cx5 − x
.Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò: y =

2

x
+

4

Cx5 − x

.1.8. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõÓðàâíåíèå âèäà

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (1.23)èëè

dy

dx
= −M(x, y)

N(x, y)íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ, åñëè ëåâàÿ ÷àñòü åãîåñòü äè��åðåíöèàë íåêîòîðîé �óíêöèè

M(x, y)dx+N(x, y)dy = df(x, y) (1.24)è â ýòîì ñëó÷àå äàííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.23) ëåãêî èíòå-ãðèðóåòñÿ

f(x, y) = C, (1.25)ãäå C, êàê è ðàíåå, ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèåîïðåäåëÿåò y êàê íåÿâíóþ �óíêöèþ îò x. Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèå, çàïè-ñàííîå â âèäå (1.25), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì, çàïèñàííûì â �îðìå èíòå-ãðàëà.Òåîðåìà 1.2.Ïóñòü �óíêöèè M(x, y), N(x, y) íåïðåðûâíî äè��åðåí-öèðóåìû â îáëàñòè D. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå (1.23) áûëî óðàâíåíè-åì â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
∂M

∂y
=
∂N

∂x
, (x, y) ∈ D. (1.26)Åñëè îáëàñòü D � îäíîñâÿçíàÿ, òî óñëîâèå (1.26) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-íûì.Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî ìàòåìàòè÷å-ñêîìó àíàëèçó. 30

Ïóñòü x(0) = a, a ∈ R. Äàííîå óðàâíåíèå èìååò íóëåâîå ðåøåíèå, åñëè
a = 0. Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çäåñü

x(t, a) = a exp(αt).Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû âûòåêàåò, ÷òî ïðè α ≤ 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-ñòâî |x(t, a)| ≤ |a|, åñëè, êîíå÷íî, t > 0. Ïîýòîìó â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàå-ìûõ âàðèàíòîâ âûáîðà α íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Åñëè æå äîïîëíè-òåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òî α < 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî, òàê êàê lim
t→+∞

x(t) = 0.Áîëåå òîãî, íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò è ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî, òàêêàê ðåøåíèÿ, îòëè÷íûå îò òðèâèàëüíîãî, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþýêñïîíåíòû ñ ïîêàçàòåëåì α < 0.Ïðè α > 0 íóëåâîå ðåøåíèå óæå íåóñòîé÷èâî, òàê êàê ìîæíî óòâåð-æäàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ta > 0, ïðè êîòîðîì |x(ta, a)| ≥ 1 âíå çà-âèñèìîñòè îò âûáîðà a. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíîïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå |a| exp (t) ≥ 1, òî åñòü exp(t) ≥ 1

|a| .Îêîí÷àòåëüíî, ïðè t ≥ t0 = ln |a|−1 ñïðàâåäëèâî óêàçàííîå íåðàâåí-ñòâî ( åñëè |a| > 0, òî ta = 0).Óïðàæíåíèå 4.1. Ïîêàçàòü, ÷òî îòìå÷åííûå óòâåðæäåíèÿ îñòàþòñÿâ ñèëå è ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó ðåøåíèþ x(t, a∗)1) ïðè α ≤ 0 îíî óñòîé÷èâî;2) ïðè α < 0 � àñèìïòîòè÷åñêè è äàæå ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî;3) ïðè α > 0 ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.Ïðèìåð 4.2. �àññìîòðèì óðàâíåíèå ẋ = αx3 âìåñòå ñ íà÷àëüíûìóñëîâèåì x(0) = a. Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå êàê óðàâíåíèå ñðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, íàõîäèì, ÷òî

x(t, a) = a(1 − 2αa2t)−
1

2 .Åñëè α < 0, òî lim
t→+∞

x(t, a) = 0 è, êîíå÷íî, |x(t, a)| ≤ |a|. Ïîñëåä-íåå îçíà÷àåò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ïðè òàêîì âûáîðå α àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî, íî, êîíå÷íî, íå ýêñïîíåíöèàëüíî.Åñëè α > 0, òî ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìàëîì a > 0 ñîîòâåòñòâóþùèåðåøåíèÿ íåïðîäîëæàåìû íà èíòåðâàëå (0,+∞).Ïðîñòî ïðîâåðÿåòñÿ íàëè÷èå ó �óíêöèè x = a(1 − 2αa2t)−
1

2 âåðòè-êàëüíîé àñèìïòîòû t =
1

2αa2

. 111



èç íåðàâåíñòâà ||a|| < δ âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

||x(t, t0, a)|| < ε.Îïðåäåëåíèå 4.2. �åøåíèå y(t, t0, b) áóäåì íàçûâàòü íåóñòîé÷èâûìïî Ëÿïóíîâó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ìîæíîóêàçàòü òàêîå δ è òàêîé ìîìåíò âðåìåíè tδ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿíåðàâåíñòâà

||aδ − b|| < δ, ||x(tδ, t0, aδ) − y(t0, t, b)|| ≥ ε0.Èç îòðèöàíèÿ îïðåäåëåíèÿ 4.1 ñëåäóåò ñ÷èòàòü òàêæå íåóñòîé÷èâûìðåøåíèå y(t, t0, b), êîòîðîå íåïðîäîëæàåìî ïðè t → +∞, èëè òàêîå, äëÿêîòîðîãî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè b íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà a∗, ÷òî ðå-øåíèå x(t, t0, a∗) íåïðîäîëæàåìî íà âåñü èíòåðâàë [t0,∞).Îïðåäåëåíèå 4.3. �åøåíèå y(t, t0, b) íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-÷èâûì, åñëè1) ýòî ðåøåíèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è2) äëÿ ëþáîãî ∆(t0) ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

||y(t, t0, b) − x(t, t0, a)|| < ∆ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

lim
t→+∞

||y(t, t0, b) − x(t, t0, a)|| = 0. (4.6)Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü � ýòî óñòîé÷èâîñòü ïîËÿïóíîâó ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì. Îòìåòèì, ÷òî åñëè óñëîâèå (4.6)çàìåíåíî íà ñëåäóþùåå

||y(t, t0, b) − x(t, t0, a) ≤M exp(−αt),òî ðåøåíèå y(t, t0, b) ïðèíÿòî íàçûâàòü ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâûì.�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, èëëþñòðèðóþùèõ îïðåäåëåíèÿ ýòî-ãî ðàçäåëà.Ïðèìåð 4.1. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
ẋ = αx, α ∈ R, x = x(t) ∈ R.110

Ïðèìåð 1.19. �àññìîòðèì óðàâíåíèå
ydx+ xdy = 0.Äàííîå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ. Äåéñòâè-òåëüíî, ïðîâåðèì äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2

∂M

∂y
= 1,

∂N

∂x
= 1.Èòàê, d(xy) = 0 � ïîëíûé äè��åðåíöèàë ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðåøåíèÿ çàäàþòñÿ �îðìóëîé xy = C. Îòìåòèì, ÷òîïðè C 6= 0 èíòåãðàëüíûå êðèâûå � ãèïåðáîëû, ïðè C = 0 èìååì y ≡ 0.Çàìå÷àíèå 1.6. Íå âñåãäà ëåãêî óäàåòñÿ îáíàðóæèòü ïîëíûé äè�-�åðåíöèàë, çíàÿ, ÷òî äàííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òàêîãî òèïà.Îïèøåì àëãîðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà.Èòàê, ïóñòü íàì èçâåñòíî, ÷òî âûïèñàííîå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå â�îðìå ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà. Âîçüì¼ì èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîìó âåðõ-íåìó ïðåäåëó îò ñëåäóþùåé �óíêöèè

x
∫

0

M(x, y)dx = G(x, y) + ϕ(y), (1.27)ãäå G(x, y) � íåêîòîðàÿ ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ, à ϕ(y) � íåèçâåñòíàÿ �óíê-öèÿ òîëüêî ïî ïåðåìåííîé y. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíûé äè��åðåíöèàë áó-äåò çàïèñûâàòüñÿ
dF = G(x, y) + ϕ(y). (1.28)Äëÿ îòûñêàíèÿ ϕ(y) ïðîäè��åðåíöèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü (1.27) ïî y èïðèðàâíÿåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ê N(x, y)

G′
y(x, y) + ϕ′(y) = N(x, y).Îòûñêàâ ϕ(y), ìû ïîëó÷èì ïîëíûé äè��åðåíöèàë. Ñëåäîâàòåëüíî, çà-òåì íå ñîñòàâèò òðóäà âûïèñàòü ðåøåíèå (1.24) â �îðìå ïåðâîãî èíòå-ãðàëà.Ïðèìåð 1.20. �åøèòü óðàâíåíèå

2xydx+ (x2 − y2)dy = 0.31



Ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåðèòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîãîäè��åðåíöèàëà. Íàéäåì òåïåðü åãî ñ ïîìîùüþ âûøåóêàçàííîãî àëãî-ðèòìà.

x
∫

0

M(x, y) =

x
∫

0

2xydx = x2y|xo + ϕ(y) = x2y + ϕ(y).Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî y è ïðèðàâíÿâ åãîN(x, y),ïîëó÷èì

x2 + ϕ′(y) = x2 − y2 ⇒ ϕ(y) = −y
3

3
.Èòàê, dF = x2y − y3

3

. Îòâåò: F = x2y − y3

3
= C.1.9. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ1. Ïóñòü óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò èñõîäíîé �óíêöèè

F (x, y′, y′′) = 0. (1.29)Çàìåíà y′ = u, ãäå u � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, ïðèâåäåò óðàâíåíèå(1.29) ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

F (x, u, u′) = 0.Åãî ðåøåíèå èìååò âèä u = u(x,C), ïîñëå ÷åãî èñõîäíàÿ �óíêöèÿ yíàõîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì.2. Ïóñòü óðàâíåíèå ÿâíî íå ñîäåðæèò íåèçâåñòíîé ïåðåìåííîé
F (y, y′, y′′) = 0 (1.30)Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (1.30) ïîíèæàåòñÿ íà åäèíèöó çàìåíîé y′ = p, ãäå

p = p(y) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ. Ïîýòîìó

dy

dx
= p,

d2y

dx2
=
dp

dx
=
dp

dy
· dy
dx

=
dp

dy
· p.Çàìå÷àíèå 1.7. Â ðåçóëüòàòå óêàçàííîé çàìåíû âîçìîæíà ïîòåðÿðåøåíèé y = const, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàíîâêîé.3. Ïóñòü óðàâíåíèå F (x, y, y′, y′′) = 0 îäíîðîäíî îòíîñèòåëüíî y, y′,÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

F (x, ty, ty′, ty′′) = tmF (x, y, y′, y′′).32

�åøåíèå çàäà÷è (4.3),(4.4) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x(t, t0, a). Åñëè
t0 = 0, òî áóäåì ïèñàòü x(t, a) ≡ x(t, 0, a). Î÷åíü ÷àñòî â ïðèëîæåíèÿõðàññìàòðèâàþò ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (4.3)

ẋ = F (x), (4.5)ãäå F (x) íå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì îò t. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿàâòîíîìíûìè(äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè). Åñëè x(t) ðåøåíèå ñèñòåìû(4.5) ïðè t ∈ (α, β), òî x(t − t0) ðåøåíèå òîé æå ñèñòåìû ïðè t ∈ (α +
t0, β+t0). Ïîýòîìó äëÿ àâòîíîìíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûáîð

t0 â íà÷àëüíîì óñëîâèè íå èãðàåò ïðèíöèïèàëüíîé ðîëè è áåç íàðóøåíèÿîáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t0 = 0.Îïðåäåëåíèå 4.1. �åøåíèå y(t, t0, b) ñèñòåìû (4.3) íàçûâàåòñÿ óñòîé-÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó ïðè t → +∞, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0, t0 ∈ R ñóùå-ñòâóåò δ = δ(ε, t0) òàêîå, ÷òî1) âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.3) , âêëþ÷àÿ ðåøåíèå y(t, t0, b), óäîâëåòâî-ðÿþùèå óñëîâèþ ||a− b|| < δ, îïðåäåëåíû â ïðîìåæóòêå [t0,∞);2) äëÿ ýòèõ ðåøåíèé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

||x(t, t0, a) − y(t, t0, b)|| < ε,ïðè âñåõ t ≥ t0.Èíûìè ñëîâàìè, ðåøåíèå y(t, t0, b) óñòîé÷èâî, åñëè äîñòàòî÷íî áëèç-êèå ê íåìó ðåøåíèÿ ïðè t0 öåëèêîì ïîãðóæàþòñÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ

ε-"òðóáó", ïîñòðîåííóþ îêîëî èññëåäóåìîãî ðåøåíèÿ y(t, t0, b) (ñì. íàðèñ. 4.1).
Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü δ ≤ ε.Åñëè F (t, x)|x=0 = 0, òî ñèñòåìà (4.3) èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

x(t, t0, 0) ≡ 0. Îíî óñòîé÷èâî, åñëè ñóùåñòâóåò δ = δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òî109



�ëàâà 4 Óñòîé÷èâîñòü4.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèéäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéÂ äàííîé ãëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé

ẋj = Fj(t, x1, . . . xn), j = 1 . . . n, (4.1)ãäå �óíêöèè Fj(t, x1, . . . xn) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1. Ôóíêöèè Fj(t, x1, . . . xn) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõïðè âñåõ t ≥ t0(to ∈ R).2. Ôóíêöèè Fj(t, x1, . . . xn) íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìû ïî ñîâî-êóïíîñòè ïåðåìåííûõ x1 . . . xn ïðè âñåõ t ≥ t0 (�óíêöèè Fj(t, x1, . . . xn)èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂Fj

∂xk

ïðè âñåõ t ≥ t0 è âñåõðàññìàòðèâàåìûõ xk, j, k = 1 . . . n).Ñèñòåìó (4.1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

xk(t0) = ak, (4.2)ãäå ak ∈ R. Ïîëîæèì

x = colon(x1, . . . , xn), a = colon(a1, . . . , an),

F (t, x) = colon(F1(t, x1, . . . , xn), . . . , Fn(t, x1, . . . , xn)).Â áîëåå ïðèâû÷íîé çàïèñè a = colon(a1, . . . , an) =





a1

. . .
an



 .Ýòè îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü èñõîäíóþ ñèñòåìó â âåêòîðíîé�îðìå

ẋ = F (t, x), (4.3)à óñëîâèÿ (4.2) ìîãóò áûòü òåïåðü çàïèñàíû òàêèì îáðàçîì
x(t0) = a. (4.4)
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Ïîðÿäîê òàêîãî óðàâíåíèÿ ïîíèæàåòñÿ íà åäèíèöó ïîäñòàíîâêîé y′ = yu,ãäå u � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ.4. Óðàâíåíèå F (x, y, y′) = 0 îäíîðîäíî â îáîáùåííîì ñìûñëå îòíî-ñèòåëüíî x è y. Â ýòîì ñëó÷àå âèä óðàâíåíèÿ äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ ïðèçàìåíå x íà tx è y íà tmy. Ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ïå-ðåéäóò äè��åðåíöèàëû è ïðîèçâîäíûå
dx→ tdx, dy → tmdy, d2y → tmd2y.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîõðàíåíèÿ âèäà óðàâíåíèåì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿóñëîâèå

F (tx, tmy, tm−1y′, tm−1y′′) = tmF (x, y, y′, y′′),êîòîðîå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íå ïðè ëþáîì m. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãîçíà÷åíèÿ m íàäî ïðèðàâíÿòü äðóã äðóãó ñóììû ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé

t â êàæäîì ñëàãàåìîì óðàâíåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ, âîîáùåãîâîðÿ, ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà. Åñëè èñêîìîå çíà÷åíèå m ñóùåñòâóåò,òî äåëàåòñÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ
x = et, y = uemt,ãäå t � íîâàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, à u(t) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíê-öèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå ÿâíî íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-íîé t è äîïóñêàþùåå ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ñîãëàñíî ñëó÷àþ 2.Ïðèìåð 1.21. �åøèòü óðàâíåíèå

y′′ = y′2.Ñïîñîá 1. Ýòî óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò y, ïîýòîìó çàìåíîé y′ = u,

u = u(x) îíî ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ u′ = u2, ðàâíîñèëüíîìó ñîâîêóï-íîñòè óðàâíåíèé u = 0 è du

u2
= dx. Èç ïîñëåäíåãî íàõîäèì u =

1

C1 − x
,

C1 ∈ R. Òàê êàê u =
dy

dx

, òî, èíòåãðèðóÿ íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó-÷àåì äëÿ y(x)
y = C, y = C2 − ln(C1 − x), C, C2 ∈ R. (1.31)Ñïîñîá 2. Óðàâíåíèå y′′ = y′2 îòíîñèòñÿ òàêæå ê òèïó, íå ñîäåð-æàùåìó ÿâíî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x. Ïîýòîìó ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ33



ïîíèæàåòñÿ íà åäèíèöó çàìåíîé y′ = p, ãäå p = p(y) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ�óíêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

y′ = p, y′′ =
dp

dy
pè óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

dp

dy
p = p2,ðàâíîñèëüíîìó ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé p = 0 è dp

p
= dy. Èç ïîñëåäíåãîíàõîäèì C1p = ey, C1 ∈ R. Âîçâðàùàÿñü ê �óíêöèè y(x), ïîëó÷àåì y′ = 0,à òàêæå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

C1
dy

dx
= ey.Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, íàõîäèì äëÿ y(x)

y = C, y = lnC1 − ln(C2 − x), C, C2 ∈ R. (1.32)�åçóëüòàòû (1.31) è (1.32) ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ïðîèç-âîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.Ïðèìåð 1.22. �åøèòü óðàâíåíèå

yy′′ = y′2.Óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, òàê êàê ñîõðàíÿåò ñâîé âèä ïîñëå çàìå-íû y, y′ è y′′ íà ty, ty′ è ty′′ ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîíè-çèòü åãî ïîðÿäîê íà åäèíèöó, ïîëàãàÿ y′ = yu, ãäå u � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ�óíêöèÿ. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ y′ è y′′ èìååì

y′ = yu, y′ = y′u+ yu′ = y(u2 + u′),ïîñëå ÷åãî èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä
y2(u2 + u′) = y2u2,îòêóäà y = 0 è u′ = 0. Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì
u = C1 =

y′

y
, C1 ∈ R,34

3.7. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ�åøèòü ñèñòåìû, çàïèñàííûå â âåêòîðíîé �îðìå ẋ = Ax

3.1. ẋ = Ax, A =





1 1 −1
−1 2 −1
2 −1 4



 , 3.2. ẋ = Ax, A =





1 0 2
0 1 −4
−1 0 −2



 ,

3.3. ẋ = Ax, A =





2 0 −1
1 −1 0
3 −1 −1



 , 3.4. ẋ = Ax, A =





0 1 1
1 1 0
−1 0 1



 ,Íàéòè eA

3.5. A =

(

3 0
0 3

)

, 3.6. A =

(

3 −2
4 −1

)

,

3.7. A =





−3 2 2
−3 −1 1
−1 2 0



 , 3.8. A =





4 −1 −1
1 2 −1
1 −1 2



 ,�åøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

3.9.

{

ẋ = y + cos t,
ẏ = 1 − x,

x(0) = y(0) = 1,

3.10.

{

ẋ = 2x+ y − 7te−t − 3,
ẏ = 2y − x− 1,

x(0) = y(0) = 1,

3.11.

{

ẋ = 2x+ 4y − 8,
ẏ = 3x+ 6y + t,

x(0) = y(0) = 1,

3.12.

{

ẋ = −y + cos t,
ẏ = −x+ sin t,

x(0) = y(0) = 1.Óêàçàíèå: Â çàäà÷àõ 3.1 � 3.4 ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä èç ï. 3.4. Îñîáîåâíèìàíèå ñëåäóåò îáðàòèòü íà ñëó÷àé, êîãäà ó ìàòðèöû åñòü êðàòíûåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.Â çàäà÷àõ 3.6 � 3.9 ïðè íàõîæäåíèè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû óäîáíåå èáûñòðåå èñïîëüçîâàòü ìåòîä âòîðîé ÷àñòè ï. 3.4, ãäå èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì,ñâÿçàííûé ñ ðåøåíèåì çàäà÷ Êîøè.Â çàäà÷àõ 3.9 � 3. 12 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäàìè èç ï. 3.6.
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Èíîãäà ðåçóëüòàòà ìîæíî äîñòèãíóòü ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ íîâûõâñïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ.Ïðèìåð 3.13. �àññìîòðèì ñèñòåìó

{

ẋ1 = 2x1 + x2 + 2et,
ẋ2 = x1 + 2x2 − 3et.Åñëè èõ ñëîæèòü, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d

dt
(x1 + x2) = 3x1 + 3x2 − et.Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

d

dt
(x1 − x2) = x1 − x2 + 5et.Ïîëîæèâ u1 = x1 + x2, u2 = x1 − x2, ïîëó÷èì äâà îòäåëüíûõ óðàâíåíèÿïåðâîãî ïîðÿäêà

u̇1 = 3u1 − et, u̇2 = u2 + 5et,îòêóäà u1(t) = C1e
3t +

1

4
et, u2(t) = C2e

t + 5tet.Ïîñëå ÷åãî ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

{

x1 + x2 = C1e
3t +

1

4
et,

x1 − x2 = C2e
t + 5tet.Ñëåäîâàòåëüíî,



















x1 = α1e
3t + α2e

t +
1

8
et +

5

2
tet,

x2 = α1e
3t − α2e

t +
1

8
et − 5

2
tet,ãäå α1 =

C1

2
, α2 =

C2

2
, òî åñòü ïî-ïðåæíåìó ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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ïîñëå ÷åãî âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðåìåííîé y(x)
y = 0, y = C2e

C1x (C2 6= 0).�åøåíèå y = 0 ìîæíî âêëþ÷èòü â ïîñëåäíþþ �îðìóëó, "ðàçðåøèâ" C2ïðèíèìàòü çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ.Ïðèìåð 1.23. �åøèòü óðàâíåíèå
y2 = x3y′′.Óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì îòíîñèòåëüíî y è ïðîèçâîäíûõ. Íîïðè ïåðåõîäå

x→ tx, y → tmy, y′′ =
d2y

dx2
→ tmd2y

t2dx2
= tm−2 d

2y

dx2
,ïðèðàâíèâàÿ ñóììû ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé t â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâ-íåíèÿ, íàõîäèì

2m = 3 + (m− 2),îòêóäà m = 1. Óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì â îáîáùåííîì ñìûñ-ëå. Çàìåíà ïåðåìåííûõ
x = et, y = uetïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ü + u − u2 = 0. Ýòî óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ÿâ-íî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t è ïîýòîìó ìîæåò áûòü ðåøåíî ðàçíûìèñïîñîáàìè, â òîì ÷èñëå è ïîíèæåíèåì ïîðÿäêà ñîãëàñíî ñëó÷àþ 2.Ïðèìåð 1.24. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

y′′ + ω2 sin y = 0, y(0) = y0, y
′(0) = 0.Óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ÿâíî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, ïîýòîìó ìîæíîïîíèçèòü åãî ïîðÿäîê, ïîëàãàÿ y′ = p, ãäå p = p(y) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ�óíêöèÿ. Äàëåå íàõîäèì

y′′ =
dp

dy
· dy
dx

=
dp

dy
p, pdp+ ω2 sin ydy = 0,

p2

2
= ω2(cos y − cos y0), p = ±ω

√

2(cos y − cos y0),

p =
dy

dx
= ±ω

√

2(cos y − cos y0).35



Íàêîíåö, ïîëó÷àåì

x =
1

ω
√

2

y
∫

y0

dy√
cos y − cos y0

.Èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ â òàê íàçûâàåìûõ ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèÿõ, êî-òîðûå íå âõîäÿò â øèðîêî èçâåñòíûé êëàññ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Èõîòíîñÿò ê ñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì.1.10. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿÍàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:1.1. y′ = sin y.1.2. y′ = x+ y + 1.1.3. y′ =
√

4y2 − 1, y(0) =
1

2

.1.4. y(x) = 1 +

x
∫

0

y(t)dt.1.5. (y2 + xy2)dx+ (x2 − yx2)dy = 0.1.6. xy′ =
√

x2 + y2 + y.1.7. (3x− 7y − 3)y′ + (7x− 3y − 7) = 0.1.8. xy′ = y cos(ln
y

x
).1.9. y′ = y, y(0) = 1.1.10. y′ = −y, y(0) = 2.1.11. y′ = −y2, y(0) = 1.1.12. (1 − x)dy − ydx = 0, y(0) = 1.1.13. xdy − ydx = 0, y(1) = 1.1.14. (y4 − 3x2)dy + xydx = 0.1.15. y′ − 2x

1 + x2
y = 0, y(1) = 2.1.16. y′ + 1

x
y = 3x, y(1) = 1.1.17. y′ + 3

x
y =

2

x3
, y(1) = 1.1.18. y′ − 2xy = 2x3y2, y(0) = 1.1.19. y′ + x

1 − x2
y = x

√
y. 36

ìîæåò, â ýòîì ñëó÷àå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå ýêîíîìè÷åíìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ. Â ï. 3.6 ïðåäñòàâëåíû äâà ìåòîäà èíòåãðè-ðîâàíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Âûáîð ñïîñîáà ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ìîòèâèðóåòñÿ âû÷èñëèòåëü-íîé ñëîæíîñòüþ åãî ïðèìåíåíèÿ. Íî ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ ñè-ñòåì íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè, êàê ïðàâèëî, â ñëó÷àå ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èçäâóõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, èíîãäà öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü èíûå,ìåíåå óíèâåðñàëüíûå ïðèåìû, ñâÿçàííûå ñ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçî-âàíèÿìè óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñ-ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñâåäåíèÿ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ óðàâíåíèé, ê îäíî-ìó ñêàëÿðíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòîòìåòîä äàëåêî íå óíèâåðñàëåí è ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñâåäå-íèå "ïîëó÷àåòñÿ". Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ïðèåì íà ÷àñòíûõ ïðèìåðàõ.Ïðèìåð 3.12. �àññìîòðèì ñèñòåìó
ẋ1 = −x2 + et, ẋ2 = x1 + 1.Êîíå÷íî, îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç óêàçàííûõ ðàíååñïîñîáîâ. Íî åñëè ïðîäè��åðåíöèðîâàòü ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïî

t, òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ẍ1 = −ẋ2 + et. Òåïåðü ẋ2 ìîæíî èñêëþ÷àòü ñïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

ẍ1 = −(x1 + 1) + etèëè
ẍ1 + x1 = et − 1.Îáùåå ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ

x1(t) = C1 cos t+ C2 sin t+
1

2
et − 1.Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì, ÷òî

x2(t) = et − (−C1 sin t+ C2 cos t+
1

2
et).Èòàê, ïîëó÷èëè ðåøåíèå â êîîðäèíàòíîé �îðìå











x1 = C1 cos t+ C2 sin t+
1

2
et + 1,

x2 = C1 sin t− C2 cos t+
1

2
et.105



Àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, åñëè f(t) âåêòîð-íûé êâàçèìíîãî÷ëåí.Ïóñòü

f(t) = (
m

∑

k=0

p(k)tk)eγt,ãäå m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

p(k) =





βk1

. . .
βkn



 , βkj ∈ R(C).Åñëè γ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

det(A− λE) = 0,òî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ìîæíî èñêàòü â àíàëîãè÷íîé �îðìå

v(t) = (
m

∑

k=1

Q(k)tk)eγt, Q(k) =





ψk1

. . .
ψkn



 , ψkj ∈ R(C).Êîìïîíåíòû ψkj ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ ïðè ïîäñòàíîâêå âåêòîð-�óíêöèè

v(t) â ñèñòåìó (3.36) è ïðèðàâíèâàíèè ñëàãàåìûõ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-íÿõ t. Ñ ó÷åòîì íåðåçîíàíñíîñòè γ êîìïîíåíòû âåêòîðîâ Q(k) íàõîäÿòñÿîäíîçíà÷íî.Ñëó÷àé, êîãäà γ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ,ñëîæíåå. Ïóñòü γ = λs, ãäå λs êîðåíü êðàòíîñòè ks õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ.Óïðàæíåíèå 3.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â�îðìå

v(t) = (
m+s
∑

k=0

Q(k)tk)eλst,ò. å. êâàçèìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè m+ s, ãäå m � ñòåïåíü êâàçèìíîãî÷ëåíà
f(t) =

m
∑

k=0

(p(k)tk)eλjt.Îòìåòèì, ÷òî ðåçîíàíñíûé ñëó÷àé ïðèâîäèò ÷àñòî ê îòûñêàíèþ êîý�-�èöèåíòîâ âåêòîðíîãî ìíîãî÷ëåíà äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíè t. Áûòü104

1.20. xy′ + y = y2 ln x, y(1) = 1.1.21. y′ = −y2 + 1 + x2.1.22. y′ = y2 − xy − x.1.23. y′ = y2 − (2x+ 1)y + x2 + 2x.Óêàçàíèå: Â ïîñëåäíèõ äâóõ óðàâíåíèÿõ ìîæíî íàéòè ÷àñòíîå ðåøå-íèå ñëåäóþùåãî âèäà
y = ax+ b, a, b ∈ R.1.24. (3x2 + 6xy2)dx+ (6x2y + 4y3)dy = 0.1.25. xdx+ ydy = 0.1.26. 1

x
dy − y

x2
dx = 0.1.27. xdx+ ydy +

ydx− xdy

x2 + y2
= 0.1.28. y′ = y − y3.

37



�ëàâà 2Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ.Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ2.1. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêàÄè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà èìååò âèä

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0 (2.1)èëè â ðàçðåøåííîì îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé y(n) âèäå

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)). (2.2)Ëþáàÿ �óíêöèÿ y(x), èìåþùàÿ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûåäî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (2.1) èëè(2.2), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðå-øåíèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå òî÷êè ìàñ-ñû m ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû F = F (t, x, x′), çàâèñÿùåé îò ìîìåíòà t,ïîëîæåíèÿ x è ñêîðîñòè òî÷êè ẋ. Ýòî äà¼ò íàì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå äâèæåíèÿ

m
d2x

dt2
= F (t, x,

dx

dt
)� ïðîñòåéøèé âàðèàíò óðàâíåíèé Íüþòîíà. Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâ-íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü x îò t, ò. å. äâèæåíèåòî÷êè ïîä âîçäåéñòâèåì ñèëû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿçàäà÷è ìû äîëæíû çàäàòü åùå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ, à èìåííîïîëîæåíèå è åå ñêîðîñòü â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0

x
∣

∣

∣

t=t0
= x0,

dx

dt

∣

∣

∣

t=t0
= ẋ0.Äëÿ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà (2.1) èëè (2.2) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîñòî-ÿò â çàäàíèè �óíêöèè y = y(x) è å¼ ïðîèçâîäíûõ äî (n − 1)-ãî ïîðÿäêàâêëþ÷èòåëüíî ïðè x = x0

y
∣

∣

∣

x=x0

= y0, y
′
∣

∣

∣

x=x0

= y
(1)
0 , . . . , y(n−1)

∣

∣

∣

x=x0

= y
(n−1)
0 . (2.3)38

Çäåñü

x =

(

x1

x2

)

, A =

(

0 1
2 1

)

, f(t) = f1(t) + f2(t), f1(t) = −5

2

(

1
0

)

eit,

f2(t) = −5

2

(

1
0

)

e−it.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè λ1 = −1, λ2 = 2, êîòîðûìñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû
e1 =

(

1
−1

)

, e2 =

(

1
2

)

.Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = Ax èìååò âèä

x(t) = C1

(

1
−1

)

e−t + C2

(

1
2

)

e2t,ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Íàéäåì v(t) = v1(t) + v2(t), ãäå

vp(t) � ÷àñòíûå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = Ax+fp(t), p = 1, 2.Ïîëîæèì v1(t) =

(

H1

H2

)

eit. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ H1, H2 ïîëó÷èì ñèñòå-ìó ñ îòëè÷íûì îò 0 îïðåäåëèòåëåì

iH1 = H2 −
5

2
, iH2 = 2H1 +H2, H1 = −1

2
(1 − 2i), H2 =

1

2
(7 − i).Îòêóäà

v1(t) =
1

2

(

−1 + 2i
3 − i

)

exp(it).Ïîíÿòíî, ÷òî v2(t) = v1(t), ò. å. êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíà ê ïåðâîìó.Ïîýòîìó
v(t) =

(

− cos t− 2 sin t
3 cos t+ sin t

)

.Ïðè âûâîäå îêîí÷àòåëüíîé âåðñèè äëÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ áûëè èñïîëü-çîâàíû �îðìóëû

eit = cos t+ i sin t, e−it = cos t− i sin t.Èòàê, îáùåå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä

x(t) =

(

C1e
−t + C2e

2t − cos t− 2 sin t
−C1e

−t + 2C2e
2t + 3 cos t+ sin t

)

.103



ãäå H ∈ Rn(Cn), ò. å. H = colon(H1, . . . , Hn). Ïîäñòàíîâêà v(t) â (3.36)ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âåêòîðà H ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

AH = γH + hèëè

(A− γE)H = h.Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿH1, . . . , Hnèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òàê êàê

det(A− λE) 6= 0.Åñëè

f(t) =
m

∑

j=1

h(j)eγjt,òî ïðèìåíèì òîò æå ìåòîä, åñëè íè îäíî èç ÷èñåë γj íå óäîâëåòâîðÿåòõàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ïîíÿòíî, ÷òî ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíîèñêàòü â �îðìå

v(t) =
m

∑

j=1

vj(t), vj(t) = H(j)eγjt.Çàìå÷àíèå 3.5. Â ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ íåîäíîðîäíîñòåé âõîäÿòâåêòîð-�óíêöèè âèäà

h sin γt, h cos γt, h ∈ Rn(Cn).Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïðåäûäóùåé, åñëè âîñïîëü-çîâàòüñÿ �îðìóëàìè Ýéëåðà

sin γt =
eiγt − e−iγt

2i
, cos γt =

eiγt + eiγt

2
.Ïðåäëîæåííûé ðàíåå âàðèàíò âûáîðà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ äîïóñòèì, åñëè

±iγ íå óäîâëåòâîðÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (íåðåçîíàíñíûéñëó÷àé).Ïðèìåð 3.11. �àññìîòðèì ñèñòåìó
ẋ1 = x2 − 5 cos t, ẋ2 = 2x1 + x2.102

Â ýòèõ óñëîâèÿõ y0, y
(1)
0 , y

(n−1)
0 � îïðåäåëåííûå ÷èñëà. Äëÿ óðàâíåíèÿ(2.2) èìååò ìåñòî òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ñî-âåðøåííî àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1.1 èç ïåðâîé ãëàâû äàííîãî ïîñîáèÿ.Òåîðåìà 2.1. Åñëè f(x, y1, ... , yn−1) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, èìåþ-ùàÿ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂f

∂yj

j = 1, ... , n−1 ïî ñîâîêóï-íîñòè ïåðåìåííûõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, y
(1)
0 , ... , y

(n−1)
0 ), òî çàäà-÷à (2.1) �( 2.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y(x), åñëè x ∈ (x0−δ, x0+δ),

δ = const > 0.Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè y(x), óäîâëå-òâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (2.2) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (2.3), òðàäèöèîííîíàçûâàþò çàäà÷åé Êîøè.Èçìåíÿÿ â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (2.3) ïîñòîÿííûå y0, y
(1)
0 , ... , y

(n−1)
0 ,ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ðåøåíèé, çàâèñÿùåå îò n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.Ýòè ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå ìîãóò âõîäèòü â ðåøåíèå è íå êàê íà÷àëü-íûå óñëîâèÿ

y = ϕ(x,C1, ... , Cn). (2.4)Òàêîå ðåøåíèå (2.4), ñîäåðæàùåå n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, íàçûâà-åòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (2.1). Îíî ìîæåò áûòü çàïèñàíî âíåÿâíîé �îðìå
ψ(x, y, C1, ... , Cn) = 0.Ïðèäàâàÿ îïðåäåëåííûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ C1, ... , Cn, ïîëó÷èì ÷àñò-íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1). Äè��åðåíöèðóÿ (2.4) ïî ïåðåìåííîé x èïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà x = x0, ïîñòîÿííûå C1, ... , Cn ìîæíîîáû÷íî îïðåäåëèòü èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.3). Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòîçàìå÷àíèå íà ïðèìåðå.Ïðèìåð 2.1. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

y′′ = 1, y(1) = 1, y′(1) = 1.Óðàâíåíèå y′′ = 1 èíòåãðèðóåòñÿ î÷åíü ïðîñòî

y′ = x+ C1,îòêóäà èìååì

y =
x2

2
+ C1x+ C2.39



Ïîñòîÿííûå C1 è C2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

{ 1

2
+ C1 + C2 = 1,

1 + C1 = 1.Îòêóäà íàõîäèì C1 = 0, C2 =
1

2

. Èòàê, ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè èç äàí-íîãî ïðèìåðà ñëóæèò �óíêöèÿ

y(x) =
x2

2
+

1

2
.Çàïèøåì óñëîâèå èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà â áîëåå îáùåé �îðìå. �àñ-ñìîòðèì óðàâíåíèå

y(n) = f(x), (2.5)ãäå f(x) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ïðè x ∈ (a, b). Óðàâíåíèå (2.5)äîïîëíèì íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.3), ñ÷èòàÿ, êîíå÷íî, ÷òî x0 ∈ (a, b).�åøåíèå çàäà÷è (2.5), (2.3) áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå

y(x) = u(x) + v(x),ãäå u(x) ðåøåíèå çàäà÷è

u(n) = f(x), u(x0) =
du

dx

∣

∣

∣

x=x0

= ... =
dn−1u

dxn−1

∣

∣

∣

x=x0

= 0, (2.6)à

v(n) = 0, v(x0) = y0,
dv

dx

∣

∣

∣

x=x0

= y
(1)
0 ,

dn−1v

dxn−1

∣

∣

∣

x=x0

= y
(n−1)
0 . (2.7)Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n �óíêöèè v(x) ðàâíà 0, òî v(x) åñòüìíîãî÷ëåí ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè

v(x) = C0 + C1x+ · · · + Cn−1x
n−1,ãäå ïîñòîÿííûå C0, C1, ... Cn−1 îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëî-âèé â çàäà÷å (2.7). Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ïîñòîÿí-íûõ C0, C1, ... Cn−1 ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, ãäå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íàõîäÿòñÿ ýëå-ìåíòû, îòëè÷íûå îò íóëÿ. 40

Ïîýòîìó

x(t) =

(

1 t
0 1

) (

1
1

)

+

1
∫

0

(

1 t− s
0 1

) (

1
s

)

ds.Â êîîðäèíàòíîé �îðìå çàïèñè ïîëó÷àåì
x1(t) = 1 + 2t+

t3

6
, x2(t) = 1 +

t2

2
.Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà ìîæåò áûòü èçíà÷àëüíî çàïèñàíà â êîîðäè-íàòíîé �îðìå

ẋ1 = x2 + 1, ẋ2 = t.Ïîñëå ÷åãî äëÿ åå èíòåãðèðîâàíèÿ íå îáÿçàòåëüíî ïðèìåíÿòü êàêèå-ëèáîîáùèå ìåòîäû. Ñíà÷àëà ìîæíî íàéòè ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ, çàòåìïîäñòàâèòü íàéäåííîå ðåøåíèå â ïåðâîå è íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðè-ðîâàíèåì íàéòè x1(t). Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ìîãóòáûòü íàéäåíû èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.Çàìå÷àíèå 3.4. Åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå çàäàíî íå ïðè t = 0, à ïðè

t = t0, ãäå t0 ïðîèçâîëüíî, òî �îðìóëà (3.43) ìîæåò áûòü ìîäè�èöèðî-âàíà
x(t) = eA(t−t0)q +

t
∫

t0

eA(t−s)f(s)ds.2. Ñèñòåìà ñî ñïåöèàëüíîé íåîäíîðîäíîñòüþ. Â ýòîé ÷àñòè ïà-ðàãðà�à ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé âûáîðà f(t), ïðè êîòîðîì íå îáÿ-çàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.Ïóñòü ñíà÷àëà

f(t) = heγt, h = colon(h1, . . . , hn), hj ∈ R(C), γ ∈ R(C)è γ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det(A− λE) = 0.Òàêîé ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ íåðåçîíàíñíûì. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòå-ìû (3.36) ìîæíî èñêàòü â ñëåäóþùåé �îðìå

v(t) = Heγt,101



Â íàøåì ñëó÷àå

eAt =

(

ch t sh t
sh t cht

) (ïî÷åìó?).Ñëåäîâàòåëüíî,

x(t) = eAt

(

1
−1

)

+

t
∫

0

eA(t−s)

(

γ1e
s

γ2e
−s

)

ds,

eA(t−s) =

(

ch(t− s) sh(t− s)
sh(t− s) ch(t− s)

)

.Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(t, s) âåêòîð-�óíêöèþ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ïîýòîìó

G(t) =

(

G1(t)
G2(t)

)

, G1(t) =

t
∫

0

(γ1 ch(t− s)es + γ2 sh(t− s)e−s)ds,

G2(t) =

t
∫

0

(γ1 sh(t− s)es + γ2 ch(t− s)e−s)ds.Ñòàíäàðòíûå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïîçâîëÿþò íàéòè G1(t) è G2(t)

G1(t) =
γ1

2
(tet +

1

2
(et − e−t)) +

γ2

2
(−te−t +

1

2
(et − e−t)) =

=
γ1

2
(tet + sh t) +

γ2

2
(−tet + sh t),

G2(t) =
γ1

2
(−tet + sh t) +

γ2

2
(tet + sh t).Èòàê, â íàøåì ñëó÷àå

x1(t) = ch t− sh t+
γ1

2
(tet + sh t) +

γ2

2
(sh t− te−t),

x2(t) = sh t− cht+
γ1

2
(sh t− tet) +

γ2

2
(sh t+ te−t).Ïðèìåð 3.10. �àññìîòðèì åùå ïðèìåð ñèñòåìû (3.36). Ïóñòü

n = 2, A =

(

0 1
0 0

)

, f(t) =

(

1
t

)

, x(0) =

(

1
1

)

. Òîãäà
eAt =

(

1 t
0 1

)

, eA(t−s) =

(

1 t− s
0 1

)

.100

Ïîëîæèì

u1(x) =

x
∫

x0

u(s)ds, u2(x) =

x
∫

x0

u1(s)ds, . . . , un(x) =

x
∫

x0

un−1(s)ds.Ïî èíäóêöèè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ y(x) = un(x) åñòü ðåøåíèå çàäà-÷è Êîøè (2.6).Ìû ïðèâåëè äâà ñàìûõ ïðîñòûõ âàðèàíòà óðàâíåíèÿ (2.2), ãäå çàäà÷àíàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ èëè çàäà÷à Êîøè ñâîäèòñÿ ê ìíîãîêðàòíî-ìó èíòåãðèðîâàíèþ. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ çà-äà÷à èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2) â ÿâíîì âèäå íå âñåãäà èìååò ñòîëüïðîñòîå ðåøåíèå. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûéêëàññ òàêèõ óðàâíåíèé, ãäå õîòÿ áû â ÷àñòíîì ñëó÷àå óäàåòñÿ íàïèñàòü�îðìóëó, çàäàþùóþ îáùåå ðåøåíèå.2.2. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿä-êîâ. Îáùèå ñâîéñòâàËèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ äè�-�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà
x(n) + an−1(t)x

(n−1) + · · · + a1(t)x
′ + a0(t)x = b(t), (2.8)ãäå

x = x(t), x(j) =
djx(t)

dtj
, j ∈ N.Êîý��èöèåíòû ak(t), b(t)-íåïðåðûâíûå äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè, îïðå-äåëåííûå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå J ⊂ R. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ êîì-ïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè â êà÷åñòâå êîý��èöèåíòîâ äè��åðåíöèàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ (2.8).Çàìå÷àíèå 2.1. Ôóíêöèÿ ϕ(t) êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ, åñëè ìû ìîæåìå¼ çàïèñàòü â âèäå

ϕ(t) = ϕ1(t) + iϕ2(t),ãäå ϕ1(t), ϕ2(t) óæå äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè ïåðåìåííîãî t.Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2.8) ðàññìàòðèâàþò åãî ÷àñòíûé âèä

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + · · · + a1(t)x

′ + a0(t)x = 0. (2.9)41



Óðàâíåíèå (2.9) íàçûâàþò ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ïîðÿäêà

n, à óðàâíåíèå (2.8), åñëè b(t) 6= 0, íàçûâàþò ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûìóðàâíåíèåì ïîðÿäêà n.Ïóñòü â óðàâíåíèè (2.8) aj(t) = aj = const ∈ R (èëè C), òîãäà óðàâíå-íèå (2.8) áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè,íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí ìîæåò áûòü �óíêöèåé, îòëè÷íîé îòïîñòîÿííîé.Óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà (2.8) ñ ïîìîùüþ çàìåíû

x = z1, x
′ = z2, ... , x

(n−1) = znìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà















z′1 = z2,
...

z′n−1 = zn,
z′n = −an−1(t)zn − · · · − a0(t)z1 + b(t).

(2.10)Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíîãäà óäîáíåé ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó(2.10) âìåñòî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.8). Íàïðèìåð, äëÿ äî-êàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷èÊîøè. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óäîáíåé íàõîäèòü ðåøåíèÿ èìåííîóðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n.Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Lx ≡ x(n) + an−1(t)x
(n−1) + · · · + a1(t)x

′ + a0(t)x.Òîãäà óðàâíåíèå (2.8) ìîæåò áûòü êðàòêî çàïèñàíî â âèäå

Lx = b(t), (2.8)′à óðàâíåíèå (2.9) êàê

L(x) = 0. (2.9)′Îòìåòèì, ÷òî äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L ëèíåéíûé. Ïîñëåäíååîçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà:1. L(ϕ1 + ϕ2) = Lϕ1 + Lϕ2, ϕj = ϕj(t).2 L(λϕ) = λLϕ, ϕ = ϕ(t), λ ∈ R(C).Ïóñòü ϕ1(t), ϕ2(t) äâà íåêîòîðûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8). Òîãäà î÷å-âèäíî, ÷òî �óíêöèÿ ψ = ϕ1 − ϕ2 óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ (2.9). Äåéñòâèòåëüíî,
Lϕ1 = b, Lϕ2 = b.42

èëè

u̇ = e−Atf(t). (3.41)Ñëåäîâàòåëüíî,

u(t) = β +

∫

e−Atf(t)dt,ãäå β ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, à èíòåãðèðîâàíèå âî âòîðîì ñëà-ãàåìîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (3.41) ïðîèçâîäèòñÿ ïîêîìïîíåíòíî äëÿâåêòîð-�óíêöèè
g(t) = e−Asf(t) :

∫

g(s)ds = G(t), G(t) = colon(G1(t), . . . , Gn(t)),

Ġj = gj(t), j = 1, . . . , n.Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
x(t) = eAt(β +G(t)) = eAtβ + eAt(

∫

e−Atf(t)dt). (3.42)Ïåðâîå âåêòîðíîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå � ðåøåíèå ëèíåéíîéîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.37), à âòîðîå � ÷àñòíîå ðåøåíèå (3.36).Åñëè ðå÷ü èäåò î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.36), (3.38) ïðè

t0 = 0, òî �îðìóëà (3.42) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ ìîäè�èêàöèþ

x(t) = eAtq +

t
∫

0

eA(t−s)f(s)ds. (3.43)Äåéñòâèòåëüíî, x(0) = q, à âòîðîå â íåé ñëàãàåìîå

t
∫

0

eA(t−s)f(s)ds = eAt(

t
∫

0

e−Asf(s)ds),ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûïèñàíà îäíà èç ïåðâîîáðàç-íûõ âåêòîð-�óíêöèé g(t) = e−Atf(t).Ïðèìåð 3.9. �àññìîòðèì ñèñòåìó (3.36) â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 2,

A =

(

0 1
1 0

)

, f(t) =

(

γ1e
t

γ2e
−t

)

, ãäå γ1, γ2 ∈ R. Íàêîíåö, q =

(

q1
g2

)

,

q1 = 1, q2 = −1. 99



Â ïðèíöèïå, êàê óæå õîðîøî èçâåñòíî èç ï. 3.1, äëÿ òîãî ÷òîáû íàé-òè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.36), äîñòàòî÷íî óìåòü íàõîäèòü ÷àñòíîåðåøåíèå v(t) ýòîé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

x(t) = u(t) + v(t),ãäå u(t) � îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (3.37).Ïîýòîìó ïðè ðåàëèçàöèè ëþáîãî èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.36) öåí-òðàëüíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò ìåòîäèêà (�ðàãìåíò ýòîé ìåòîäèêè) íà-õîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ v(t).1. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ýòîò ìåòîä íàè-áîëåå ïðîñò â òåîðåòè÷åñêîì èçëîæåíèè è äîñòàòî÷íî ïîíÿòåí ïðè åãîïðèìåíåíèè. Îí ïðèìåíèì ïðè ëþáîé f(t). Îñíîâíûì åãî íåäîñòàòêîìñëåäóåò, ïî-âèäèìîìó, ñ÷èòàòü áîëüøîé îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè åãî ðåà-ëèçàöèè.Ïóñòü îáùåå ðåøåíèå (3.37) çàïèñàíî â ñëåäóþùåé �îðìå

x(t) = eAtα, (3.39)ãäå α = colon(α1, . . . , αn), a αj � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿí-íûå. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.36) ìîæíî èñêàòü â�îðìå

x(t) = eAtu(t), (3.40)ãäå ïðîèçâîëüíûé âåêòîð α èç �îðìóëû (3.39) çàìåíÿåòñÿ íà íåèçâåñò-íóþ âåêòîð-�óíêöèþ u(t)

u(t) =





u1(t)
. . .
un(t)



 .Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü åãî êîìïîíåíòû uj(t). Ïîäñòàâèìâåêòîð-�óíêöèþ (3.40) â ñèñòåìó (3.36). Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
d

dt
(eAtu) + eAtdu

dt
= AeAtu+ f(t).Íàïîìíèì, ÷òî d

dt
(eAtu) = AeAtu. Ïîýòîìó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèîá-ðåòàåò ñëåäóþùèé âèä ïîñëå óïðîùåíèé

eAtu̇ = f(t)98

Îòñþäà èìååì

L(ϕ1 − ϕ2) = 0.Ïóñòü ψ(t) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.9), à ϕ(t) � ðåøåíèå (÷àñòíîå ðåøåíèå)íåîäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.8), òîãäà �óíêöèÿ
ϕ(t)+ψ(t) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò íåîäíîðîäíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâ-íåíèþ (2.8). Â ñèëó ýòèõ çàìå÷àíèé ïðè îòûñêàíèè ðåøåíèé (îáùåãî ðå-øåíèÿ) âàæíóþ ðîëü ïðèîáðåòàåò ðàññìîòðåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ(2.8).2.3. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿÒåîðåìà 2.2.Ìíîæåñòâî ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.9)îáðàçóåò âåêòîðíîå (ëèíåéíîå) ïðîñòðàíñòâî.Óòâåðæäåíèå èç òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðèíàä-ëåæíîñòè äâóõ �óíêöèé ϕ1(t), ϕ2(t) ìíîæåñòâó ðåøåíèé îäíîðîäíîãîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.9) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå î âêëþ÷åíèèâ ìíîæåñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîé èõ êîìáèíàöèè

λ1ϕ1(t) + λ2ϕ2(t), λ1, λ2 ∈ R(C).Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî ðàíåå ïðîâåðåíî.Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óòâåð-æäåíèå î òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàí-ñòâî ðàçìåðíîñòè n.Îïðåäåëåíèå 2.1.Ôóíêöèè f1(t), f2(t), ... , fn(t) íàçûâàþòñÿ ëèíåéíîíåçàâèñèìûìè, åñëè ïðè âñåõ t ∈ (a, b) òîæäå
òâî

C1f1(t) + · · · + Cnfn(t) = 0, Cj ∈ R(C), j = 1, 2, ... ,mâîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå

C1 = C2 = ... = Cn = 0.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòè �óíêöèè f1(t), f2(t), ... , fn(t) íàçûâàþòñÿ ëè-íåéíî çàâèñèìûìè.Ïðèìåð 2.2. Ôóíêöèè 1, t, ... , tn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê ëè-íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

λ0 + λ1t+ · · · + λnt
n43



ïðè íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòàõ λ0, ... , λn ìîæåò îáðàòèòñÿ â íîëü ëèøüâ êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê ÷èñëîâîé ïðÿìîé(ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü).Ïóñòü �óíêöèè f1(t), f2(t), ... , fm(t) äè��åðåíöèðóåìû k ðàç. Òîãäàðàâåíñòâî, �èãóðèðóþùåå â îïðåäåëåíèè 2.1 ìîæíî çàìåíèòü íà ñëåäó-þùèå















C1f
′
1(t) + · · · + Cmf

′
m(t) = 0,

C1f
′′
1 (t) + · · · + Cmf

′′
m(t) = 0,

...

C1f
(k)
1 (t) + · · · + Cmf

(k)
m (t) = 0.�àññìîòðèì n ðåøåíèé ϕ1(t), ... , ϕn(t) óðàâíåíèÿ (2.9). Ñîñòàâèì îïðå-äåëèòåëü

W (t) = det







ϕ1(t) · · · ϕn(t)
ϕ′

1(t) · · · ϕ′
n(t)

ϕ
(n−1)
1 (t) · · · ϕ

(n−1)
n (t)





Åãî íàçûâàþò îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî (Âðîíñêèàíîì) ðåøåíèé ϕ1(t), ... , ϕn(t).Òåîðåìà 2.3.Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:1. W (t) ≡ 0 ïðè âñåõ t ∈ (a, b).2. W (t0) = 0 ïðè íåêîòîðîì t0 ∈ (a, b).3. �åøåíèÿ ϕ1(t), ... , ϕn(t) ëèíåéíî çàâèñèìû.Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

1) => 2), 2) => 3), 3) => 1).Èìïëèêàöèÿ 1) => 2) î÷åâèäíà. Ïóñòü òåïåðü W (t0) = 0 ïðè íåêîòîðîì
t0 ∈ (a, b). �àññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó















C1ϕ1(t0) + · · · + Cnϕn(t0) = 0,
C1ϕ

′
1(t0) + · · · + Cnϕ

′
n(t0) = 0,

...

C1ϕ
(n−1)
1 (t0) + · · · + Cnϕ

(n−1)
n (t0) = 0ñ íåèçâåñòíûìè C1, ... , Cn. Å¼ îïðåäåëèòåëü åñòü W (t0). Ïîýòîìó äàííàÿñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ: C10, ... , Cn0. Ôóíêöèÿ

ϕ(t) = C10ϕ1(t) + · · · + Cn0ϕn(t) = 0óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.9) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
ϕ(t0) =

dϕ

dt

∣

∣

∣

t=t0
= ... =

dn−1ϕ

dtn−1

∣

∣

∣

t=t0
= 0.44

3.6. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìûñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìèÂ ï. 3.6 ðå÷ü ïîéäåò î ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñëåäóþùåãî âèäà
ẋj =

n
∑

k=1

ajkxk + fj(t), j = 1, . . . , n, (3.33)ãäå ajk ∈ R (äîïóñòèì âàðèàíò, êîãäà ajk ∈ C � ïîëþ êîìïëåêñíûõ ÷è-ñåë), à fj(t) � èçâåñòíûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

t ∈ I ⊆ R. Â ñèñòåìå (3.33) êîý��èöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîéëèíåéíîé ñèñòåìû
ẋj =

n
∑

k=1

ajkxk (j = 1, . . . , n) (3.34)íå çàâèñÿò îò t è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèñòåìû (3.34) áûë ðàññìîòðåíñòàíäàðòíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ, åñëè ñèñòåìà (3.33)äîïîëíåíà óñëîâèÿìè
xj(t0) = qj, j = 1, . . . , n, (3.35)ãäå t0, qj ∈ R, òî, êàê îáû÷íî, ðå÷ü èäåò î çàäà÷å (íà÷àëüíîé çàäà÷åÊîøè).Ñèñòåìû (3.33), (3.34) èíîãäà óäîáíåå ïåðåïèñûâàòü â âåêòîðíîé �îð-ìå. Åñëè ïîëîæèòü

x(t) =





x1(t)
. . .
xn(t)



 , f(t) =





f1(t)
. . .
fn(t)



 , A =





a11 . . . a1n

. . .
an1 . . . ann



 ,òî ñèñòåìà (3.33) ïðèìåò âèä

ẋ = Ax+ f(t). (3.36)Ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó (3.34) àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü ñëå-äóþùèì îáðàçîì

ẋ = Ax. (3.37)Íàêîíåö, óñëîâèÿ (3.35) ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùóþ �îðìó çàïèñè

x(t0) = q ∈ R, t0 ∈ R. (3.38)97



Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü B(t) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðè-öà óðàâíåíèÿ (3.25). Òîãäà è ìàòðèöà Q(t) = B(t + ω) òàêæå ÿâëÿåòñÿ�óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé óðàâíåíèÿ (3.32). Äåéñòâèòåëüíî,

Ḃ(t+ ω) = A(t+ ω)B(t+ ω),à â ñèëó ω-ïåðèîäè÷íîñòè A(t) è îïðåäåëåíèÿ Q(t) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Q̇(t) = A(t)Q(t.)Êðîìå òîãî, ìàòðèöà Q(t) � íåîñîáàÿ ïðè âñåõ t, òàê êàê B(t) � íåîñîáàÿìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ ìàòðèöà V ïîðÿäêà n×n,÷òî ïðè âñåõ t
B(t+ ω) = B(t)V.Èçâåñòíî, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ìàòðèöà V èìååò ëîãàðè�ì. Áîëåå äåòàëü-íî ñ ïîíÿòèåì ìàòðè÷íîãî ëîãàðè�ìà ÷èòàòåëü ìîæåò ïîçíàêîìèòüñÿ âðÿäå ó÷åáíèêîâ (ñì., íàïðèìåð [9℄).Ïîëîæèì

P =
1

ω
LnV, B0(t) = L(t)e−tP .Òîãäà (3.32) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, è îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

B(t+ ω) = B(t).Èìååì

B0(t+ ω) = B(t+ ω)e−(t+ω)P = B(t)V e−ωP e−tP .Òàê êàê V e−P = E, òî

B(t+ ω) = L(t)e−tP = B(t).Òåîðåìà äîêàçàíà.Îòìåòèì,÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, ..., λn ìàòðèöû P íàçûâàþòñÿ õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè. Èç îïðåäåëåíèÿ P ìîæíî âûâåñòèñîîòíîøåíèå ìåæäó ìóëüòèïëèêàòîðàìè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçà-òåëÿìè

λj =
1

ω
Lnµj, j = 1, ..., n.Ïðè ýòîì ïðîñòûì ìóëüòèïëèêàòîðàì ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûå õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, à êðàòíûì ìóëüòèïëèêàòîðàì � õàðàêòåðèñòè-÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñ ýëåìåíòàðíûì äåëèòåëåì òîé æå êðàòíîñòè.96

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (2.9) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèèìååò ðåøåíèå x(t) ≡ 0. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè íà (a, b) èìååì ðàâåíñòâî
C10ϕ1(t) + · · · + Cn0ϕn(t) = 0.Ïðè ýòîì íå âñå Cj0 ðàâíû íóëþ. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèè ϕ1(t), ... , ϕn(t)ëèíåéíî çàâèñèìû. Èìïëèêàöèÿ 2) => 3) äîêàçàíà. Èìïëèêàöèÿ 3) =>

1) î÷åâèäíà.Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ϕ1(t), ... , ϕn(t) îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç ñòîëáöîâ

W (t) ïðè êàæäîì t ∈ (a, b) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ.Òåîðåìà äîêàçàíà.Èìååò ìåñòî �îðìóëà Ëèóâèëëÿ � Îñòðîãðàäñêîãî
W (t) = W (t0) exp{−

t
∫

t0

an−1(s)ds}.Å¼ äîêàçàòåëüñòâî ïðîùå ïðèâåñòè, ïåðåõîäÿ ê ñèñòåìå.Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòüñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 2.4. Ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ(2.9) îáðàçóþò áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé äàííîãî óðàâ-íåíèÿ.Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ϕ(t) äè��åðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.9) ïðåäñòàâèìî â âèäå

ϕ(t) = C1ϕ1(t) + · · · + Cnϕ(t),ãäå {ϕj(t)} � óêàçàííàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, à ïîñòîÿííûå Cjìîãóò áûòü âûáðàíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì.Èç òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.9) (íàõîæäåíèÿåãî îáùåãî ðåøåíèÿ) äîñòàòî÷íî íàéòè n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõðåøåíèé.Ïðèìåð 2.3. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

t
d

dt

(

t
dx

dt

)

− x = 0,ó êîòîðîãî, êàê ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, åñòü äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ ϕ1(t) = t,

ϕ2(t) = t−1. Ýòè �óíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê ðàâåíñòâî C1t+45



C2t
−1 = 0 ïðè âñåõ t > 0, èìååò ìåñòî ëèøü ïðè C1 = C2 = 0. Ïîýòîìó îá-ùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä x(t) = C1t+ C2t

−1,ãäå C1, C2 ∈ R.Ïðèìåð 2.4. �àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-ðÿäêà

(2x+ 1)y′′ + 4xy′ − 4y = 0, y = y(x).Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ϕ1(x) = x. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó-÷èòü áàçèñ, íåîáõîäèìî íàéòè âòîðîå ðåøåíèå. Â ýòîì íàì ìîæåò ïîìî÷ü�îðìóëà Ëèóâèëëÿ � Îñòðîãðàäñêîãî. Ïóñòü ψ(x) � âòîðîå ÷àñòíîå ðå-øåíèå. Òîãäà èìååì

∥

∥

∥

∥

ψ x
ψ′ 1

∥

∥

∥

∥

= Ce
−

∫

4s

2s+ 1
ds
, C ∈ R.Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷àåì

ψ − xψ′ = C.Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå � ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åãîðåøåíèå èìååò âèä

ψ(x) = Cx
(

C1 −
e−2x

x

)

.Îòñþäà íàõîäèì âòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå

ψ(x) = e−2x.Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî â äàííîìïðèìåðå, èìååò âèä

y(x) = C1x+ C2e
−2x.Â áîëåå îáùåé �îðìå, åñëè óðàâíåíèå (2.9) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå

x(t) = ϕ1(t), ïîäñòàíîâêà

x(t) = ϕ1(t)y(t)ïðèâîäèò óðàâíåíèå (2.9) ê óðàâíåíèþ äëÿ y(t), ïîðÿäîê êîòîðîãî ìåíü-øå íà 1. Ýòîò ïðè¼ì íîñèò íàçâàíèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, îí ïðèìåíèì òîëüêî åñëè èçâåñòíî õîòÿáû îäíî ðåøåíèå. 46

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ρ � ìóëüòèïëèêàòîð ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.25),òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð x0 6= 0, ÷òî
B(ω)x0 = ρx0.�àññìîòðèì ñëåäóþùåå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.25)

ϕ(t) = B(t)x0.Â ñèëó (3.27)
ϕ(t+ ω) = B(t+ ω)x0 = B(t)B(ω)x0 = B(t)ρx0 = ρB(t)x0 = ρϕ(t).Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.Äîñòàòî÷íîñòü. Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.29) ïðè t = 0 ïîëó÷èì

ϕ(ω) = ρϕ(0). (3.30)Â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè
ϕ(t) = B(t)ϕ(0), (3.31)ïðè÷åì ϕ(0) 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå ϕ(t) áûëî áûòðèâèàëüíûì.Èç ðàâåíñòâà (3.31) â ñèëó (3.30) ñëåäóåò, ÷òî

B(ω)ϕ(0) = ϕ(ω) = ρϕ(0).Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(0) � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû B(ω), a ρ � ìóëüòè-ïëèêàòîð ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.25). Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ñëåäñòâèå 3.2. Ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.25) èìå-åò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì ω â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäàîäèí èç å¼ ìóëüòèïëèêàòîðîâ ðàâåí åäèíèöå.Òåîðåìà Ôëîêå. Êàæäóþ �óíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó óðàâíåíèÿ(3.24) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

B(t) = B0(t)e
Pt, (3.32)ãäå B0(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ ïåðèîäîì ω, a P � ïîñòîÿííàÿìàòðèöà. 95



Ïóñòü x1(t), ..., xn(t) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìûóðàâíåíèé (3.25), îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

xj(0) = ej, j = 1, .., n, (3.26)ãäå ej = δj1, ..., δjn. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A(t) ïåðèîäè÷åñêàÿ, è

x1(t+ ω), ..., xn(t+ ω) òàêæå îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøå-íèé. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç �óíêöèé xj(t + ω) áóäåò ëèíåéíîé êîì-áèíàöèåé xk(t), (k = 1, ..., n) ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ïîýòîìó

x(t+ ω) =
n

∑

k=1

cjkxk(t), j = 1, ..., n,ãäå cjk, j, k = 1, ..., n � ïîñòîÿííûå. Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çà-ïèñàòü â âèäå

B(t+ ω) = B(t)C, (3.27)ãäå B(t) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé xj(t) j = 1, ..., n, a

C = {cjk} � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà.Â ñèëó (3.25) è (3.26) ìàòðèöà A(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Ḃ = A(t)B, B(0) = E.Ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå (3.27) t = 0, ïîëó÷èì

B(ω) = C.Òàêèì îáðàçîì,

B(t+ ω) = B(t)B(ω). (3.28)Ìàòðèöà B(ω) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè ñèñòåìû óðàâíåíèé(3.25). Î÷åâèäíî, ÷òî |B(ω)| 6= 0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1, ..., µn ìàòðè-öû A(ω) íàçûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.25).Çàìå÷àíèå 3.3. Åñëè ìàòðèöà B(t) äåéñòâèòåëüíàÿ, òî ìàòðèöà ìî-íîäðîìèè òàêæå äåéñòâèòåëüíà, îäíàêî ìóëüòèïëèêàòîðû áóäóò, âîîáùåãîâîðÿ, êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.Òåîðåìà 3.13. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîìïëåêñíîå ÷èñëî ρ áûëî ìóëü-òèïëèêàòîðîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.25), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû ñóùåñòâîâàëî òàêîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå ϕ(t) ñèñòåìû (3.25),äëÿ êîòîðîãî

ϕ(t+ ω) = ρϕ(t). (3.29)94

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ïðèåìà äëÿ óðàâíåíèÿâòîðîãî ïîðÿäêà. �àññìîòðèì óðàâíåíèå
x′′ + a1(t)x

′ + a0(t)x = 0. (2.11)Ïóñòü x(t) = ϕ1(t) åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå, ò. å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
ϕ′′

1 + a1(t)ϕ
′
1 + a0(t)ϕ1 = 0.Ïîëîæèì òåïåðü x(t) = ϕ1(t)y(t). Îòêóäà èìååì

x′ = ϕ′
1y + ϕ1y

′, x′′ = ϕ′′
1y + 2ϕ′

1y
′ + ϕ1y

′′.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå (2.11) è ãðóïïèðîâêè ìû ïîëó÷àåì

ϕ1y
′′ + (a1ϕ1 + 2ϕ′

1)y
′ + (ϕ′′

1 + a1ϕ
′
1 + a0ϕ1)y = 0,îäíàêî êîý��èöèåíò ïðè y îáðàùàåòñÿ â 0. Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ y′ = zïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

ϕ1z
′ + ψz = 0,ãäå ψ = (a1ϕ1 + 2ϕ′

1).Óïðàæíåíèå 2.1. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ î âîçìîæ-íîñòè ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå.2.4. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìèËèíåéíûì îäíîðîäíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿä-êà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå (2.9), åñëè

aj(t) ≡ aj � äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Èìååì

L0x ≡ x(n) + an−1x
(n−1) + · · · + a1x

′ + a0x = 0, (2.12)ãäå aj ∈ R(C). Åñëè ïîëîæèòü x(t) = eλt, òî ïîäñòàíîâêà òàêîãî ÷àñòíîãîðåøåíèÿ â óðàâíåíèå (2.12) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó

M(λ) ≡ λn + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ+ a0 = 0. (2.13)Àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ñòåïåíè n (2.13) ïðèíÿòî íàçûâàòü õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.12). Èç47



êóðñà âûñøåé àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îíî èìååò n êîðíåé ñ ó÷åòîìêðàòíîñòè. Îáîçíà÷èì êîðíè óðàâíåíèÿ (2.13) ÷åðåç λ1, ... , λk, à ÷åðåç

r1, ... , rk èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíîñòè, r1 + · · · + rk = n. Íî âî âñÿêîìñëó÷àå åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.12) (÷àñòíîå ðåøåíèå)

xm(t) = eλmt, λm ∈ R(C).Çàìå÷àíèå 2.1. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè λm ∈ C, ò. å.

λm = αm + iβm, βm 6= 0, òîãäà ýêñïîíåíòà ñ êîìïëåêñíûì ïîêàçàòåëåìîïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

e(αm+iβm)t = eαmt(cos βmt+ i sin βmt) = eαmt cos βmt+ ieαmt sin βmt.Íàïðèìåð, eit = cos t+ i sin t.Ëåììà 2.1. Êàêîâà áû íè áûëà n ðàç äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ

f(t), èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ �îðìóëà

Leλtf(t) = eλt
(

M(λ)f +
M ′(λ)

1!
f ′ + · · · + M (n)(λ)

n!
f (n)

)

. (2.14)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Lz = zk (0 ≤ k ≤ n). Òîãäà M(λ) = λk èïîñêîëüêó M (l)(λ) = 0 ïðè l > k, òî ìû èìååì

Leλtf(t) =
dk

dtk
(eλtf(t)) =

k
∑

l=0

C l
k

dk−l

dtk−1
(eλt)f (l)(t) =

=
k

∑

l=0

k(k − 1)...(k − l + 1)

l!
λk−lf (l)(t) = eλt

k
∑

l=0

1

l!

dl

dλl
(λk)f (l)(t) =

= eλt

k
∑

l=0

M (l)(λ)

l!
f (l)(t).Çäåñü èñïîëüçîâàëàñü �îðìóëà Ëåéáíèöà äëÿ íàõîæäåíèÿ k-îé ïðîèç-âîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé. Èòàê, �îðìóëà (2.14) äîêàçàíà äëÿ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ Lz = z(k). Ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (2.14) â îáùåì ñëó-÷àå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Lz ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè îïåðàòîðîâ âèäà

Lz = zk(0 ≤ k ≤ n).Ëåììà äîêàçàíà. 48

Íàéòè eA.�àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
ẋ = Ax.Ó ìàòðèöû A äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 2. Åìó îòâå÷àåòñîáñòâåííûé âåêòîð e =

(

1
0

), à ò. ê. ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-òîðîâ ðàâíî 1 (ñì. � 3), òî â íàøåì ñëó÷àå åñòü ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð

h =

(

0
1

)

. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ðàâíî
x(t) = C1e

2t

(

1
0

)

+ C2e
2t
[

(

1
0

)

t+

(

0
1

)

]

.Âûáåðåì C1, C2 òàê,÷òîáû x(0) =

(

1
0

), òîãäà C1 = 1, C2 = 0. �åøåíèåïðèîáðåòàåò âèä B1(t) = e2t

(

1
0

)

, è ïîýòîìó B2(t) = e2t

(

t
1

)

.Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî
eAt = (B1(t), B2(t)) =

(

e2t te2t

0 e2t

)

.íî eA = eA·1 (t = 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

eA =

(

e2 e2

0 e2

)

.3.5. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìûñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè�àññìîòðèì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = A(t)x, t ∈ (−∞; +∞), (3.25)ãäå A(t) � íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ ïåðèîäîì ω

A(t+ ω) = A(t).93



òîãäà

A2 =

(

−1 0
0 −1

)

, A3 =

(

0 1
−1 0

)

, A4 =

(

1 0
0 1

)

.Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêèé, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

A4k+1 = A, A4k+2 = −E, A4k+3 = −A, A4k+4 = E,ãäå k = 0, 1, 2, .... Ïîýòîìó

eAt = E + tA− t2

2!
E − t3

3!
A+

t4

4!
E + ...Îòêóäà íàõîäèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

eAt =

(

cos t − sin t
sin t cos t

)

.Èíîé âàðèàíò îñíîâàí íà ðåàëèçàöèè ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà äëÿ íàõî-æäåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷Êîøè

ẋ = Ax, (3.23)

x(0) = bk. (3.24)Çäåñü k = 0, 1, 2, ..., n,

bk =







bk1...

bkn






, bkj =

(

0, k 6= j,
1, k = j

)

.�åøåíèå (3.23),(3.24) ïðè âûáðàííîì k îáîçíà÷èì Bk(t). Ñîñòàâèì ìàò-ðèöó

B(t) = (B1(t), B2(t), ..., Bn(t)),ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû � ðåøåíèÿ B1(t), B2(t), ..., Bn(t). Ìàòðèöà B(t) ��óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (3.23) (âñïîìíèòå ïî÷åìó) è, êðîìåòîãî, B(0) = E. Ïîýòîìó B(t) = eAt.Ïðèìåð 3.8. �àññìîòðèì ìàòðèöó
A =

(

2 1
0 2

)

.92

Ëåììà 2.2. Ïóñòü λm � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
M(λ) êðàòíîñòè k. Òîãäà �óíêöèè

x1 = eλmt, x2 = teλmt, ... , xk = tk−1eλmtÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.12).Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî λm � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîìíîãî÷ëåíà M(λ) êðàòíîñòè k, åñëè
M(λm) = M ′(λm) = ... = M (k−1)(λm) = 0, M (k)(λm) 6= 0.Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (2.14) ê �óíêöèè xj+1 = tjeλt (0 ≤ j ≤ k−1), ïîëó÷èì

Leλttj = eλt
(M (k)(λ)

k!

dk

dtk
(tj) + · · · + M (n)(λ)

n!

dn

dtn
(tj)

)

≡ 0,òàê êàê dl

dtl
(tj) = 0, l > j.Ëåììà äîêàçàíà.Ìîæíî äîêàçàòü è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ñà-ìîñòîÿòåëüíî).Ëåììà 2.3. Ïóñòü Ltreλt

∣

∣

∣

t=0
= 0 ïðè r = 0, 1, ... , k − 1. Òîãäà

λ � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, èìåþùèé êðàòíîñòü, íåìåíüøóþ k.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óðàâíåíèþ (2.12). Ïóñòü åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèéìíîãî÷ëåí èìååò m(m ≤ n) ðàçëè÷íûõ êîðíåé λ1, ... , λm. Îáîçíà÷èì÷åðåç k1, ... , km èõ êðàòíîñòè. Â ñèëó ëåìì �óíêöèè

x1 = eλ1t, x2 = teλ1t, ... , xk1
= tk1−1eλ1t,

xk1+1 = eλ2t, xk1+2 = teλ2t, ... , xk1+k2
= tk2−1eλ2t,

...

...
xk1+···+km−1+1 = eλmt, ... , xk1+···+km

= tkm−1eλmt

(2.15)áóäóò ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.12). Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî n.Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 2.5. Ñèñòåìà �óíêöèé (2.15) îáðàçóåò ñèñòåìó èç n ëè-íåéíî íåçàâèñèìûõ �óíêöèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ðåøåíèå ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

x(t) =
n

∑

j=1

Cjxj, (2.16)49



ãäå xj � ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè (2.15), à Cj � íåêîòîðûå ïî-ñòîÿííûå.Îòìåòèì, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò n ðàçëè÷íûõêîðíåé, òî �îðìóëà (2.16) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä

x(t) = C1e
λ1t + · · · + Cne

λnt.Íàèáîëåå ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü �óíäàìåí-òàëüíîé ñèñòåìû (2.15), åñëè êîðíè λ1, ... , λn ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî,ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ C1, ..., Cn è ïðè t ∈ (−T, T ) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

C1e
λ1t + · · · + Cne

λnt ≡ 0.Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ åãî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

C1λ1e
λ1t + · · · + Cnλne

λnt ≡ 0,à ïðîäåëàâ ïîñëåäîâàòåëüíî äàííóþ ïðîöåäóðó n− 1 ðàç, ïîëó÷àåì

C1λ
2
1e

λ1t + · · · + Cnλ
2
ne

λnt ≡ 0,
.............

C1λ
n−1
1 eλ1t + · · · + Cnλ

n−1
n eλnt ≡ 0.Ïðè t = 0 ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

C1 + · · · + Cn = 0,
λ1C1 + · · · + λnCn = 0,

............
λn−1

1 C1 + · · · + λn−1
n Cn = 0,ó êîòîðîé åñòü íåíóëåâûå ðåøåíèÿ C10, ..., Cn0. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäå-ëèòåëü äàííîé ñèñòåìû äîëæåí áûòü ðàâåí 0. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, å¼îïðåäåëèòåëü

Vn =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

1 ........ 1
λ1 ........ λn

........
λn−1

1 ........ λn−1
n

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

6= 0,åñëè λ1, ... , λn � ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü õîðîøî èç-âåñòåí èç êóðñà âûñøåé àëãåáðû ïîä íàçâàíèåì îïðåäåëèòåëü Âàí äåðÌîíäà. 50

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Îòìåòèì äðóãèå âàæíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû:1. (eA)−1 = e−A,2. eA0 = E, åñëè A0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà,3. Åñëè A1 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ïîäîáíàÿ ìàòðèöå A, ò. å.
A1 = SAS−1 (detS 6= 0),òî èìååì

eA1 =
∞

∑

p=0

1

p!
(SAS−1)p = S(

∞
∑

p=0

1

p!
AP )S−1 = SeAS−1.Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

exp(SAS−1) = SeAS−1. (3.21)Íàðÿäó ñ îïðåäåëåíèåì ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû (3.17) äëÿ ìàòðèöû A,ìîæíî îïðåäåëèòü ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó äëÿ ìàòðèöû tA

eAt = E +
t

1!
A+

t2

2!
A2 + ...+

tn

n!
An + ... (3.22)Îòìåòèì òðè âàæíûõ ñâîéñòâà ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû óæå äëÿ ìàòðèöû

tA 1. et1A · et2A = e(t1+t2)A,2. (etA)′ = AetA = etAA,3. (e0A) = E.Íàõîæäåíèå ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû, îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè âè-äà ðÿäà, ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêèì è ïîýòîìó ëåãêî ìîæåò áûòü ïðèìåíèìî,åñëè ìàòðèöà ïðèâåäåíà ê íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé �îðìå. Äåòàëüíî ñýòèì ìåòîäîì ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ó÷åáíèêàõ. Íèæå ðàñ-ñìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íàõîæäåíèÿ ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû.Ïðèìåð 3.6. Ïóñòü A =

(

0 1
0 0

)

, òîãäà An =

(

0 0
0 0

)

, n ≥ 2.Ïîýòîìó çäåñü

eAt = E + At =

(

1 t
0 1

)

.Ïðèìåð 3.7. �àññìîòðèì ìàòðèöó

A =

(

0 −1
1 0

)

,91



÷òî è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâàíèè �îðìóëû (3.18), èñïîëüçóÿ îäíó èç íèæå-ñòîÿùèõ íîðì

||A||1 = max
j

∑

k

|ajk|,

||A||2 = max
k

∑

j

|ajk|,ãäå ||E|| = 1, èìååì

||eA|| ≤
∞

∑

p=0

||A||p
p!

= e||A||.Ëåììà 3.1. Ïóñòü ìàòðèöû A è B êîììóòèðóþò, ò. å. AB = BA.Òîãäà

eAeB = eA+B. (3.19)Äîêàçàòåëüñòâî: Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðàç-ëîæåíèÿ (3.17) èìååì

eAeB =
∞

∑

p=0

Ap

p!
·

∞
∑

q=0

Bq

q!
=

∞
∑

p=0

∞
∑

q=0

ApBq

p!q!
.Ïîëîæèì p + q = s (s = 0, 1, 2, 3...), òîãäà q = s − p ≥ 0, ò.å. p ≤ s, èñëåäîâàòåëüíî

exey =
∞

∑

s=0

s
∑

p=0

ApBs−p

p!(s− p)!
=

∞
∑

s=0

1

s!

s
∑

p=0

Cp
sA

pBs−p, (3.20)ãäå Cp
s =

s!

p!(s− p)!

� ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç s ýëåìåíòîâ ïî p.Òàê êàê ìàòðèöû A è B êîììóòèðóþò, òî

s
∑

p=0

Cp
sA

pBs−p = (A+B)p.Îòñþäà íà îñíîâàíèè �îðìóë (3.20) è (3.17) ïîëó÷àåì
eAeB =

∞
∑

s=0

1

s!
(A+B)s = eA+B,90

Óïðàæíåíèå 2.2. Ïîêàçàòü, ÷òî
Vn =

∏

j,k(j<k)

(λk − λj).Âïðî÷åì, ïðîâåðêó ýòîãî �àêòà ìîæíî íàéòè â ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ èçàäà÷íèêàõ, îòíîñÿùèõñÿ ê êóðñó "Àëãåáðà".Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ �óí-äàìåíòàëüíûõ ó÷åáíèêàõ ïî êóðñó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Ôîðìóëó (2.16) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
x(t) =

m
∑

j=1

pj(t)e
λjt, (2.17)ãäå pj(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè kj − 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâóþ ÷àñòü �îð-ìóëû (2.17) ïðèíÿòî íàçûâàòü êâàçèìíîãî÷ëåíîì.Åñëè, êàê è ðàíåå, óðàâíåíèå (2.12) äîïîëíåíî íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(t0) = α1, ... , x
(n−1)(t0) = αn−1, (2.18)òî ðå÷ü èäåò î çàäà÷å Êîøè (2.12), (2.18).�àññìîòðèì ïðèìåðû çàäà÷, ãäå òðåáóåòñÿ ëèáî íàéòè îáùåå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (2.12), ëèáî ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè (2.12), (2.18).Ïðèìåð 2.5. �åøèòü çàäà÷ó Êîøè

ẍ− x = 0, x(0) = 0, ẋ(0) = 1.Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äàííîãî äè��åðåíöè-àëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä λ2 − 1 = 0.Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ −1,+1. Ñëå-äîâàòåëüíî, ðåøåíèå ìîæåò áûòü âûïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

x(t) = C1e
−t + C2e

t, ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.×òîáû íàéòè êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ C1, C2,íóæíî ïîñëå âûïèñûâàíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ â îáùåì âèäå ðå-øèòü óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èòàê, èç óñëîâèé x(0) = 0ñëåäóåò, ÷òî C1 +C2 = 0, à èç óñëîâèÿ ẋ(0) = 1 ñëåäóåò, ÷òî −C1 +C2 = 1.Èç ïîëó÷èâøèõñÿ ñèñòåì äëÿ C1, C2 íàõîäèì, ÷òî C1 = −1

2
, C2 =

1

2

.Ïðèìåð 2.6. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x(IV ) − ẍ = 0, x(0) = 1, ẋ(0) = −1,

...

x (0) = 0.51



Â ýòîì ïðèìåðå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä λ4−λ2 = 0.Êîðíè ïîñëåäíåãî λl = 0 � êðàòíîñòè 2 è λ2 = −1, λ3 = 1. Òàê êàê ñðåäèêîðíåé äàííîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åñòü êîðåíü êðàòíîñòè2, òî ðåøåíèå áóäåò çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

x(t) = C1e
0·t +C2te

0·t +C3e
−t +C4e

t. Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ðå-øåíèè âûïèñàíî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êðàòíîñòü êîðíÿ λ = 0 ðàâíà 2. Èòàê

x(t) = C1 + C2t + C3e
−t + C3e

t. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõ

Ci, = 1, 4 ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äëÿ äàííîé çàäà÷è

x(t) = 2 + t− 1

2
(et + e−t) = 2 + t+ ch t.Ïðèìåð 2.7. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẍ+ x = 0.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 + 1 = 0, êîðíè êîòîðîãî λ1 = i,
λ2 = −i. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå â êîìïëåêñíîé �îðìå ìîæåò áûòü âû-ïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå x(t) = C1e

−it+C2e
it. ×òîáû ïåðåïèñàòü óðàâíå-íèå â äåéñòâèòåëüíîé �îðìå, òðåáóåòñÿ âûäåëèòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûåðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ëèíåé-íî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè áóäóò sin t, cos t. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñ-ëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ïîðÿäêîâîìó ÷èñëóóðàâíåíèÿ. Èòàê, ðåøåíèå â äåéñòâèòåëüíîé �îðìå

x(t) = C1 cos t+ C2 sin t. Çäåñü áûëà èñïîëüçîâàíà �îðìóëà Ýéëåðà
eit = cos t+ i sin t,à òàêæå òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè äåéñòâèòåëüíàÿè ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ýòî-ìó óðàâíåíèþ.Ïðèìåð 2.8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

x(IV ) + 2ẍ+ x = 0.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä λ4 + 2λ2 + 1 = 0. �åøàÿóðàâíåíèå, íàõîäèì êîðíè óðàâíåíèÿ λ1 = i êðàòíîñòè 2, λ2 = −i êðàò-íîñòè 2. �åøåíèå â êîìïëåêñíîé �îðìå áóäåò çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå52

Ìàòðèöà A èìååò òðåõêðàòíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ1 = 2, êîòîðîìó îòâå-÷àåò ñîáñòâåííûé âåêòîð e =





1
2
1



 . Îñòàëüíûå âåêòîðû � ýòî ïðèñî-åäèíåííûå âåêòîðû. Ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð A íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ
(A−α1E)h1 = e1. Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíòîâ âåêòîðà
h1 òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó







2x1 − x2 = 1,
3x1 − x2 − x3 = 2,

x1 − x3 = 1.îòêóäà h1 =





0
−1
−1



 . Ñîîòâåòñòâåííî h2 � îäíî èç ðåøåíèé ñèñòåìû

(A− λ1E)h2 = h1, îòêóäà h2 =





0
0
1



 . Îáùåå ðåøåíèå

x(t) = C1e
2t





1
2
1



 + C2e
2t
[





1
2
1



 t+





0
−1
−1





]

+

+C3e
2t
[





1
2
1





t2

2
+





0
−1
−1



 t+





0
0
1





]

.3.4. Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòàÏóñòü A = {ajk} � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.Îïðåäåëåíèå 3.6. Ïîä ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû

X ïîíèìàåòñÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ

expA ≡ eA =
∞

∑

p=0

Ap

p!
. (3.17)Ìàòðè÷íûé ðÿä (3.17) ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A è ïðè-òîì àáñîëþòíî. Ïðîâåðêà ýòîãî �àêòà äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà. Ñîñòàâëÿÿñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä íîðì, â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì

∞
∑

p=0

||A||p
p!

≤ ||A|| +
∞

∑

p=1

||A||p
p!

<∞, (3.18)89



... + qs = n ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ïðè t = 0îòëè÷åí îò íóëÿ (W (0) 6= 0), ÷òî â ñèëó òåîðåìû 3.6 è îïðåäåëåíèÿ 3.2äîêàçûâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü (3.16).Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(t) = C1e
λktl

(1)
k +C2e

λkt(l
(2)
k +tl(1))+...+Cke

λkt(l
(qk)
k +tl

(qk−1)
k +...+

tqk−1l
(1)
k

(qk − 1)!
),ãäå Cj � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.Äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà l(1)k âûïèñûâàåòñÿ öåïî÷êà ïðèñîåäèíåííûõâåêòîðîâ l(1)k , ..., l

(qk)
k .Ïðèìåð 3.4. �àññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = Ax,ãäå

A =





4 −1 −1
1 2 −1
1 −1 2



 ,ó êîòîðîé åñòü ïðîñòîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ1 = 2 è äâóêðàòíîå � λ2 =
λ3 = 3. Ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = 2 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð

e1 =





1
1
1



 , a ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = 3 îòâå÷àþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû
e2 =





1
1
0



 , e3 =





1
0
1



, ïîïàðíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû

(n = 3, r = 1 − , k = n− r = 2).Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:
x(t) = C1e

2t





1
1
1



 + C2e
3t





1
1
0



 + C3e
3t





1
0
1



 .Ïðèìåð 3.5. �àññìîòðèì ñèñòåìó
ẋ = Ax, A =





4 −1 0
3 1 −1
1 0 1



 .88

x(t) = C1e
−it+C2te

−it+C3e
it+C4te

it. Âûäåëÿÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå äåé-ñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåì sin t, t sin t, cos t, t cos t. Âûïèøåì ðåøå-íèå â äåéñòâèòåëüíîé �îðìå x(t) = C1 sin t+C2t sin t+C3 cos t+C4t cos t.Ïðèìåð 2.9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå
ẍ+ 2ix = 0.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2+2i = 0, êîðíè êîòîðîãî λ1 = 1− i,

λ2 = −1 + i. �åøåíèå â êîìïëåêñíîé �îðìå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåñóììû x(t) = C1e
(1−i)t + C2e

(−1+i)t.Çàìå÷àíèå 2.2. Åñëè â óðàâíåíèè
x(n) + a(n−1)x

(n−1) + . . .+ anẋ+ a0x = 0

aj ∈ C, íî aj 6∈ R, òî îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî òîëüêî â êîì-ïëåêñíîé �îðìå.2.5. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòî-ÿííûìè êîý��èöèåíòàìè�àññìîòðèì óðàâíåíèå
ẍ+ 2aẋ+ bx = 0, (2.19)ãäå a, b � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ λ2 + 2aλ+ b = 0 ðàâíû

λ1,2 = −a±
√
a2 − b.Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè a, b âîçìîæíî íåñêîëü-êî âàðèàíòîâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.19), à ñëåäîâàòåëüíî, è ïîâåäåíèÿðåøåíèé. �àçáåðåì ðàçíûå ñëó÷àè ïî îòäåëüíîñòè.

1
0. Çàòóõàþùèå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü a > 0, a2 < b,òîãäà λ1,2 = −a± i

√
b− a2 è âñ¼ âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.19)èìåþò âèä

x = e−at(C1 cosωt+ C2 sinωt), ω =
√
b− a2,ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíî âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. �åøåíèÿ ìîæíî çà-ïèñàòü â èíîì âèäå

x(t) = Ae−at cos (ωt− ϕ), (2.20)53



ãäå A =
√

C2
1 + C2

2 , cosϕ =
C1

A
, sinϕ =

C2

A

. Ôóíêöèÿ, çàïèñàííàÿ â âè-äå �îðìóëû (2.20), � íåïåðèîäè÷åñêàÿ, íî å¼ íóëè, à òàêæå ìàêñèìó-ìû è ìèíèìóìû ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ, ñ ïåðèîäîì T =
2π

ω

. Êî-ëåáàíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ �îðìóëîé (2.20), � çàòóõàþùèå, òàê êàê

lim
t→+∞

x(t) = 0. Âåëè÷èíà Ae−at íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé êîëåáàíèÿ. Âåëè-÷èíà δ = a íàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì çàòóõàíèÿ. Îíà ðàâíà δ =
1

τ

, ãäå

τ - ïðîìåæóòîê âðåìåíè, çà êîòîðûé àìïëèòóäà êîëåáàíèÿ óìåíüøàåòñÿâ a ðàç. Âåëè÷èíà d = δτ (òî åñòü d =
2πδ

ω

) íàçûâàåòñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèìäåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî óáûâàåòàìïëèòóäà �óíêöèè cos (ωt− ϕ) çà îäèí ïåðèîä.

2
0. Àïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ.2.1. Ïóñòü b > 0, a > 0,−b+ a2 > 0.�åøåíèå èìååò âèä

x(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t(λ1,2 < 0)è íå êîëåáëåòñÿ. Ýòî îòâå÷àåò íàëè÷èþ áîëüøîãî òðåíèÿ è áîëüøèõ ïî-òåðü â ñèñòåìå.2.2. Ïóñòü b < 0. Òîãäà êîðíè λ1,2 îáà âåùåñòâåííû, íî ðàçíûõ çíàêîâ.Â äàííîì ñëó÷àå, êàê è â ñëó÷àå 2.1, ðåøåíèå íå êîëåáëåòñÿ è ýòî îòâå÷àåòíàëè÷èþ áîëüøîãî òðåíèÿ è áîëüøèõ ïîòåðü â ñèñòåìå.

3
0. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé a < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ èìåþòâèä

x(t) = Ae−at cos (ωt− ϕ)(a2 < b),

x(t) = Ae−at(C1e
t
√

a2−b + C2e
−t

√
a2−b).Â ïåðâîì ñëó÷àå àìïëèòóäà êîëåáàíèé Ae−at íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòà-åò ñî âðåìåíåì. Òàêîé ïðîöåññ ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåìòîëüêî íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè, òàê êàê êîëåáàíèÿ ñ áîëüøèìèàìïëèòóäàìè íåëèíåéíû. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè b > 0 àìïëèòóäà êîëåáà-íèé òàê æå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ïðè b < 0 èìååòñÿ åäèíñòâåííîå(ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) óáûâàþùåå ðåøåíèå

x(t) = e(−a−
√

a2−b)t.54

Ñ�îðìóëèðóåì âàæíûé ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ñòðóêòóðû �óíäà-ìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé.Òåîðåìà 3.11. Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõâåêòîðîâ ljk

k (jk = 1, ..., qk, k = 1, .., s), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèìñîîòíîøåíèÿì

Al
(1)
k = λkl

(1)
k ,

Al
(2)
k = λkl

(2)
k + l

(1)
k ,... (3.14)

Al
(qk)
k = λkl

(qk)
k + l

(qk−1)
k ,ãäå ñóììà qk, îòâå÷àþùèõ îäèíàêîâûì λk, ðàâíà àëãåáðàè÷åñêîé êðàò-íîñòè ýòîãî êîðíÿ.Âåêòîðû l

(2)
k , ..., l

(qk)
k íàçûâàþò ïðèñîåäèíåííûìè âåêòîðàìè, ïîðîæ-äåííûìè ñîáñòâåííûì âåêòîðîì l

(1)
k . Îòìåòèì, ÷òî êîðíè λk ïðè ðàçíûõ

k ìîãóò áûòü îäèíàêîâûìè.Èòàê, ðàññìîòðèì êîðåíü λk. Åìó îòâå÷àåò ðåøåíèå x(1)
k = l

(1)
k eλkt.Òàêæå åìó îòâå÷àþò åùå (qk − 1) ðåøåíèé.Òåîðåìà 3.12. Êàæäîìó êîðíþ λk, îòâå÷àåò qk ðåøåíèé âèäà

x
(1)
k = l

(1)
k eλkt,

x
(2)
k = (l

(2)
k + tl

(1)
k )eλkt,... (3.15)

x
(qk)
k = (l

(qk)
k + tl

(qk−1)
k + ...+

tqk−1l
(1)
k

(qk − 1)!
)eλkt.Òàê êàê êàæäîìó λk, k = 1, .., s îòâå÷àåò qk ðåøåíèé âèäà (3.15), òîâñåãî èìååòñÿ q1 + q2 + ...+ qs = n ðåøåíèé

x
(1)
1 , ..., x

(q1)
1 , ..., x(1)

s , ..., x(qs)
s . (3.16)Òåîðåìà 3.13. �åøåíèÿ (3.16) îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòå-ìó ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ (3.10).Äîêàçàòåëüñòâî: Ïîñêîëüêó x(1)

k = l
(1)
k , ..., x

(qk)
k = (l

(qk)
k (k = 1, .., s)ïðè t = 0 è, ñîãëàñíî òåîðåìå k, âåêòîðû l

(2)
k , ..., l

(qk)
k â êîëè÷åñòâå q1+q2+87



ïîëó÷èì

u(t) =

(

cos 2t
cos 2t+ 2 sin 2t

)

e3t, v(t) =

(

sin 2t
sin 2t− 2 cos 2t

)

e3t.Òàê êàê �óíêöèè u(t) è v(t) îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøå-íèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, òî îáùåå ðåøåíèå áóäåò èìåòü ñëå-äóþùèé âèä

x(t) = C1

(

cos 2t
cos 2t+ 2 sin 2t

)

e3t+C2

(

sin 2t
sin 2t− 2 cos 2t

)

e3t, C1, C2 ∈ R.3. Ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé. Â ýòîì ñëó÷àå åñòü 2 âàðèàíòà âû-áîðà �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.10). Ýòî áóäåò çàâèñåòü îòîïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ ðåøåíèé, à òàêæå îò àëãåá-ðàè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè.Çàìå÷àíèå 3.2. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ó ìàòðèöû A åñòü åäèíñòâåííîå÷èñëî λ = λ1 êðàòíîñòè n (àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ðàâíà n), òî ÷èñëîñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ k (ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü), êîòîðûå ëèíåéíîíåçàâèñèìû, îïðåäåëÿþò ïî �îðìóëå

k = n− r,ãäå r � ðàíã ìàòðèöû (A− λ1E).Ïóñòü λ = λk � êîðåíü êðàòíîñòè m > 1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ (3.10) è ýòîìó êîðíþ ñîîòâåòñòâóþò ðîâíî m ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâìàòðèöû A(àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü = ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè). Âýòîì ñëó÷àå êîðíþ λ îòâå÷àþò m ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3.10) âèäà
α1e

λkt, α2e
λkt, ..., αme

λkt. (3.13)�åøåíèå (3.13) îáðàçóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îäíî-ðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ (3.10).Ïóñòü λk ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, à çíà÷èò � êîðåíü õàðàê-òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.10). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åãî êðàòíîñòü ðàâíà
m > 1, íî ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò m1 < m ñîáñòâåí-íûõ âåêòîðîâ. Òîãäà åãî àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü m > m1 � ãåîìåòðè-÷åñêîé êðàòíîñòè. Èç êóðñà àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè óìàòðèöû A åñòü m−m1 ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ.86

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (2.10), âàæíûå ñ òî÷êèçðåíèÿ ïðèëîæåíèé. Ñðåäè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îòìåòèì â ïåðâóþ î÷åðåäüñëó÷àé a = 0, êîòîðûé ïðèìåíèì âî ìíîãèõ �èçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõïðèëîæåíèÿõ è çàäà÷àõ. Èòàê, ðàññìîòðèì ñëó÷àé a = 0 áîëåå ïîäðîáíî.
4

0. �àðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ïóñòü a = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (2.19)ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå
ẍ+ bx = 0. (2.21)4.1. Ïóñòü b < 0. Äàííûé ñëó÷àé íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, òàê êàêîí ñîâïàäàåò ñî ñëó÷àåì 2.2, êîãäà êîðíè λ1,2 îáà âåùåñòâåííû è ðàçíûõçíàêîâ. Îòâåò îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé àíàëîãè÷åí êàê è â ñëó÷àå 2.1, òàêè â ñëó÷àå 2.2.4.2. Ïóñòü b > 0. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü λ2 + b = 0, òàê÷òî λ1,2 = ±ib è âñÿêîå âåùåñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.19) èìååòâèä

x(t) = C1 cos (ωt) + C2 sin (ωt), ω2 = bèëè çàïèñàííîå â íåñêîëüêî äðóãîì âèäå

x(t) = A cos (ωt− ϕ),ãäå A =
√

C2
1 + C2

2 , cosϕ = C1A, sinϕ =
C2

A

. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ àìïëè-òóäîé êîëåáàíèé. Êîëåáàíèÿ ñîâåðøàþòñÿ ñ ïåðèîäîì T =
2π

ω

.Ìåõàíè÷åñêàÿ èëè äðóãàÿ �èçè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèåì (2.21), íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì. Ïðèìåðûòàêèõ ñèñòåì: 1) ìàëûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, 2) ìàëûå êîëåáàíèÿ ãðóçà,ïîäâåøåííîãî íà óïðóãîé ïðóæèíå, ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè,3) ýëåêòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â êîíòóðå, ñîñòîÿùåì èç åìêîñòè C è èíäóê-òèâíîñòè L.

5
0. Ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé. Ïóñòü a2 − b = 0. Â äàííîì ñëó÷àåõàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîðåíü λ1,2 = −a êðàòíîñòè 2.5.1. Ïóñòü a > 0. Òîãäà ðåøåíèå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

x(t) = C1e
−at + C2te

−at.Â ýòîì ñëó÷àå ïî àìïëèòóäå ðåøåíèå óáûâàåò.55



5.2. Ïóñòü a < 0. Òîãäà ðåøåíèå óæå áóäåò çàïèñàíî â ñëåäóþùåìâèäå

x(t) = C1e
at + C2te

at.�åøåíèå â ýòîì ñëó÷àå ïî àìïëèòóäå âîçðàñòàåò.2.6. Óðàâíåíèå ÝéëåðàËèíåéíîå óðàâíåíèå âèäà

x(n)y(n) + a1x
(n−1)y(n−1) + . . .+ an−1xy

′ + any = 0, (2.22)ãäå ai = const, i = 1, . . . , n íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà. Íèæå, äëÿîïðåäåëåííîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x > 0. Äåëàÿ çàìåíó x = et, óðàâíå-íèå Ýéëåðà ìîæíî ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåí-òàìè, òàê êàê ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ẏ = y′ · ẋ = ety′, y′ =
ẏ

et
,

ÿ = y′et + y′′e2t, y′′ =
ÿ

e2t
− ẏ

e2t
, . . .Çäåñü òî÷êîé îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî t, à øòðèõîì ïðîèçâîäíàÿ ïî x.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî xky(k) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðî-èçâîäíûõ �óíêöèè y ïî ïåðåìåííîé t ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.Áîëåå ý��åêòèâíûé ñïîñîá èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñîñòî-èò â òîì, ÷òî ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå y = xλ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîé�óíêöèè â (2.22) ïîëó÷àåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ λ

λ(λ− 1) · . . . · (λ− n+ 1) + a1λ(λ− 1) × . . .
×(λ− n+ 2) + . . .+ an−1λ+ an = 0.

(2.23)Âèä îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.22) îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì êîðíåéõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè) è èõêðàòíîñòüþ. �àçáåðåì ïî îòäåëüíîñòè ðàçëè÷íûå ñëó÷àè êîðíåé õàðàê-òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.1. Ñëó÷àé ïðîñòûõ êîðíåé. Êîðíè λ1, . . . λn õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ (2.23) ðàçëè÷íû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó ïðîñòîìó êîðíþ
λi îòâå÷àåò ÷àñòíîå ðåøåíèå xλi óðàâíåíèÿ (2.22).56

Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ýéëåðà

eit = cos t+ i sin t,ïðåîáðàçóåì �óíêöèþ x(t) ê âèäó
x(t) = (p+iq)eat(cos bt+i sin bt) = eat(p cos bt−q sin bt)+ieat(q cos bt+p sin bt),èëè x(t) = u(t) + iv(t), ãäå

u(t) = eat(p cos bt− q sin bt), v(t) = eat(q cos bt+ p sin bt).Åñëè α = p+ iq � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé êîðíþ

λ = a + ib õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.12), òî êîìïëåêñíî ñîïðÿ-æåííîìó êîðíþ λ = a− ib áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-íîå ðåøåíèå α = p − iq. Òàê êàê x(t) = αeλt òàêæå áóäåò ðåøåíèåìñèñòåìû (3.10), òî â ñèëó ëèíåéíîñòè ñèñòåìû (3.10) åé áóäóò óäîâëå-òâîðÿòü è âåêòîð-�óíêöèè u(t) =
1

2
(x(t) + x(t)) è v(t) =

1

2
i(x(t) − x(t)),ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â Rn.Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-�óíêöèè u(t) è v(t) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíîéè ìíèìîé ÷àñòÿìè êîìïëåêñíîçíà÷íîé �óíêöèè x(t) = αeλt è ðåøåíèÿìèñèñòåìû (3.10). Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèè u(t) è v(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìûâ R. Çíà÷èò ïàðå ïðîñòûõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé λ = a ±

ib õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïàðà äåéñòâèòåëüíûõëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3.10).Óïðàæíåíèå 3.2. Ïðîâåðèòü, ÷òî u(t) è v(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Ïðèìåð 3.3. �àññìîòðèì ñèñòåìó (3.10) ïðè n = 2, à

A =

(

4 −1
5 2

)

.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè λ1 = 3 + 2i, λ2 = 3 − 2i.Êîðíÿì λ1, λ2 ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðà

e1 =

(

1
1 − 2i

)

, e2 =

(

1
1 + 2i

)

.Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè äëÿ âåêòîð-�óíêöèè

x(t) = α1e
λ1t =

(

1
1 − 2i

)

e(3+2i)t,85



èëè â êîîðäèíàòíîé �îðìå

x1(t) = C1e
3t + C2e

−it,

x2(t) = C1e
3t − C2e

−it.Ïðèìåð 3.2. �àññìîòðèì ñèñòåìó (3.10) â ñëó÷àå n = 2, à

A =

(

2 1
3 4

)

.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

∣

∣

∣

∣

2 − λ 1
3 4 − λ

∣

∣

∣

∣

= λ2 − 6λ+ 5 = 0.Åãî êîðíè λ1 = 1 λ2 = 5. Ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 ñîîòâåòñòâóåò ñîá-ñòâåííûé âåêòîð e1, à λ2 � e2, ãäå

e1 =

(

1
−1

)

, e2 =

(

1
3

)

.Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå

x(t) = C1e
t

(

1
−1

)

+ C2e
5t

(

1
3

)

,à C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.2. Ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Ïóñòü ñðåäè ïðîñòûõ êîðíåé õà-ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åñòü êîìïëåêñíûå. Òàêèå êîðíè ðàçäåëÿ-þòñÿ íà ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé λ = a+ ib, λ = a− ib, ïî-ñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.12) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñòå-ïåíè n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Êàê â äàííîì ñëó÷àå, òàê èâ áîëåå îáùåé ñèòóàöèè îáùåå ðåøåíèå áóäåò âûãëÿäåòü â �îðìå (3.11).Ïðè íàëè÷èè êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàê â íàøåì ñëó÷àå,ðåøåíèå â �îðìå (3.11) íàçûâàþò ðåøåíèåì â êîìïëåêñíîé �îðìå. Ìîæ-íî ïîëó÷èòü ðåøåíèå â äåéñòâèòåëüíîé �îðìå, ò. å. èç âèäà êîìïëåêñíûõðåøåíèé âûäåëèòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ. Äåé-ñòâèòåëüíî, êàæäîìó êîìïëåêñíîìó êîðíþ λ = a+ ib ñîîòâåòñòâóåò ñîá-ñòâåííûé êîìïëåêñíûé âåêòîð α = p + iq, p, q ∈ Rn. Äëÿ ïîëó÷åííûõ
λ è α ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîçíà÷íóþ âåêòîð-�óíêöèþ

x(t) = αeλt = (p+ iq)e(a+ib)t.84

Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìååò âèä
y = C1x

λ1 + C2x
λ2 + . . .+ Cnx

λn ,ãäå C1, C2, . . . Cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.2. Ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Åñëè êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ(2.22) âåùåñòâåííû, òî êîìïëåêñíûå êîðíè óðàâíåíèÿ (2.23) áóäóò ïî-ïàðíî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè: λ1,2 = α ± iβ. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðåïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé α ± iβ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü äâà âåùå-ñòâåííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ: xα cos (β ln x), xα sin (β lnx) (ýòî ñëåäóåò èçîïðåäåëåíèÿ xλ = eλlnx). Ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà âñëó÷àå êîìïëåêñíûõ êîðíåé â äåéñòâèòåëüíîé �îðìå èìååò âèä

y = C1x
α cos (βlnx) + C2x

α sin (βlnx).3. Ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (2.23)èìååò êîðíè λ1, . . . , λs êðàòíîñòè R1, . . . , Rs ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âñÿêîåðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìååò âèä
y = P1(lnx)x

λ1 + P2(lnx)x
λ2 + . . .+ Ps(lnx)x

λs ,ãäå Pj(t) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí îò t ñòåïåíè Rj − 1.Îòìåòèì òàêæå åùå äâà òèïà óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ áëèçêèìè êóðàâíåíèÿì òèïà Ýéëåðà, êîòîðûå ñ ïîìîùüþ çàìåí ñâîäÿòñÿ ê óðàâíå-íèÿì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.2.7. Óðàâíåíèå ËàãðàíæàÝòî óðàâíåíèå âèäà

(ax+ b)ny(n) + a1(ax+ b)n−1y(n−1) + . . .+ an−1(ax+ b)y′ + any = 0,ãäå a, b, aj = const (j = 1, 2, . . . , n). Çàìåíà ax + b = et ñâîäèò óðàâíåíèåËàãðàíæà ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.2.8. Óðàâíåíèå ×åáûøåâàÝòî óðàâíåíèå âèäà

(1 − x2)y′′ − xy′ + n2y = 0 (n = const).57



Ñ ïîìîùüþ çàìåíû x = cos t (ïðè |x| < 1) óðàâíåíèå ×åáûøåâà ñâîäèòñÿê óðàâíåíèþ

d2y

dt2
+ n2y = 0.Íèæå ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íà êàæäûé òèï óðàâíåíèé, èçó÷åí-íûõ â ýòîì ïàðàãðà�å.Ïðèìåð 2.10. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

x2y′′ + 6xy′ + 4y = 0.Â äàííîì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå Ýéëåðà, ðåøåíèÿ êîòîðîãî áóäåì èñêàòüâ âèäå y = xλ. Òîãäà ïîëó÷àåì

x2λ(λ− 1)xλ−2 + 6xλxλ−1 + 4xλ = 0, λ(λ− 1) + 6λ+ 4 = 0, λ2 + 5λ+ 4 = 0,îòêóäà λ1 = −1, λ2 = −4. Ïîýòîìó y = C1x
−1 + C2x

−4.Ïðèìåð 2.11. Ïðîèíòåãðèðóéòå ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

x2y′′ + 5xy′ + 4y = 0.Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ ê òàêîìó æå òèïó, ÷òî è óðàâíåíèå â ïðèìå-ðå 1. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìóõàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ λ2 + 4λ + 4 = 0, îòêóäà λ1,2 = −2 �äâóêðàòíûé êîðåíü. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

y = C1x
−2 + C2x

−2 ln x.Ïðèìåð 2.12. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
x2y′′ + 3xy′ + 2y = 0.Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâîê ïðèõîäèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèåáóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì λ2+2λ+2 = 0, îòêóäà λ1,2 = −1±i.Ïîýòîìó ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàêèì îáðàçîì:

y = C1x
−1 cos lnx+ C2x

−1 sin ln x.Ïðèìåð 2.13. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
(x+ 1)2y′′ + 4(x+ 1)y′ + 2y = 0.58

èëè det(A−λE) = 0, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Êîð-íè óðàâíåíèÿ (3.12) íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A.Âèä îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.10) îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì êîð-íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, èõ êðàòíîñòüþ, à òàêæå òåì, êà-êîå êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò êðàòíûìêîðíÿì óðàâíåíèÿ (3.12).�àññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè.1. Ñëó÷àé ïðîñòûõ êîðíåé. Ïóñòü âñå êîðíè λ1, ..., λn õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.10) äåéñòâèòåëüíû è ðàçëè÷íû, êàê óæå áûëîîòìå÷åíî, ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü n-ðàçëè÷íûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-øåíèé Ej(t), à �îðìóëà (3.11) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê îáùåå ðåøåíèå ñè-ñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.10). Èëè, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ3.4, îáðàçóþò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ýòîé îäíîðîäíîé ñè-ñòåìû.�àññìîòðèì äâà ïðèìåðà äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.Ïðèìåð 3.1. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ÎÄÓ.

{

ẋ1 = x1 + 2x2,
ẋ2 = 2x1 + x2.Ìàòðèöà A è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.12) ñèñòåìû ÎÄÓ â äàí-íîì ñëó÷àå èìååò âèä

A =

(

1 2
2 1

)

,

∣

∣

∣

∣

1 − λ 2
2 1 − λ

∣

∣

∣

∣

= 0.�àñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå λ2−2λ−3 = 0,èìåþùåå äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ êîðíÿ λ1 = 3, λ2 = −1. Îíèÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A.Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèå ýòèì ñîáñòâåí-íûì çíà÷åíèÿì. Ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λ = λ1 = 3 ((A − λ1E)e1 = 0) è

λ = λ2 = −1 ((A− λ2E)e2 = 0) ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû

e1 =

(

1
1

)

, e2 =

(

1
−1

)

.Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íàøåé ñèñòåìû â âåêòîðíîé �îðìå ìîæåòáûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

x(t) = C1e
3t

(

1
1

)

+ C2e
−t

(

1
−1

)

, C1, C2 ∈ R.83



ãäå

x =







x1(t)...

xn(t)






, ẋ =







ẋ1(t)...

ẋn(t)






, A = {ajk}, j, k = 1, 2, ...n,òî åñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, a ajk � ïîñòîÿííûå (âîîáùåãîâîðÿ, îíè ìîãóò áûòü è êîìïëåêñíûìè).Ïóñòü λj � îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A, a ej � ñîáñòâåí-íûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (ej 6= 0).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Aej = λjej.Òîãäà ñèñòåìà (3.10) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå Ej(t) = exp(λjt)ej.Óïðàæíåíèå 3.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî Ej(t) � ðåøåíèå.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî CjEj(t) òàêæå áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû(3.10), ãäå Cj � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λj (j =
1, .., n). Òîãäà ñèñòåìà (3.10) èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

Ej(t) = exp(λjt)ej.Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ðåøåíèé

x(t) =
n

∑

j=1

CjEj(t) (3.11)òàêæå áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.10). Çäåñü, êàê è ðàíåå, Cj � ïðîèç-âîëüíûå ïîñòîÿííûå. Îíè ìîãóò áûòü íå òîëüêî äåéñòâèòåëüíûìè, íî èêîìïëåêñíûìè.Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé,åñëè òîæäåñòâî

n
∑

j=1

CjEj(t) ≡ 0âëå÷åò ðàâåíñòâà Cj = 0 (j = 1, 2, ..., n).Îïðåäåëåíèå 3.5. Óðàâíåíèå n-é ñòåïåíè
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 − λ a12 ... a1n

a21 a22 − λ ... a2n... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, (3.12)82

Âèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå Ëàãðàíæà. Äåëàÿ çàìåíó x + 1 = et, ìû ñâî-äèì èñõîäíîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.�åøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä
y(t) = C1e

−2t + C2e
−t. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå âñåãî óðàâíåíèÿ èìååòñëåäóþùèé âèä

y = C1(x+ 1)−2 + C2(x+ 1)−1.Ïðèìåð 2.14. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
(1 − x2)y′′ − xy′ + 3y = 0.Èç âèäà óðàâíåíèÿ çàìå÷àåì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ×åáûøåâà. Ïðîâåäåìçàìåíó ïåðåìåííîé ïî �îðìóëå x = cos t (t ∈ (0, π)). Èìååì

y′ = ẏ
(

− 1

sin t

)

, y′′ = ÿ
1

sin2 t
− ẏ

cos t

sin t
,ãäå, êàê è ðàíåå, øòðèõîì îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî x, à òî÷êîé � ïî t.Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ, èìååì â èòîãå

d2y

dt2
+ 3y = 0,îòêóäà y = C1 cos

√
3t+C2 sin

√
3t = C1 cos (

√
3 arccosx)+C2 sin (

√
3 arcsinx).2.9. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîäíîðîäíûå äè��åðåíöè-àëüíûå óðàâíåíèÿ

Lx = x(n) + an−1x
n−1 + . . .+ a1x

1 + a0x = f(t), (2.24)ãäå aj ∈ R, j = 0, 1, 2, . . . , n − 1, x(k) =
dkx

dtk
, k ∈ N. Íàêîíåö, íåîäíî-ðîäíîñòü f(t) áóäåì âûáèðàòü â íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì êëàññå �óíêöèéïåðåìåííîãî t0.Îïðåäåëåíèå 6.1. Ôóíêöèþ f(t) áóäåì íàçûâàòü êâàçèïîëèíîìîì,åñëè

f(t) = expµtQm(t),59



ãäå Qm(t) � ïîëèíîì ñòåïåíè m (m = 0, 1, 2, . . .), òî åñòü

Qm(t) = qmt
m + qm−1t

m−1 + . . .+ q1t+ q0,ãäå µ, q � äåéñòâèòåëüíûå èëè êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå.Ñïåöèàëüíûé êëàññ �óíêöèé áóäóò ñîñòàâëÿòü òå èç íèõ, äëÿ êîòîðûõñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(t) =
l

∑

j=1

exp (µjt)Qmj(t),òî åñòü f(t) � êîíå÷íàÿ ñóììà êâàçèïîëèíîìîâ.Ïðèìåð 2.15. f(t) = e2t(t2 + t+ 1) + 2e−t(2t− 3).Ïðèìåð 2.16. f(t) = (cosωt)(t2 + 1) + sinωt(2t+ 1), ω ∈ R.Äàííàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê òàêîìó âèäó, êîòî-ðûé ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü â ñïåöèàëüíûé êëàññ �óíêöèé. Äåéñòâèòåëüíî,ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

cosωt =
exp (iωt) + exp (−iωt)

2
, sinωt =

exp (iωt) + exp (−iωt)
2i

.Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(t) =
1

2
exp (iωt)[t2 + 1 +

1

2i
(2t+ 1)] +

1

2
exp (−iωt)[t2 + 1 − 1

2i
(2t+ 1)].Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.24),ìîæíî ñíà÷àëà íàéòè îáùåå ðåøåíèå y(t) ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãîóðàâíåíèÿ

Lx = x(n) + an−1x
n−1 + . . .+ a1x

1 + a0x = 0.Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.24) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå
x(t) = y(t) + u(t),ãäå u(t) � ÷àñòíîå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.24). Ñïîñî-áû íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ áûëè ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ. Öåí-òðàëüíûì ìîìåíòîì ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàññìîòðåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ

P (λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0. (2.25)60

Òåîðåìà 3.9. Åñëè âåêòîð-�óíêöèè
xk(t) =







x1k(t)...
xnk(t)






, k = 1, .., n,îïðåäåëåííûå â ïðîìåæóòêå T ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, îáðàçóþò â íåì �óí-äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ(3.3), òî îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

x(t) =
n

∑

k=1

Ckxk(t) (3.9)ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè Ck (k = 1, ..., n).Òåîðåìà 3.10. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.2) åñòüñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.3)è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.2)

x(t) = x∗(t) +
n

∑

k=1

Ckxk(t),ãäå x∗(t) � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.2), îïðåäåëåííîåíà ïðîìåæóòêå T, xk(t), k = 1, ..., n, � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøå-íèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.3), îïðåäåëåííàÿ â òîìæå ïðîìåæóòêå, Ck, k = 1, .., n � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìû 3.9, 3.10, íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî îá-ùèé õàðàêòåð, íå òîëüêî èãðàþò âàæíåéøóþ ðîëü â òåîðèè ÎÄÓ, íî èóêàçûâàþò ïóòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ ÎÄÓ ñ ïåðåìåííûìè êîý�-�èöèåíòàìè.3.3. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìûñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìèÑèñòåìîé ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî-ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè íàçâàíà ñèñòåìà

ẋ = Ax, (3.10)81



Îïðåäåëåíèå 3.4. Ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ â ïðîìåæóòêå T ⊆ R ñè-ñòåìó èç n âåêòîð-�óíêöèé âèäà (3.8), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âíåì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû n ëèíåéíûõ ÎÄÓ (3.3), íàçûâàþò�óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé äëÿ (3.3) â ýòîì ïðîìåæóòêå.Èç äàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3.8. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé ñóùåñòâóþò.Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü i, k = 1, ..., n è ÷èñëà

bik =

(

0, i 6= k
1, i = k

)îáðàçóþò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E = (bik) ðàçìåðà n, îïðåäåëèòåëü êîòîðîéðàâåí 1.�àññìîòðèì n ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.3)

xk(t) =







x1k(t)...

xnk(t)






, k = 1, ..., n,êîòîðûå îïðåäåëåíû â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T ⊆ R è â òî÷êå t0 ∈ Tóäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x
(k)
i (t0) = bik, i, k = 1, ..., n. Òî-ãäà ïîëó÷èì W (t0) = detE = 1 6= 0, ò. å. W (t) 6= 0 â ïðîìåæóòêå T .Íà îñíîâàíèè (3.5) è îïðåäåëåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíîíåçàâèñèìû â ïðîìåæóòêå T è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.2, îáðàçóþò âíåì �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ ñèñòåìû (3.3).Îïðåäåëèâ ïîíÿòèå �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé, ìû ìîæåìñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ êàê ñèñòåìû (3.1),òàê è ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ ÎÄÓ âèäà (3.2), êîòîðóþ òàêæåíàçûâàþò íîðìàëüíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ÎÄÓ âèäà (3.2)ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè.Îáùåå ðåøåíèå íîðìàëüíîé ñèñòåìû èç n ÎÄÓ âêëþ÷àåò n ïðîèç-âîëüíûõ ïîñòîÿííûõ Ck (k = 1, ..., n). Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ óæå îò-ìå÷àëàñü ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà (ñì. ãë. 2). Ñëåäóþùàÿòåîðåìà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî óêàçàòü ñòðóêòóðó îáùåãî ðåøåíèÿ îäíî-ðîäíîé ñèñòåìû âèäà (3.3), íî è óñòàíîâèòü, ÷òî â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøèäëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ ýòè ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

80

Ïðèñòóïèì ê îñíîâîé çàäà÷å äàííîãî ïàðàãðà�à � àëãîðèòìó îòûñêàíèÿ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ u(t). Çäåñü ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà îñíîâíûõ ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1. "Îòñóòñòâèå ðåçîíàíñà". Ýòîò ñëó÷àé îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-âèåì: µ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.25).Ñëó÷àé 2. "�åçîíàíñ" îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì µ = λj, ãäå λj � êîðåíüõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.25). Çäåñü ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà ïîä-ñëó÷àÿ.2a) µ = λj, λj � ïðîñòîé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ;2b) µ = λj, λj � êîðåíü êðàòíîñòè kj õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ(2.25).�àçáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè ñïîñîáû. Ïðè ýòîì ñíà÷àëà äîñòàòî÷íîðàññìîòðåòü òîò âàðèàíò, åñëè
f(t) = eµtQm(t),ãäå, êàê è ðàíåå, Qm(t) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

f(t) =
k

∑

j=1

fj(t), òî ÷àñòíîå ðåøåíèå u(t) óðàâíåíèÿ (2.24) ñ òàêîé ïðàâîé÷àñòüþ ìîæíî íàïèñàòü â âèäå
u(t) =

k
∑

j=1

uj(t),ãäå uj(t) � ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Lx = fj(t), j = 1, 2, . . . , k.Íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àéÒåîðåìà 2.6.×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.24), åñëè f(t) = eµtQmt,
P (µ) = 0, m ∈ N , ìîæíî èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå

u(t) = eµtBm(t),ãäå Bm(t) � ìíîãî÷ëåí òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è Qm(t)

Bm(t) = bmt
m + bm−1t

m−1 + . . .+ b1t+ b0,

b0, b1, . . . , bm ∈ R(C) è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâ-íåíèå (2.24). 61



Èíîãäà ýòîò ìåòîä íàçûâàþò ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåí-òîâ. Òåîðåìó 2.6 óäîáíî äîêàçûâàòü, èñïîëüçóþ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîéèíäóêöèè.Ïóñòü m = 0, ò. å. Q0(t) = q0e
µt, ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

u0(t) = b0e
µt. Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî u(j)(t) = µjb0e

µt è ïîýòîìó

Lu0 = b0P (µ)eµt = q0e
µt.Îòêóäà íàõîäèì, ÷òî

b0 =
q0

P (µ)
, P (µ) 6= 0.Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî ïðè íåêîòîðîì m = k. Ïî-êàæåì, ÷òî ýòîò ñïîñîá îòûñêàíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ áóäåò ñïðàâåäëèâè ïðè m = k + 1.Çàìå÷àíèå 2.2. Ïóñòü v(t) = tkeµt. Òîãäà

Lv(t) = eµtP (µ)tk + eµtRk−1(t),ãäå Rk−1(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k − 1. Äåéñòâèòåëüíî,

(tkeµt)j = µjeµttk +

j
∑

p=1

Cp
j (tk)(p)(eµt)j−p.�àññìîòðèì íåîäíîðîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Lx = eµtQk+1(t),ãäå Qk+1(t) = qk+1t
k+1 + Qk(t). Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå â ñïåöè-àëüíîì âèäå

u(t) = bk+1t
k+1eµt + v(t).Ïðè òàêîì âûáîðå u(t) ïîëó÷àåì

Lu(t) = bk+1L(tk+1eµt) + Lv = qk+1t
k+1eµt + eµtQk(t).Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1 ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ v(t) ìîæíîïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

Lv = eµtQk(t),62

Ñ�îðìóëèðóåì â âèäå òåîðåì íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäå-ëèòåëÿ (3.7).Òåîðåìà 3.6.Åñëè ñèñòåìà âåêòîð-�óíêöèé
xk(t) =







x1k(t)...
xnk(t)






, k = 1, n, (3.8)ëèíåéíî çàâèñèìà â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T ⊆ R, òî îïðåäåëèòåëüÂðîíñêîãî W (t) ≡ 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ T .Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìî âñïîì-íèòü óñëîâèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîð-�óíêöèè xk(t) (k = 1, n)â ïðîìåæóòêå T , êîòîðûå áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû â îïðåäåëåíèè 3.2. Ñî-ãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, îäèí èç êîý��èöèåíòîâ â (3.5) îòëè÷àåòñÿ îòíóëÿ (λj 6= 0). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ xj(t) áóäåò ëèíåéíîéêîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ âåêòîð-�óíêöèé

xj = α1x1(t) + ...+ αj−1xj−1(t) + αj+1xj+1(t)...+ αnxn(t), t ∈ T,ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå αj áóäóò ïåðåñ÷èòûâàòüñÿ ÷åðåç λj ïî ñëåäóþùåé�îðìóëå
αk = −λk

λj

.Îòñþäà j-é ñòîëáåö îïðåäåëèòåëÿ W (t) áóäåò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåéîñòàëüíûõ ñòîëáöîâ. Îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ.Ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü åùå îäíî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå âûòåêàåò èçîïðåäåëåíèÿ 3.2 è îïðåäåëåíèÿ 3.3.Òåîðåìà 3.7. Åñëè îïðåäåëèòåëüW (t) äëÿ ñèñòåìû âåêòîð-�óíêöèé(3.8), ÿâëÿþùèõñÿ â ïðîìåæóòêå T ⊆ R ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòå-ìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ (3.3), ðàâåí íóëþ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå t0 ∈ T , òîýòà ñèñòåìà âåêòîð-�óíêöèé ëèíåéíî çàâèñèìà â ïðîìåæóòêå T .Èç óòâåðæäåíèÿ äàííîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå.Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè îïðåäåëèòåëü W (t), ñîñòàâëåííûé èç âåêòîð-�óíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíî-ðîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.3) â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T,ðàâåí íóëþ â îäíîé òî÷êå t0 ∈ T , ò. å. W (t0) = 0, òî îí òîæäåñòâåííîðàâåí íóëþ â ýòîì ïðîìåæóòêå (W (t) ≡ 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ T ).Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé â òåîðèè îäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõÎÄÓ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé.79



Åñëè æå òàêîé ñèñòåìû ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò, òî ñèñòåìó âåêòîð-�óíêöèé(3.4) íàçûâàþò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé â ïðîìåæóòêå T .3.2. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøå-íèé. Ñòðóêòóðà ðåøåíèé îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ëèíåéíûõñèñòåìÅñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-âèþ y(t0) = y0, òî ãîâîðÿò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (3.2) ïîñòàâëåíà íà÷àëüíàÿçàäà÷à èëè çàäà÷à Êîøè è çàïèñûâàþò åå â âèäå

X ′ = A(t)x+ g(t),
x(t0) = x0.

(3.6)Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ìàòðèöà A(t) è âåêòîð-�óíêöèÿ g(t) çàâèñÿòîò t íåïðåðûâíî, ãäå t ∈ (t0 − a; t0 + a). Òîãäà çàäà÷à Êîøè (3.6) èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Çàìå÷àíèå 3.1. Âñïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A(t) íåïðåðûâíî çàâèñèòîò t, åñëè ëþáîé ýëåìåíò ìàòðèöû A(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíê-öèåé ïåðåìåííîé t. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íåïðåðûâíîñòüâåêòîð-�óíêöèè g(t).Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà n âåêòîð-�óíêöèé

x1(t), ..., xk(t), ..., xn(t), xk(t) =







x1k(t)...

xnk(t)






, k = 1, n,îïðåäåëåííàÿ â ïðîìåæóòêå T ⊆ R ÷èñëîâîé ïðÿìîé R. Çäåñü ïåðâûé èí-äåêñ ó ñêàëÿðíîé �óíêöèè xik(t) îçíà÷àåò íîìåð êîîðäèíàòíîé �óíêöèè�óíêöèè âåêòîð-�óíêöèè xk, à âòîðîé � íîìåð ýòîé âåêòîð-�óíêöèè.Îïðåäåëåíèå 3.3. Îïðåäåëèòåëü

W (t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x11(t) x12(t) ... x1n(t)
x21(t) x22(t) ... x2n(t)... ... ... ...
xn1(t) xn2(t) ... xnn(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(3.7)íàçûâàþò îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî ñèñòåìû âåêòîð-�óíêöèé
x1(t), ..., xk(t), ..., xn(t). 78

ãäå Qk(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó çàìå÷àíèÿ
bkL(tk+1eµt) = bkt

k+1eµtP (µ) + eµtRk(t),è åñëè òåïåðü ïîëîæèòü
bk+1 =

qk
P (µ)

,òî îñòàíóòñÿ ëèøü ñëàãàåìûå âèäà αjt
jeµt, ãäå j < k + 1. Ñëàãàåìûå,ñîäåðæàùèå ÷ëåíû tk+1eµt, ñîêðàòÿòñÿ. Äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ,ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîñëå òàêîãî ñîêðàùåíèÿ, ñïðàâåäëèâî ïðåäïîëîæåíèå.Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðàõ.Ïðèìåð 2.17. �àññìîòðèì óðàâíåíèå

Lx = ẍ+ 2ẋ+ x = et(t+ 1) + 2 cos t,ó êîòîðîãî òðåáóåòñÿ íàéòè îáùåå ðåøåíèå.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíå-íèå
ẍ+ 2ẋ+ x = 0.Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèéâèä

p(λ) = λ2 + 2λ+ 1 = 0.Îíî èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü λ = −1. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äè�-�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

y(t) = (C1 + C2t)e
−t (ïî÷åìó?),ãäå C1, C2 ∈ R.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ u(t) ðàñ-ñìîòðèì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óðàâíåíèÿ

ẍ+ 2ẋ+ x = et(t+ 1), (2.26)

ẍ+ 2ẋ+ x = 2 cos t. (2.27)63



�àññìîòðèì óðàâíåíèå (2.26). ×àñòíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñëå-äóÿ ìåòîäó èçëîæåííîìó âûøå, áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå

u1(t) = et(b1t+ b0), b1, b0 ∈ R.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü µ = 1, ò. å. µ îòëè÷íî îò êîðíÿ õàðàêòåðèñòè-÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå

u̇1(t) = et(b1t+ b1 + b0), ü1(t) = et(b1t+ 2b1 + b0).Ïîäñòàíîâêà u1(t), (̇u)1(t), ü1(t) â óðàâíåíèå (2.26) è ñîêðàùåíèå íà etïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

bqt+ (2b1 + b0) + 2(b1t+ b1 + b0) + b1t+ b0) = t+ 1,êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ïðè âñåõ t ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî,

4b1 = 1, 4b1 + 4b0 = 1,òî åñòü b1 =
1

4
, b0 = 0. Èòàê,

u1(t) =
1

4
tet.Íàéäåì òåïåðü ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.27). Åãî ïðàâóþ ÷àñòüìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå eit + e−it. Ïîíÿòíî, ÷òî ÷èñëà ±i íå ÿâëÿþòñÿêîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ÷àñòîå ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ

ẍ+ 2ẋ+ x = eitìîæíî íàïèñàòü â âèäå

u21(t) = αeit.Ïðè ýòîì íåîïðåäåëåííûé êîý��èöèåíò α ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ
2iα = 1, α =

1

2i
= −1

2
i.×àñòíîå ðåøåíèå âòîðîãî

ẍ+ 2ẋ+ x = e−it64

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü x1(t),x2(t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3), ò. å.
x′1 = A(t)x1, x′2 = A(t)x2.�àññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýòèõ ðåøåíèé

x(t) = αx1(t) + βx2(t), α, β ∈ R.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî x′ = αx′1+βx
′
2 = αAx1+βAx2 = A(αx1+βx2),ñëåäîâàòåëüíî αx1 + βx2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.3).Òåîðåìà 3.2. �àçíîñòü ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìûÎÄÓ (3.2) åñòü ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.3).Òåîðåìà 3.3. Ñóììà ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.2) è ðå-øåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé åé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.3) åñòü ðåøåíèåíåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (3.2).Òåîðåìà 3.4. Åñëè x1(t) è x2(t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓñîîòâåòñòâåííî x′1 = A(t)x1 + g(t) è x′2 = A(t)x2 + f(t), òî x = x1 + x2ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ

x′ = A(t)x+ g(t) + f(t).Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.2 � 3.4 ïðîèçâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîä-ñòàíîâêîé è ïðîâåðêîé óñëîâèé òåîðåìû.�àññìîòðèì âåêòîð-�óíêöèè

x1(t), ..., xi(t), ..., xn(t), (3.4)íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì (3.2) èëè (3.3).Îïðåäåëåíèå 3.2. Ñèñòåìó âåêòîð-�óíêöèé (3.4) íàçûâàþò ëèíåéíîçàâèñèìîé â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T ⊆ R ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, åñëèñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà ÷èñåë

λ1, ..., λi, ..., λn ∈ R,

n
∑

i=1

λ2
i 6= 0,÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

λ1x1(t) + ...+ λixi(t) + ...+ λnxn(t) ≡ 0 ∀t ∈ T. (3.5)77



�ëàâà 3Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé3.1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèéÎïðåäåëåíèå 3.1. Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) íàçûâàþò ñèñòåìó âèäà

dxi

dt
=

n
∑

j=1

aij(t)xj + gi(t), i = 1, n, (3.1)ãäå xi(t) � íåèçâåñòíûå �óíêöèè, aij(t) è gi(t) � èçâåñòíûå �óíêöèè àðãó-ìåíòà t ∈ T , íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T ∈ R. Äëÿ ëèíåéíîéñèñòåìû (3.1) â îáëàñòè D = T ×Rn âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Êî-øè î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.Ñèñòåìû (ÎÄÓ) (3.1) äîïóñêàþò áîëåå êîðîòêóþ è ïðîñòóþ �îðìóçàïèñè â âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

x(t) =











x1(t)
x2(t)...

xn(t)











, A(t) =











a11(t) ... a1n(t)... ...

...... ...

...

an1(t) ... ann(t)











, g(t) =











g1(t)
g2(t)...

gn(t)











.Çäåñü x(t) è g(t) � âåêòîð-�óíêöèè, A(t) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, íàçûâà-åìàÿ ìàòðèöåé ñèñòåìû ÎÄÓ. Îáîçíà÷èì òàêæå x′ =
dx

dt

. Òîãäà ñèñòåìó(3.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ

x′ = A(t)x+ g(t). (3.2)Åñëè g(t) ≡ 0 â T , òî

x′ = A(t)x. (3.3)Ñèñòåìó (3.3) íàçûâàþò íîðìàëüíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõÎÄÓ.Íèæå ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùèå îñíîâíûå ñâîéñòâàîäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì ÎÄÓ.Òåîðåìà 3.1. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû(3.3) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.76

îáîçíà÷èì ÷åðåç u22(t). Ïðè ýòîì u22(t) = u21(t), ò. å. êîìïëåêñíîñîïðÿ-æåííàÿ �óíêöèÿ. Èòàê,

u2(t) = u21(t) + u22(t) = −1

2
ieit +

1

2
ieitâ äåéñòâèòåëüíîé �îðìå

u2(t) = sin t.Èòàê, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ðàññìîòðåííîãî â äàííîì ïðèìåðå,

x(t) = (C1 + C2t)e
−t − t

4
et + sin t.�åçîíàíñíûé ñëó÷àéÒåîðåìà 2.7. Ïóñòü â óðàâíåíèè (2.24) f(t) = eµtQm(t), ãäå µ �ïðîñòîé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.13) (P (µ) = 0,

P ′(λ)|λ=µ 6= 0). Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå äàííîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿìîæíî èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå
u(t) = eµttBm(t),ãäå Bm(t) = bmt

m + bm1
tm−1 + . . .+ b1t+ b0, ò.å. Bm(t) ìíîãî÷ëåí òîé æåñòåïåíè, ÷òî è Qm(t).Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.7, êàê è òåîðåìû 2.6, ìîæíî èñïîëüçîâàòüìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.Ïóñòü ñíà÷àëà m = 0, ò. å. ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä q0eµt. Òîãäà

u(t) = b0te
µt. Ïðè ýòîì

u(k)(t) = b0e
µt(µkt+ kµk−1), L(b0te

µt) = b0e
µt(P (µ)t+ P ′(µ)).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P (µ) = 0, à P ′(µ) 6= 0, íàõîäèì b0 =

q0
P ′(µ)

.Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.7 ñïðàâåäëèâî ïðè íåêîòîðîì íàòó-ðàëüíîì m = k. Òîãäà îíî îñòàåòñÿ âåðíûì è ïðè m = k + 1.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâ-íåíèå

Lx = eµtQk+1(t), (2.28)65



ãäå Qk+1(t) = qk+1t
k+1 + Qk(t), à Qk(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k. ×àñòíîåðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

u(t) = bk+1t
k+2eµt + v.Óðàâíåíèå (2.28) ïðèíèìàåò âèä

Lv + bk+1L(tk+2eµt) = qk+1e
µttk+1 + eµtQk(t).Ïðè ýòîì (tk+2eµt)j =

j
∑

p=0

Cp
j (tk+2)(p)(emut)p−j â ñèëó �îðìóëû Ëåéáíèöàäëÿ ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó

Lv + bk+1e
µtP (µ)tk+2 + bk+1e

µtP ′(µ)tk+1 + eµtPk(t) = qk+1e
µttk+1 + eµtQk(t).Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü bk+1 =

qk+1

P ′(µ)

, òî v(t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

Lv = eµtQk(t),ãäå Qk(t) � ìíîãî÷ëåí óæå ñòåïåíè k è â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-æåíèÿ òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü â óðàâíåíèè (2.24) f(t) = eµtQm(t), ãäå Qm(t) �ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, à µ � êîðåíü êðàòíîñòè k. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ (2.24) ìîæíî èñêàòü â ñëåäóþùåé �îðìå

u(t) = eµttkBm(t),ãäå Bm(t) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7 ïîâòîðÿåò îñíîâíûå ìîìåíòû äîêàçà-òåëüñòâà òåîðåìû 2.6. Ïðè åãî ðåàëèçàöèè ñëåäóåò ó÷åñòü ñïðàâåäëèâîñòüðàâåíñòâ

P (µ) = 0, P ′(µ) = 0, P (k−1)(µ) = 0,íî P (k)(µ) 6= 0, ò. ê. ïî ïðåäïîëîæåíèþ µ � êîðåíü êðàòíîñòè k õàðàêòå-ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.13).Óïðàæíåíèå 1.6. Äîêàçàòü òåîðåìó 2.7.Ïðèìåð 2.18. �àññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå
ẍ− 2ẋ+ x = tet.66

2.12. ẍ− 2ẋ+ x =
2

te−t

.2.13. ẍ+ x =
2

cos2 t

.2.14. ẍ− x =
4t2 + 1

x
√
t

.2.15. ẍ− 2ẋ+ x =
t2 + 2t+ 2

t3

.2.16. t3(ẍ− x) = t2 − 2.Óêàçàíèå: Â çàäà÷àõ 2.1 � 2.8 ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ï. 2.9, ãäå ÷àñò-íîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â ñïåöèàëüíîé �îðìå. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ìåòîäïðèìåíèì, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì. Â îñòàëüíûõçàäà÷àõ ïðàâàÿ ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèïîëèíîìîì. Ïîýòîìó äëÿ ðåøå-íèÿ äàííûõ çàäà÷ ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïî-ñòîÿííûõ, èçëîæåííûé â ï. 2.10.
75



Èíòåãðèðóÿ, èìååì

C1(t) = − t

2
+

1

2
ln(et + 1) + C1, C2(t) = −1

2
et +

1

2
ln(et + 1) + C2.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå C1(t), C2(t) â �îðìóëó äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ, ïî-ëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò

x = −1

2
[(t− ln(et + 1))et + 1 − (ln(et + 1))e−t] + C1e

t + C2e
−t.Ïðèìåð 2.22. �åøèòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ẍ + x =

1

sin x

. Îáùååðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå x = C1(t) cos t + C2 sin t. Ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ ñèñòåìà

Ċ1 cos t+ Ċ2 sin t = 0

Ċ2 cos t− Ċ1 sin t =
1

sin t
.Îòêóäà íàõîäèì, ÷òî C2 = ln | sin t| + C4, C1 = −t + C4. Ïîëó÷àåì îòâåòâ îêîí÷àòåëüíîì âèäå: x(t) = (−t+ C3) cos t+ (ln | sin t| + C4) sin t.2.12. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿÍàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé:2.1. x(III) − 3ẍ+ 3ẋ− x = et + 2 cos t.2.2. x(III) + x = te−t.2.3. x(IV ) − 2ẍ+ x = 2 cos t.2.4. x(IV ) + 2ẍ+ x = 2 cos t.2.5. ẍ− 3ẋ = e3t − 18t.2.6. ẍ+ 2ẋ+ x = te−t.2.7. ẍ− 2ẋ+ x = 4tet.2.8. ẍ− x = 4 sh(t).2.9. ẍ+ 4x =

1

cos 2t

.2.10. ẍ+ 2ẋ+ x = 3e−t
√
t+ 1.2.11. ẍ+ x =

sin t

cos2 t

. 74

Çäåñü µ = 1 êîðåíü êðàòíîñòè 2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
λ2 − 2λ + 1 = 0. Ïîýòîìó ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñëåäóåò èñêàòü ââèäå

u(t) = ett2(b1t+ b0).Óìåñòíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çäåñü Q1(t) = t, ò. å. q1 = 1, q0 = 0. Ïîýòîìó
B1(t) � ýòî ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

u̇ = et(b1t
3 + (3b1 + b0)t

2 + 2b0t),

ü = et(b1t
3 + (6b1 + b0)t

2 + (6b1 + 4b0)t+ 2b0).Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ñîêðàùåíèÿ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðà-âåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî
b1t

3 + (6b1 + b0)t
2 + (6b1 + 4b0)t+ 2b0 − 2b1t

3−
−2(3b1 + b0)t

2 − 4b0t+ b1t
3 + b0t

2 = t.Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì

2b0 = 0, 6b1 + 4b0 − 4b0 = 1.Îòêóäà b0 = 0, b1 =
1

6

. Èòàê
x(t) = (C1 + C2t)e

t +
1

6
t3et.Ïðèìåð 2.19. �àññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ẍ+ ω2x = α cos t, ω, α ∈ R+.Îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

ẍ+ ω2x = 0,êàê èçâåñòíî, x(t) = C1 cosωt+C2 sinωt. Åñëè ω 6= 1, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå

u(t) = (ω2 − 1)−1α cos t.Èíàÿ, ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ðåçîíàíñå, ò. å. ïðè ω = 1. Â ýòîì ñëó÷àå

u(t) = αt sin t.67



Ïðè ω = 1 îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

x(t) = C1 cos t+ C2 sin t+ αt sin t.Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó ω = 1 è ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå äîïîëíåíî íà-÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(0) = 1, ẋ(0) = 0.Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à Êîøè èìååò ðåøåíèå

x(t) = cos t+ αt sin t.Ïîñòîÿííûå C1, C2 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé

x(0) = C1 = 1, ẋ(0) = ((−C1 sin t+ C2 cos t) + α(sin t+ t cos t))|t=0 = C2 = 0.2.10. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ äëÿ ëèíåéíûõóðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà�àññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

Lx = ẍ+ p(t)ẋ+ q(t)x = f(t), (2.29)ãäå p(t), q(t), f(t) � çàäàííûå �óíêöèè ïåðåìåííîãî t. À òàêæå ëèíåéíîåîäíîðîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Lx = ẍ+ p(t)ẋ+ q(t)x = 0. (2.30)Ïóñòü ϕ1(t), ϕ2(t) � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.30).Òîãäà îáùåå ðåøåíèå äàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.30)
x(t) = C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t), (2.31)ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå (èëè êîìïëåêñíûå) ïîñòîÿí-íûå. Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ (2.29) áóäåì èñêàòü â �îðìå (2.31), ãäå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå

C1, C2 çàìåíÿþòñÿ íà íåçàâèñèìûå �óíêöèè a1(t), a2(t).
x(t) = a1(t)ϕ1(t) + a2(t)ϕ2(t). (2.32)68

Òàê êàê L0(ϕ1) = . . . = L0(ϕn) = 0, òî îêîí÷àòåëüíî Ċ1(t), . . . , Ċn(t)äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðè t ∈ (a, b) ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
Ċ1ϕ1 + . . .+ Ċnϕn = 0,

. . .

Ċ1ϕ
n−2
1 + . . .+ Ċnϕ

n−2
n = 0,

Ċ1ϕ
n−1
1 + . . .+ Ċnϕ

n−1
n = b(t).

(2.32)Äàííàÿ ñèñòåìà åñòü ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿîïðåäåëåíèÿ Ċ1, . . . , Ċn, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåìÂðîíñêîãî W (t). Òàê êàê ϕ1, . . . , ϕn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî W (t) 6= 0ïðè t ∈ (a, b). �åøàÿ (2.32) ïî �îðìóëàì Êðàìåðà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 2.9. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.8) èìååò ðåøåíèå

x(t) =
n

∑

i=1

ϕi(t)

∫ t

t0

Wni
(t)

W (t)
b(t)dt, (t0, t ∈ (a, b)), (2.33)ãäå ϕ1, . . . , ϕn � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãîîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ; W (t) � å¼ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî; Wni

� àëãåá-ðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî íà ïåðåñå÷åíèè

n-îé ñòðîêè è i-ãî ñòîëáöà.Çàìå÷àíèå 2.3. Õîòåëîñü áû îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä âàðèàöèè ïðèìå-íèì äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü çàïèñàíà êàê âñïåöèàëüíîì âèäå, òàê è â îáùåì ñëó÷àå. Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ óíè-âåðñàëüíûì.Íèæå ïðèâåäåí ðÿä ïðèìåðîâ íà ïðèìåíåíèå ìåòîäà âàðèàöèè ïðî-èçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.Ïðèìåð 2.21. �åøèòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ẍ − x =
et

et+1
. Ñîîò-âåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ẍ − x = 0 èìååò �óíäàìåíòàëüíóþñèñòåìó ðåøåíèé x1 = et, x2 = e−t. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ èìååì â âèäå x = C1(t)e

t + C2e
−t. Ñîñòàâèì ñèñòåìó

Ċ1(t)e
t + Ċ2(t)e

−t = 0,

Ċ1(t)e
t − Ċ2(t)e

−t =
et

et + 1
.�åøàÿ å¼, íàõîäèì

Ċ1(t) =
1

2

1

et + 1
, Ċ2(t) = −1

2

e2t

et + 1
.73



2.11. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõâ îáùåé ñèòóàöèèÂ îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8)èñïîëüçóþò ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, èíîãäà íàçûâà-åìûé ìåòîäîì Ëàãðàíæà.Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.9) ìîæåò áûòü çàïèñàíî âñëåäóþùåì âèäå

x(t) = C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t) + . . .+ Cnϕn(t),ãäå C1, . . . , Cn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn � �óíäàìåí-òàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.9). Ñîãëàñíî ýòîìóìåòîäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå C1, . . . , Cn èç-ìåíÿþòñÿ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b), òî åñòü C1 = C1(t),
C2 = C2(t), . . . , Cn = Cn(t). Âèä x(t) îáúÿñíÿåò íàçâàíèå ìåòîäà. Âû÷èñ-ëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäíûå �óíêöèè x(t) äî ïîðÿäêà n âêëþ÷è-òåëüíî, íàëàãàÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïåðâûå ïðîèçâîäíûå �óíê-öèè C1(t), . . . Cn(t). Â ðåçóëüòàòå èìååì

ẋ(t) = C1ϕ̇1 + . . .+ Cnϕ̇n + Ċ1ϕ1 + . . .+ Ċnϕn.Ïîëàãàåì Ċ1ϕ1 + . . .+ Ċnϕn = 0. Òîãäà

ẍn(t) = C1ϕ̈1 + . . .+ Cnϕ̈n + Ċ1ϕ̇1 + . . .+ Ċnϕ̇nè ñíîâà ïîëàãàåì Ċ1ϕ̇1 + . . . + Ċnϕ̇n = 0. Ïðèðàâíèâàÿ ïðè âû÷èñëåíèèêàæäîé ïðîèçâîäíîé äî ïîðÿäêà n−1 âêëþ÷èòåëüíî ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå
Ċ1, . . . , Ċn íóëþ, ïîëó÷èì

xn−1 = C1ϕ
n−1
1 + . . .+ Cnϕ

n−1
n ,

xn = C1ϕ
n
1 + . . .+ Cnϕ

n
n + Ċ1ϕ

n−1
1 + · · · + Ċnϕ

n−1.Òàê êàê x(t) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.8), òî, ó÷èòûâàÿ ïî-ëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, íàõîäèì

L0(x) = C1L0(ϕ1) + . . .+ CnL0(ϕn) + Ċ1ϕ
n−1
1 + . . .+ Ċnϕ

n−1
n = b(t).72

Ñëåäîâàòåëüíî,

ẋ(t) = ȧ1(t)ϕ1(t) + ȧ2(t)ϕ2(t) + a1(t)ϕ̇1(t) + a2(t)ϕ̇2(t).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a1(t), a2(t) âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðèâñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ t áûëî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
˙a1(t)ϕ1(t) + ȧ2(t)ϕ2(t) = 0.Ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå

ẍ(t) = a1(t)ϕ̈1(t) + a2(t)ϕ̈2(t) + ȧ1(t)ϕ̇1(t) + ȧ2(t)ϕ̇2(t).Ïîäñòàíîâêà �óíêöèè (2.31) è å¼ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèå ïðèâîäèò êðàâåíñòâó
a1(t)[ϕ̈1(t) + p(t)ϕ̇1(t) + q(t)ϕ1(t)] + a2(t)[ϕ̈2(t) + p(t)ϕ̇2(t) + q(t)ϕ2(t)]+

+ȧ(t)ϕ̇1(t) + ȧ2(t)ϕ̇2(t) = f(t).Âûðàæåíèÿ â îáåèõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâíû 0, òàê êàê ϕ1(t), ϕ2(t)� ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.30). Ïîýòîìóïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ȧ1(t), ȧ2(t) ñëåäóþùåãî âèäà

{

ϕ̇1(t)ȧ1(t) + ϕ̇2(t)ȧ2(t) = 0,

ϕ̇1(t)ȧ1(t) + ϕ̇2(t)ȧ2(t) = f(t).Îïðåäåëèòåëü äàííîé ñèñòåìû

W (t) =

∣

∣

∣

∣

ϕ1(t) ϕ2(t)
ϕ̇1(t) ϕ̇2(t)

∣

∣

∣

∣

6= 0,òàê êàê ϕ1(t), ϕ2(t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Êðàìåðà,íàõîäèì, ÷òî

ȧ1(t) = ψ1(t), ȧ2(t) = ψ2(t),

ψ1(t) = −f(t)ϕ2(t)

W
; ψ2(t) =

f(t)ϕ1(t)

W
,îòêóäà

a1(t) =

t
∫

t0

ψ1(s)ds+ β1, a2(t) =

t
∫

t0

ψ2(t)ds+ β2.69



Ôîðìóëó (2.32) ñ ó÷åòîì äàííûõ çàìå÷àíèé ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäó-þùåì âèäå

x(t) = u(t) + v(t),

u(t) = α1ϕ1(t) + α2ϕ2(t),

v(t) = ϕ1(t)

∫ t

t0

ψ1(s)ds+ ϕ2(t)

∫ t

t0

ψ2(s)ds.Ïðè òàêîì âàðèàíòå çàïèñè �îðìóëû (2.32) �óíêöèÿ u(t) � îáùåå ðå-øåíèå îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.30), à v(t) � ÷àñò-íîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.29).Ìåòîä âàðèàöèè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè íåîäíîðîäíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

ẍ+ pẋ+ qx = f(t),ãäå p, q ∈ R(C), à f(t) � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ, íî íå îáÿçàòåëüíî êâàçèïî-ëèíîì.Ïðèìåð 2.19. Ïðè t > 0 ðåøèòü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ẍ− 2ẋ+ x =
et

t
.Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ẍ − 2ẋ + x = 0 èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõðåøåíèÿ ϕ1(t) = et, ϕ2(t) = tet. �åøåíèå íåîäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëü-íîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â �îðìå (2.32)

x(t) = a1(t)e
t + a2(t)te

t.Äëÿ ȧ1(t), ȧ2(t) ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé

ȧ1(t)e
t + ȧ2(t)te

t = 0,

ȧ1(t)e
t + ȧ2(t)(te

t + et) = −e
t

t
.Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, íàõîäèì

ȧ2(t) =
1

t
, a2(t) = ln t+ α2,

ȧ1(t) = −1, a1(t) = −t+ α1.70

Èòàê,

x(t) = α1e
t + α2te

t − tet + tet ln t� îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ.Ýòîò ìåòîä ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ íå òîëüêî äëÿ íåîäíîðîäíûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.Ïðèìåð 2.20. Ïóñòü t > 0. �àññìîòðèì óðàâíåíèå
t2ẍ+ tẋ− 4x =

4

t3
.Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

t2ẍ+ tẋ− 4x = 0� óðàâíåíèå Ýéëåðà, ó êîòîðîãî åñòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

ϕ1(t) = t2, ϕ2(t) = t−2.Åãî îáùåå ðåøåíèå
x(t) = C1t

2 + C2t
−2.�åøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èùåì â �îðìå (2.31)

x(t) = a1(t)t
2 + a2(t)t

−2,ãäå a1(t), a2(t) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ȧ1(t)t
2 + ȧ2(t)t

−2 = 0,

t2(2ȧ(t)t− 2ȧ2(t)
1

t3
) =

4

t3
.Îòêóäà íàõîäèì

ȧ1(t) =
1

t0
, ȧ2(t) = − 1

t2
,

a1(t) = − 1

5t5
+ α1, a2(t) =

1

t
+ α2, α1, α2 ∈ R.Èòàê,

x(t) = α1t
2 + α2t

−2 +
4

5
t−3.71


