
Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
ßðîñëàâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ï. Ã. Äåìèäîâà

Ì.Ë. Ìÿ÷èí, Î.À. Äóíàåâà

Ââåäåíèå â öèôðîâóþ îáðàáîòêó ñèãíàëîâ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå

Ðåêîìåíäîâàíî
Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèì ñîâåòîì óíèâåðñèòåòà
äëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ
Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà

ßðîñëàâëü
ßðÃÓ
2015



ÓÄÊ 621.391(075)
ÁÁÊ Ç811.3ÿ73

Ì99

Ðåêîìåíäîâàíî
Ðåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêèì ñîâåòîì óíèâåðñèòåòà

â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî èçäàíèÿ. Ïëàí 2015 ãîäà.

Ðåöåíçåíòû:
Â. Í. Êîëåñêèí, êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò;

êàôåäðà âûñøåé ìàòåìàòèêè ÐÃÀÒÓ èì. Ï. À. Ñîëîâüåâà

Ì 99

Ìÿ÷èí, Ìèõàèë Ëåîíèäîâè÷.
Ââåäåíèå â öèôðîâóþ îáðàáîòêó ñèãíàëîâ : ó÷åáíîå ïîñîáèå
/ Ì.Ë. Ìÿ÷èí, Î.À. Äóíàåâà ; ßðîñë. ãîñ. óí-ò èì. Ï. Ã. Äåìèäîâà. �
ßðîñëàâëü : ßðÃÓ, 2015. � 148 ñ.
ISBN 978-5-8397-1065-8

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè èçëîæåíû áàçîâûå ïîíÿòèÿ öèôðîâîé îáðàáîòêè
ñèãíàëîâ; îäíîâðåìåííî ñ òåîðåòè÷åñêèìè îñíîâàìè ìåòîäîâ îáðàáîò-
êè ñèãíàëîâ ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå òîãî, êàê èñïîëüçîâàòü ýòè
ìåòîäû íà ïðàêòèêå.

Ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèþ
01.03.02 (010400.62) Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà (äèñöè-
ïëèíà ¾Öèôðîâàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ¿, öèêë ÁÇ), î÷íîé ôîðìû îáó-
÷åíèÿ.

ISBN 978-5-8397-1065-8
ÓÄÊ 621.391(075)
ÁÁÊ Ç811.3ÿ73

c⃝ ßðÃÓ, 2015



Ïðåäèñëîâèå

These weights values can be shown to work,
but why they work is something of a mystery.

[DSP Guide, 1999]

Ãëàâíûé âîïðîñ, íà êîòîðûé íàì õî÷åòñÿ îòâåòèòü â ïðåäèñëîâèè:

Çà÷åì íóæíà åùå îäíà êíèãà ïî öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ,
åñëè óæå èçäàíî ìíîæåñòâî çàìå÷àòåëüíûõ ðóêîâîäñòâ?

Îòâåò ïðîñòîé: ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íàøà êíèãà � ëó÷øåå ðóêîâîäñòâî äëÿ òåõ,
êòî õî÷åò îäíîâðåìåííî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè îñíîâàìè öèôðîâîé
îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è íàó÷èòüñÿ èñïîëüçîâàòü åå ìåòîäû â ðàáîòå.

Âî-ïåðâûõ, ýòà êíèãà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ðóêîâîäñòâîì ïî öèôðîâîé îá-
ðàáîòêå ñèãíàëîâ (ÖÎÑ). Èçëîæåíèå äîñòóïíî ñïåöèàëèñòó ïî ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêå, íåçíàêîìîìó ñî ñïåêòðàëüíîé òåîðèåé ñèãíàëîâ: ìû ïîäðîáíî
èçëàãàåì âåñü íåîáõîäèìûé äëÿ ïîíèìàíèÿ ìàòåðèàë.

Òóò âàæíî çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèå ñàìîé ñïåêòðàëüíîé òåîðèè âûõîäèò
äàëåêî çà ãðàíèöû îáðàáîòêè ñèãíàëîâ � ÷àñòî èìåííî â îáëàñòè ñïåêòðàëü-
íûõ ìåòîäîâ íàõîäÿòñÿ íàèáîëåå êîðîòêèå è áåçîïàñíûå ìîñòû ìåæäó òåîðè-
åé è âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäîì. Ëåæàùåå â îñíîâå ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ, âåðîÿòíî, ñàìûì øèðîêî èñïîëüçóåìûì ìàòåìà-
òè÷åñêèì ìåòîäîì� îíî ïîèñòèíå âåçäåñóùå1. Ïîýòîìó çíàêîìñòâî ñî ñïåê-
òðàëüíîé òåîðèåé áóäåò ïîëåçíî ëþáîìó ñïåöèàëèñòó ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêå.

Âî-âòîðûõ, ìû âñåãäà äîâîäèì èçëîæåíèå äî ðàáîòàþùèõ àëãîðèòìîâ
è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çàèíòåðåñîâàí â îñâîåíèè âû÷èñëèòåëüíîé ñòî-
ðîíû ÖÎÑ. Ìû âåðèì, ÷òî ëó÷øèé ñïîñîá ïîíÿòü ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêèé
ìåòîä� ðåàëèçîâàòü åãî â âèäå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû. Ëþäè, íèêîãäà
ýòèì íå çàíèìàâøèåñÿ, äàæå íå ïîäîçðåâàþò, êàêîå êîëè÷åñòâî âàæíûõ äåòà-
ëåé îíè óïóñêàþò èç âèäà. Èìåííî ïîýòîìó ìû ïðèâîäèì ïîäðîáíûå ñõåìû
òèïîâûõ ñïåêòðàëüíûõ àëãîðèòìîâ è íå æàëååì âðåìåíè è ìåñòà íà èõ îá-
ñóæäåíèå.

Ïîñîáèå â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ òåõ, êòî õî÷åò íàó÷èòü-
ñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ÖÎÑ â ñâîåé ðàáîòå, íî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
è ñòóäåíòàìè, èçó÷àþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèé êóðñ. Èçëîæåííûé ìàòåðèàë

1Ìû íå ìîæåì çäåñü âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè, ïîýòîìó ïðîñòî ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå
òåõíîëîãèè, îñíîâàííûå íà ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå: ñæàòèå çâóêà (íàïðèìåð, â ôîðìàòå MP3 è ïðè êîäè-
ðîâàíèè çâóêà â ñòàíäàðòå GSM), ñæàòèå èçîáðàæåíèé (íàïðèìåð, â ôîðìàòå JPEG), ñæàòèå âèäåîïîòî-
êà (íàïðèìåð, â ôîðìàòå MP4), âîññòàíîâëåíèå ðàñôîêóñèðîâàííûõ èçîáðàæåíèé, ðàñïîçíàâàíèå ãîëîñà,
ðàñïîçíàâàíèå ìóçûêàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé (íàïðèìåð, â ñåðâèñå Shazam), âîññòàíîâëåíèå îáúåìíûõ èçîá-
ðàæåíèé ïî ïðîåêöèÿì (íàïðèìåð, â ÌÐÒ�ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðàôèè).
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÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàëñÿ â ñïåöêóðñå, êîòîðûé àâòîðû â òå÷åíèå ðÿäà ëåò ÷è-
òàëè ñòóäåíòàì 3�4 êóðñîâ ñïåöèàëüíîñòè ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿.

Áëàãîäàðíîñòè

Ïðè ïîäãîòîâêå ìàòåðèàëîâ, âîøåäøèõ â ýòó êíèãó, ìû èñïîëüçîâàëè
òîëüêî ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûå ïðîãðàììû ñ îòêðûòûì êîäîì.

• Äëÿ ïîäãîòîâêè òåêñòà ìû èñïîëüçîâàëè çàìå÷àòåëüíóþ èçäàòåëüñêóþ
ñèñòåìó LATEX, ñîçäàííóþ Äîíàëüäîì Êíóòîì è Ëåñëè Ëàìïîðòîì.
LATEX� åäèíñòâåííàÿ ñèñòåìà ïîäãîòîâêè òåêñòîâ, äàðÿùàÿ ëþäÿì ðà-
äîñòü!

• Äëÿ ðèñîâàíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà GNUPlot, çàãàäî÷íûé ñèí-
òàêñèñ êîòîðîé ñ ëèõâîé êîìïåíñèðóåòñÿ ïðåâîñõîäíûì êà÷åñòâîì ïî-
ëó÷àåìûõ èëëþñòðàöèé.

• Äëÿ ðåàëèçàöèè îïèñûâàåìûõ àëãîðèòìîâ ìû èñïîëüçîâàëè êîìïèëÿ-
òîð GCC� îäèí èç ëó÷øèõ äîñòóïíûõ êîìïèëÿòîðîâ ÿçûêîâ C/C++.

• Òàêæå ïðè ñîçäàíèè ïðîòîòèïîâ ïðîãðàìì ìû èíîãäà èñïîëüçóåì
Octave � ìàòåìàòè÷åñêèé ïàêåò, ñîâìåñòèìûé ïî ÿçûêó ñ êîììåð÷åñêèì
ïàêåòîì Matlab.

Îáðàòíàÿ ñâÿçü

Ñ àâòîðàìè ìîæíî ñâÿçàòüñÿ ïî àäðåñó ýëåêòðîííîé ïî÷òû
Olaydy@gmail.com . Ìû áóäåì ïðèçíàòåëüíû çà ëþáûå çàìå÷àíèÿ, îò-
çûâû è ñîîáùåíèÿ îá îøèáêàõ.
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Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà

Ëèòåðàòóðà ïî öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ î÷åíü îáøèðíà. Çäåñü ïðèâå-
äåíû òîëüêî òå êíèãè, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàëè àâòîðû. Çíà÷è-
òåëüíî áîëåå ïîëíóþ àííîòèðîâàííóþ êîëëåêöèþ ññûëîê ìîæíî íàéòè â êíè-
ãå [Çàëìàíçîí, 1989]. Ñîçíàòåëüíî íå ïðèâåäåíû âûõîäíûå äàííûå êíèã; ôà-
ìèëèè àâòîðà è íàçâàíèÿ îáû÷íî âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçûñêàòü ïåð-
âîèñòî÷íèê. Òîò ìàòåðèàë, êîòîðûé íå ñîäåðæèòñÿ â ïåðå÷èñëåííûõ êíèãàõ,
îñíîâàí íà æóðíàëüíûõ ïóáëèêàöèÿõ� ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè äàíû â íà-
÷àëå êàæäîé ãëàâû.

[Çåëüäîâè÷, 1965] ß. Á. Çåëüäîâè÷, À. Ä. Ìûøêèñ Ýëåìåíòû ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè. Ñîäåðæèò ïðîñòîå èçëîæåíèå òåîðèè èíòåãðàëüíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. (Ãë. 1, 2)

[Çèíîâüåâ, 1968] À. Ë. Çèíîâüåâ, Ë. È. Ôèëèïïîâ Ââåäåíèå â òåîðèþ ñèã-
íàëîâ è öåïåé. Ñîäåðæèò äîâîëüíî ïîëíîå èçëîæåíèå ìàòåðèàëà, îòíî-
ñÿùåãîñÿ ê ñïåêòðàì ñèãíàëîâ è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ
àíàëèçà ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. (Ãë. 1, 2)

[Õåììèíã, 1972] Ð. Â. Õåììèíã ×èñëåííûå ìåòîäû. Ãëàâû, ïîñâÿùåííûå
ðÿäàì Ôóðüå, èíòåãðàëó Ôóðüå è ôèëüòðàì, ñîäåðæàò çàìå÷àòåëüíûé
ââîäíûé ìàòåðèàë. (Ãë. 1, 2)

[Áîãíåð, 1976] Ââåäåíèå â öèôðîâóþ ôèëüòðàöèþ / ïîä ðåä. Ð. Áîãíåðà
è À. Êîíñòàíòèíèäèñà. Ïîëíî èçëîæåí ìàòåðèàë, îòíîñÿùèéñÿ ê äèñ-
êðåòíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå è àëãîðèòìó ÁÏÔ. (Ãë. 4, 5)

[Ðàáèíåð, 1978] Ë. Ðàáèíåð, Á. Ãîóëä Òåîðèÿ è ïðèìåíåíèå öèôðîâîé îáðà-
áîòêè ñèãíàëîâ. Ñîäåðæèò âåñüìà ïîëíîå èçëîæåíèå òåîðèè è ïðàêòèêè
ïîñòðîåíèÿ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ. (Ãë. 6, 8)

[Õåììèíã, 1980] Ð. Â. Õåììèíã Öèôðîâûå ôèëüòðû. Çàìå÷àòåëüíîå èçëî-
æåíèå òåîðèè öèôðîâîé ôèëüòðàöèè è ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ôèëüòðîâ.
(Ãë. 6, 8)

[Êàðòàøåâ, 1982] Â. Ã. Êàðòàøåâ Îñíîâû òåîðèè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ
è öèôðîâûõ ôèëüòðîâ. Õîðîøî èçëîæåíà òåîðèÿ äèñêðåòèçàöèè è äèñ-
êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. (Ãë. 3, 4)

[Áåíäàò, 1983] Äæ. Áåíäàò, À. Ïèðñîë Ïðèìåíåíèÿ êîððåëÿöèîííîãî
è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Ñîäåðæèò ýíöèêëîïåäè÷åñêîå èçëîæåíèå ìå-
òîäîâ êîððåëÿöèîííîãî è ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
(Ãë. 7, 9)
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[Çàëìàíçîí, 1989] Ë. À. Çàëìàíçîí Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, Óîëøà, Õà-
àðà è èõ ïðèìåíåíèå â óïðàâëåíèè, ñâÿçè è äðóãèõ îáëàñòÿõ Ñîäåðæèò
êîíñïåêòèâíîå èçëîæåíèå áîëüøåé ÷àñòè âîïðîñîâ ÖÎÑ. Îñîáóþ öåí-
íîñòü ïðåäñòàâëÿþò î÷åíü ïîäðîáíûå áèáëèîãðàôè÷åñêèå êîììåíòàðèè
â êîíöå êàæäîé ãëàâû è áîëüøîé àííîòèðîâàííûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

[Numerical Recipes, 1997] Numerical Recipes in C. The Art of Scienti�c
Computing {www.nr.com} Íåïëîõîé ó÷åáíèê è ñïðàâî÷íèê ïî âû÷èñëè-
òåëüíûì ìåòîäàì. Ñîäåðæèò áîëüøóþ êîëëåêöèþ ïðîãðàìì, ðåàëèçó-
þùèõ îñíîâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Ñðåäè ïðî÷åãî çäåñü ìîæíî íàéòè
âñå îñíîâíûå áûñòðûå ñïåêòðàëüíûå àëãîðèòìû. (Ãë. 5)

[Êàõàíåð, 1998] Ä. Êàõàíåð, Ê. Ìîóëåð, Ñ. Íýø ×èñëåííûå ìåòîäû è ïðî-
ãðàììíîå îáåñïå÷åíèå. Êðàòêîå èçëîæåíèå ìåòîäîâ ïðàêòè÷åñêîãî ñïåê-
òðàëüíîãî àíàëèçà. Ñîäåðæèò íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ ñïåê-
òðàëüíîãî àíàëèçà ðåàëüíûõ äàííûõ. (Ãë. 9)

[DSP Guide, 1999] Smith S.W. The Scientist and Engineer's Guide to Digital
Signal Processing. {www.dspguide.com} Íåïëîõîé ââîäíûé êóðñ öèôðî-
âîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ñîäåðæèò ïðåäåëüíî óïðîùåííîå èçëîæåíèå
áîëüøåé ÷àñòè âîïðîñîâ.

[Áàñêàêîâ, 2000] Ñ. È. Áàñêàêîâ Ðàäèîòåõíè÷åñêèå öåïè è ñèãíàëû. Ñîäåð-
æèò èçëîæåíèå áîëüøåé ÷àñòè ìàòåðèàëà, îòíîñÿùåãîñÿ ê öèôðîâîé
îáðàáîòêå ñèãíàëîâ, íî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì
îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.

[Ñîëîíèíà, 2001] À. Ñîëîíèíà, Ä. Óëàõîâè÷, Ë. ßêîâëåâÀëãîðèòìû è ïðî-
öåññîðû öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå âîïðîñîâ,
ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì Ôóðüå-ïðîöåññîðîâ.

[Îëññîí, 2001] Ã. Îëññîí, Ä. Ïèàíè Öèôðîâûå ñèñòåìû àâòîìàòèçàöèè
è óïðàâëåíèÿ. Ñîâðåìåííîå èçëîæåíèå òåîðèè öèôðîâîãî óïðàâëåíèÿ
ñèñòåìàìè. Ãëàâû, ïîñâÿùåííûå ñáîðó è îáðàáîòêå äàííûõ, íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðèìûêàþò ê öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ. ïðèìûêàþò ê öèô-
ðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ.

6



1 Ðÿä Ôóðüå

Ðàçâèâàþùèåñÿ âî âðåìåíè íàòóðíûå è ìîäåëüíûå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ
âåëè÷èíàìè, èçìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè êàæ-
äàÿ òàêàÿ âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ âðåìåíè x(t) � ýòî òàê
íàçûâàåìûé àíàëîãîâûé ñèãíàë. Ñèãíàëû ìîãóò îáðàáàòûâàòüñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ìåòîäîâ. Ê öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ
(ÖÎÑ)2 òðàäèöèîííî îòíîñÿò ìåòîäû îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, ñâÿçàííûå ñî ñïåê-
òðàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïðîñòåéøåå ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå �
ðÿä Ôóðüå � èçó÷àåòñÿ óæå â àíàëèçå. Çäåñü ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâåäå-
íèÿ, êàñàþùèåñÿ ðÿäîâ Ôóðüå, è ââåäåì óäîáíóþ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ
òåðìèíîëîãèþ.

1.1 Êîìïëåêñíûé ðÿä Ôóðüå

Â àíàëèçå ðàçëîæåíèå T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t) â ðÿä Ôóðüå çàïè-
ñûâàåòñÿ îáû÷íî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x(t) =
a0
2
+

∞∑
n=1

an cos 2πnf0t+ bn sin 2πnf0t, (1)

ãäå f0 = 1/T . Ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé
ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé cos 2πnf0t, sin 2πnf0t íà îòðåçêå [0, T ]:∫ T

0

sin 2πnf0t cos 2πmf0t dt = 0,∫ T

0

sin 2πnf0t sin 2πmf0t dt =

∫ T

0

cos 2πnf0t cos 2πmf0t dt =

{
0, n ̸= m,

T/2, n = m
.

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðÿäà Ôóðüå óìíîæàþòñÿ ïîî÷åðåäíî íà êàæäóþ èç ýòèõ
ôóíêöèé è ïîñëå ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñïðàâà îáíóëÿþòñÿ âñå ñëàãà-
åìûå, êðîìå îäíîãî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ:

an =
2

T

∫ T

0

x(t) cos 2πnf0t dt,

bn =
2

T

∫ T

0

x(t) sin 2πnf0t dt.

2digital signal processing (DSP)
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Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíîé ôîðìîé çà-
ïèñè ðÿäà Ôóðüå, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïåðåõîäà îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé ê êîìïëåêñíûì ýêñïîíåíòàì ïî ôîðìóëàì Ýéëåðà:

cos 2πnf0t =
1

2
[exp(i2πnf0t) + exp(−i2πnf0t)],

sin 2πnf0t =
1

2i
[exp(i2πnf0t)− exp(−i2πnf0t)].

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîð-
ìóëó:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnf0t), (2)

ãäå êîýôôèöèåíòû Cn îêàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Ôîðìóëó äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå Cn ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôîðìóë äëÿ an, bn, íî ïðîùå
ñíîâà âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîïàðíîé îðòîãîíàëüíîñòüþ ôóíêöèé exp(i2πnf0t):∫ T

0

exp(i2πnf0t) exp(i2πmf0t) dt =

{
0, n ̸= m,

T, n = m
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

Cn =
1

T

∫ T

0

x(t) exp(−i2πnf0t)dt. (3)

×èñëà Cn íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè x(t). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî äëÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè x(t) êîýôôèöèåíòû Ôóðüå îáëàäàþò ñëåäó-
þùèì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè:

C−n = C∗
n,

à êîýôôèöèåíò C0 â ýòîì ñëó÷àå âåùåñòâåíåí.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè è âñåõ a âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî ∫ a+T

a

x(t)dt =

∫ T

0

x(t)dt.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà∫ a+T

a

=

∫ 0

a

+

∫ T

0

+

∫ a+T

T

,

åñëè èìåòü â âèäó ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå (çäåñü ñäåëàíà çàìåíà
ïåðåìåííîé t = T + s):∫ a+T

T

x(t)dt =

∫ a

0

x(T + s)ds =

∫ a

0

x(s)ds.

8



Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî ëþáîìó
îòðåçêó ñ äëèíîé, ðàâíîé åå ïåðèîäó, íå çàáîòÿñü î ðàñïîëîæåíèè îòðåçêà íà
÷èñëîâîé îñè. Íàèáîëåå ÷àñòî ýòî óòâåðæäåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðèìåíèòåëü-
íî ê ôîðìóëå (3), â êîòîðîé èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ïðîâîäèòü ïî ëþáîìó
îòðåçêó äëèíîé T .

Çàäà÷à 1.1. Ïóñòü f(t) = sin(2πmt)+sin(2πnt), ãäå n èm � ïîëîæèòåëü-
íûå öåëûå ÷èñëà. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(t) ïåðèîäè÷åñêîé? Åñëè äà, òî êà-
êîé ó íåå ïåðèîä?

Çàäà÷à 1.2. Ïóñòü f(t) = sin(2πpt) + sin(2πqt), ãäå p è q � ïîëîæèòåëü-
íûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(t) ïåðèîäè÷åñêîé? Åñëè
äà, òî êàêîé ó íåå ïåðèîä?

Çàäà÷à 1.3. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) = cos(t) + cos(
√
2t) íå ÿâëÿåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêîé.

Çàäà÷à 1.4. Ïóñòü ω = exp(2πi/n). Âû÷èñëèòü
100∑
k=0

ωk. Ïðè êàêèõ n ñóììà

ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå?

1.2 Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ðÿäà Ôóðüå

Èçâåñòíî, ÷òî óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì â óñòîé÷èâîé ëèíåéíîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πfnt). (4)

Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû, ïîðîæäàþùèå íàáëþäàåìûå íàìè ñèãíàëû, äî-
ñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè,
ò. å. â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.
Èìåííî ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ïîðàçèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ
ñ ðàçëîæåíèåì ñèãíàëà ïî ãàðìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Ïðåäñòàâëåíèå ïðîèç-
âîëüíîãî ñèãíàëà x(t) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
(åñëè îíî âîçìîæíî) íàçûàåòñÿ åãî äèñêðåòíûì ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíè-
åì. Íàáîð ÷àñòîò fn è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä Cn íàçû-
âàåòñÿ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ñèãíàëà x(t). Íàáîð âåùåñòâåííûõ àìïëèòóä
An = |Cn| íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäíûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ñèãíàëà x(t).
ßñíî, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð ñèãíàëà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñâîéñòâà ïîðîæ-
äàþùåé ýòîò ñèãíàë äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ãàðìîíèê
îêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòû
èñõîäíûõ ãàðìîíèê ñîèçìåðèìû3, à ðÿäû Ôóðüå ðàáîòàþò òîëüêî äëÿ ïå-

3×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñîèçìåðèìûìè, åñëè èõ îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Ïîñêîëü-
êó ÷èñëî

√
2 íå ñîèçìåðèìî ñ åäèíèöåé, òî è ôóíêöèÿ sinx+ sin

√
2x îêàçûâàåòñÿ íåïåðèîäè÷åñêîé.
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ðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â ýòîì ñìûñëå äèñêðåòíîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
îêàçûâàåòñÿ øèðå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñëó÷àé T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t).
Â ýòîì ñëó÷àå âñå ÷ëåíû ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ òàêæå äîëæíû áûòü
T -ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ò. å. â ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè áóäóò ó÷àñò-
âîâàòü òîëüêî ãàðìîíèêè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó exp i2πf(t + T ) ≡
exp i2πft. Èç ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ïîëó÷àåì exp i2πfT = 1, îòêóäà ñðà-
çó èìååì f = fn = n/T èëè f = fn = nf0, ãäå f0 = 1/T . Â ýòîì ñëó÷àå
íà îòðåçêå äëèíû T óêëàäûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ êàæäîé ãàðìîíèêè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå (4) T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t)
ñîäåðæèò òîëüêî ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè, êðàòíûìè ÷àñòîòå f0 = 1/T .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ ïåðèîäîì T è ÷à-
ñòîòîé f = 1/T ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
ñ ÷àñòîòàìè n/T . Ïåðâàÿ èç ýòèõ ÷àñòîò (n = 1) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòîé ñàìîã�î êî-
ëåáàíèÿ è íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé, îñòàëüíûå ÷àñòîòû íàçûâàþòñÿ âåðõíèìè
÷àñòîòàìè, èëè îáåðòîíàìè. Òàê, âûñîòà çâóêà îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíîé ÷à-
ñòîòîé êîëåáàíèé âîçäóõà: íàïðèìåð, íîòå ¾ëÿ¿ ïåðâîé îêòàâû ñîîòâåòñòâóåò
îñíîâíàÿ ÷àñòîòà 440 Ãö. Íî ýòà íîòà, âçÿòàÿ íà ðàçíûõ èíñòðóìåíòàõ, èìå-
åò ðàçëè÷íûé òåìáð. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåìáð çâóêà çûâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ
àìïëèòóä âåðõíèõ ãàðìîíèê, íàëîæåííûõ íà îñíîâíóþ.

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè x(t) óäîâëåòâîðÿþò
ðàâåíñòâó C−n = C∗

n, à êîýôôèöèåíò C0 â ýòîì ñëó÷àå âåùåñòâåíåí. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè äëÿ óïðîùåíèÿ âûðàæåíèÿ (2). Ïðåäñòàâèì
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå â âèäå Cn = An exp iφn, ãäå An = |Cn|, φn = argCn.
Èç ðàâåíñòâà C−n = C∗

n ñëåäóåò, ÷òî A−n = An è φ−n = −φn, îòêóäà ñðàçó
ïîëó÷àåì

x(t) =
∞∑

n=−∞
An exp[i(2πnf0t+ φn)] =

= A0 +
∞∑
n=1

An exp[i(2πnf0t+ φn)] + A−n exp[i(−2πnf0t+ φ−n)] =

= A0 +
∞∑
n=1

An(exp[i(2πnf0t+ φn)] + exp[−i(2πnf0t+ φn)]) =

= A0 + 2
∞∑
n=1

An cos(2πnf0t+ φn). (5)

Îáñóäèì îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè ïîëó÷åííûõ ðàçëîæåíèé. Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî çàïèñü (5) ðÿäà Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè áîëåå îñìûñ-
ëåííîé, ÷åì òðàäèöèîííàÿ ôîðìà (1). Äåéñòâèòåëüíî, ñäâèã íà÷àëà îòñ÷åòà
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âðåìåíè ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ êîýôôèöèåíòîâ (an, bn)
è, òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà â âèäå (1) íå îáëàäàåò èíâàðèàíò-
íîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ñìåíå íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè. Òàêàÿ èíâàðèàíò-
íîñòü âàæíà, ïîñêîëüêó õîòåëîñü áû âíå çàâèñèìîñòè îò ìîìåíòà íà÷àëà íà-
áëþäåíèé îäíîãî è òîãî æå ñèãíàëà ïîëó÷àòü îäíàêîâûå ðàçëîæåíèÿ. Â òî
æå âðåìÿ â ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ (5) êîýôôèöèåíòû An èíâàðèàíòíû ê ñäâèãó
íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè, à ê íà÷àëüíûì ôàçàì φn ïðè ýòîì äîáàâëÿåòñÿ ïî-
ñòîÿííûé ñäâèã ôàç. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ðàçëîæåíèå (2) àíàëîãè÷íî ôîðìó-
ëå (5). Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðèðîâàòü ñ êîìïëåêñíûìè
ýêñïîíåíòàìè ïðè ïðîâåäåíèè âûêëàäîê çíà÷èòåëüíî óäîáíåå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå ïîäðîáíî ãàðìîíèêó x(t) = cos(2πft−φ). Ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ âðåìåíè Φ(t) = 2πft − φ íàçûâàþò ôàçîé êîëåáàíèÿ. Ïîëíîå
êîëåáàíèå ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ôàçû íà âåëè÷èíó 2π, è ôàçà êîëåáàíèÿ
ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2π. Çíà÷åíèå ôàçû â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè Φ(0) = φ íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé ôàçîé êîëåáàíèÿ, èëè ñäâèãîì
ôàçû. ×àñòîòà f åñòü ÷èñëî ïîëíûõ êîëåáàíèé, ñîâåðøàåìûõ ãàðìîíèêîé
çà åäèíèöó âðåìåíè. Óãëîâàÿ ÷àñòîòà ω = 2πf åñòü âåëè÷èíà, íà êîòîðóþ
ôàçà èçìåíÿåòñÿ çà åäèíèöó âðåìåíè. Ïåðèîä êîëåáàíèÿ (âðåìÿ ñîâåðøåíèÿ
ïîëíîãî êîëåáàíèÿ) T = 2π/ω = 1/f åñòü âðåìÿ, çà êîòîðîå ôàçà èçìåíÿåòñÿ
íà 2π.

1.3 Äèñêðåòíûé ñïåêòð Ôóðüå

Ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî T -ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà x(t) â âèäå ðàç-
ëîæåíèÿ (2) íàçûàåòñÿ åãî äèñêðåòíûì ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì Ôóðüå.
Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå Ôóðüå (2) îòëè÷àåòñÿ îò ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæå-
íèÿ îáùåãî âèäà (4) òåì, ÷òî â íåì ó÷àñòâóþò òîëüêî ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè,
êðàòíûìè ÷àñòîòå f0 = 1/T . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä Cn

íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì Ôóðüå ñèãíàëà x(t). Íàáîð âåùåñòâåííûõ
àìïëèòóä An = |Cn| íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäíûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ñèã-
íàëà x(t). Àìïëèòóäíûé ñïåêòð ôóíêöèè ÷àñòî èçîáðàæàþò â âèäå ëèíåé-
÷àòîé äèàãðàììû, íà êîòîðîé ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàåòñÿ ÷àñòîòà, ïî îñè
îðäèíàò � àìïëèòóäà ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, à ýëå-
ìåíò àìïëèòóäíîãî ñïåêòðà |Cn| ïðåäñòàâëÿþò â âèäå âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà
ñ àáñöèññîé nf0 è âûñîòîé, ðàâíîé |Cn|.

Ôîðìóëû (3) è (2) îñóùåñòâëÿþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå4

ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t) â íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {Cn} è îáðàòíî. Òàêèì
îáðàçîì, äèñêðåòíûé ñïåêòð Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t) ñîäåðæèò

4Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà, êîãäà ìû ãîâîðèì î âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ñïåêòðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
ìû èìååì â âèäó âçàèìíóþ îäíîçíà÷íîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé â òî÷êàõ ðàçðûâà, ò. å. ñ òî÷íîñòüþ
äî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü.
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âñþ èíôîðìàöèþ î åå ïîâåäåíèè. Ãîâîðÿò, ÷òî â ÷àñòîòíîé îáëàñòè5 ôóíê-
öèÿ x(t) ïðåäñòàâëåíà ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå Cn, à ñàìà ôóíêöèÿ
x(t) ïðåäñòàâëÿåò òó æå èíôîðìàöèþ âî âðåìåíí�îé îáëàñòè6. Ïåðåõîä îò ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ñèãíàëà êàê ôóíêöèè âðåìåíè x(t) ê ðàññìîòðåíèþ åãî ñïåêòðà Cn

ñîñòàâëÿåò îñíîâíóþ èäåþ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà.

Â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îáû÷íî íå îòîæäåñòâëÿþò ñèãíàë
ñ ôóíêöèåé x(t), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü êàê îäíî
èç ïðåäñòàâëåíèé ñèãíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ x(t) íà-
çûâàþò âðåìåíí�ûì ïðåäñòàâëåíèåì ñèãíàëà, à ñïåêòð (èíòå-
ãðàëüíûé èëè äèñêðåòíûé) � åãî ñïåêòðàëüíûì ïðåäñòàâëå-
íèåì. Ïðè çàäàíèè ñïåêòðà ãîâîðÿò, ÷òî ñèãíàë ïðåäñòàâëåí
â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè, à ïðè çàäàíèè ñèãíàëà êàê ôóíêöèè
x(t) ãîâîðÿò, ÷òî ñèãíàë ïðåäñòàâëåí âî âðåìåíí�îé îáëàñòè.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî âðåìåíí�îå è ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèÿ íåñóò
îäèíàêîâóþ èíôîðìàöèþ îá èñõîäíîì ñèãíàëå, ò. å. îíè ýêâèâàëåíòíû. Â ðàì-
êàõ ñïåêòðàëüíîãî ïîäõîäà âñå îïåðàöèè, ïðîâîäèìûå íàä ñèãíàëîì, ìîæíî
âûïîëíÿòü êàê âî âðåìåíí�îé, òàê è â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Áîëüøîå çíà÷å-
íèå ïðèîáðåòàåò âûÿñíåíèå òîãî, ê êàêèì ïðåîáðàçîâàíèÿì ñïåêòðà ïðèâîäÿò
òå èëè èíûå îïåðàöèè, ïðîèçâîäèìûå íàä âðåìåíí�ûì ïðåäñòàâëåíèåì ñèãíà-
ëà.

Çàäà÷à 1.5. Ðàçëîæèòü â êîìïëåêñíûé ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíê-
öèè f(t) = sin(πt), g(t) = cos(πt), h(t) = sin(2πt) + cos((3/2)πt). Äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè óêàçàòü ïåðèîä. Â êàæäîì ñëó÷àå (íå ïðîèçâîäÿ çàíîâî èíòåãðè-
ðîâàíèå) íàéòè êîýôôèöèåíòû an, bn âåùåñòâåííîãî ðÿäà Ôóðüå ïî ñèíóñàì
è êîñèíóñàì è êîýôôèöèåíòû An, φn âåùåñòâåííîãî ðÿäà Ôóðüå ïî êîñèíó-
ñàì.

Çàäà÷à 1.6. Âû÷èñëèòü äèñêðåòíûé ñïåêòð Ôóðüå ñèãíàëà

x(t) = sin

(
7π

2
t

)
+ cos (3πt) .

Çàäà÷à 1.7. Âû÷èñëèòü äèñêðåòíûé ñïåêòð Ôóðüå ñèãíàëà

x(t) = sin(πt) cos(5πt).

1.4 Òåîðåìà Ïàðñåâàëÿ

Äîêàæåì òåîðåìó Ïàðñåâàëÿ î ñïåêòðå ìîùíîñòè ñèãíàëà. Ìîùíîñòüþ
ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà íàçûâàåòñÿ ñðåäíåå (çà ïåðèîä) çíà÷åíèå êâàäðàòà

5frequency domain
6time domain
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ìîäóëÿ ñèãíàëà:

E =
1

T

∫ T

0

|x(t)|2 dt.

Âû÷èñëèì ìîùíîñòü ñèãíàëà, ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

1

T

∫ T

0

|x(t)|2 dt = 1

T

∫ T

0

x(t) [x(t)]∗ dt =

=
1

T

∫ T

0

x(t)

[ ∞∑
n=−∞

Cn exp(i2πnf0t)

]∗
dt =

1

T

∫ T

0

x(t)
∞∑

n=−∞
C∗

n exp(−i2πnf0t)dt =

=
∞∑

n=−∞
C∗

n

1

T

∫ T

0

x(t) exp(−i2πnf0t)dt =
∞∑

n=−∞
C∗

nCn.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

1

T

∫ T

0

|x(t)|2 dt =
∞∑

n=−∞
|Cn|2.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íîñèò íàçâàíèå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ. Íàáîð ÷èñåë Pn =
|Cn|2 íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ìîùíîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà
x(t).

Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïîçâîëÿåò îöåíèòü îøèáêó, äîïóñêàåìóþ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè îòðåçêà ðÿäà Ôóðüå. Ðàññìîòðèì îòðåçîê ðÿäà Ôóðüå:

xN(t) =
N∑

n=−N

Cn exp(i2πnf0t).

ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ ε(t) = x(t)− xN(t) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ñëåäóþ-
ùèì (åäèíñòâåííûì!) îáðàçîì:

ε(t) =
∞∑

n=−∞
C̄n exp(i2πnf0t),

ãäå

C̄n =

{
0, |n| ⩽ N,

Cn, |n| > N
.

Íî äëÿ ôóíêöèè ε(t) è åå Ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñå-
âàëÿ:

1

T

∫ T

0

|ε(t)|2 dt =
∞∑

n=−∞
|C̄n|2 =

∑
|n|>N

|Cn|2.

13



Îêîí÷àòåëüíî èìååì:

1

T

∫ T

0

|x(t)− xN(t)|2 dt =
∑
|n|>N

|Cn|2 =
1

T

∫ T

0

|x(t)|2 dt−
N∑

n=−N

|Cn|2.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü, ñòîÿùóþ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ìîæíî ñ÷èòàòü
ìåðîé (ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé) îøèáêè, äîïóñêàåìîé ïðè çàìåíå ðÿäà Ôóðüå
åãî îòðåçêîì.

1.5 Òåîðåìà î ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ñïåêòðà

Áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò òåîðåìà î ñêîðîñòè óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå, òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó êîòîðîé ìîæíî íàéòè â ëþáîì äîñòàòî÷íî ïîë-
íîì êóðñå àíàëèçà. Äëÿ íàøèõ öåëåé áóäåò äîñòàòî÷íî ñëåäóþùåé ïðîñòîé
ôîðìóëèðîâêè: åñëè ñóùåñòâóåò m ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè x(t), òî
|Cn| = O(n−(m+1)).

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî èçâëå÷ü èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà (ïîëó÷àåìîãî èí-
òåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì):

Cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(s)
d exp(−i2πnf0s)

−i2πnf0
=

1

i2πnf0

1

T

∫ T/2

−T/2

x′(s) exp(−i2πnf0s)ds.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî åñëè Cn � êîýôôèöèåíòû
ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè x(t), à C ′

n � àíàëîãè÷íûå êîýôôèöèåíòû ôóíêöèè x′(t),
òî C ′

n = i2πnf0Cn.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè x(t) èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, òî |Cn| óáûâàåò êàê

n−1 è ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè
ïðèõîäèòñÿ óäåðæèâàòü â ðàçëîæåíèè Ôóðüå ìíîãî ÷ëåíîâ. Îáðàòíî, åñëè
|Cn| óáûâàþò íå áûñòðåå ÷åì O(1/n), òî x(t) ñ íåîáõîäèìîñòüþ èìååò òî÷êè
ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà. Åñëè |Cn| óáûâàþò, ïî êðàéíå ìåðå, êàê O(1/n2), òî
x(t) äèôôåðåíöèðóåìà.

Ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå î ðàçëîæåíèè â ðÿä Ôóðüå ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ
ôóíêöèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè ðÿä Ôóðüå áóäåò èìåòü âèä

a0 +
∞∑
n=1

an cos 2πnf0t,

à äëÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè
∞∑
n=1

an sin 2πnf0t.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ x(t) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, L]. Äîîïðåäåëèì åå íà îòðåçîê
[−L,L] ïî ÷åòíîñòè. Ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå
ïî êîñèíóñàì. Ïðîäîëæàÿ èñõîäíóþ ôóíêöèþ íà îòðåçîê [−L,L] ïî íå÷åòíî-
ñòè, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ïî ñèíóñàì. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ôóíêöèè
x(t) è åå ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ t = 0 è t = L îäíî èç äâóõ ïîëó÷åííûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ôóíêöèè â âèäå ðÿäà Ôóðüå îêàæåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì â ñìûñëå
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

1.6 Àáñòðàêòíûå ðÿäû Ôóðüå

Ñèñòåìà {eα}∞α=0 ýëåìåíòîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííîé, åñëè (eα, eβ) = 0 ïðè α ̸= β è (eα, eα) = |eα|2 = 1. Ðàññìîòðèì
âûðàæåíèå

x =
∞∑
j=0

cjej, (∗)

ãäå cj � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû. Óìíîæàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ
÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íà cm è èñïîëüçóÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòü, ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ cm:

cm = (x, em).

Êîýôôèöèåíòû cm íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî îðòî-
íîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {eα}. Âûðàæåíèå (∗) íàçûâàåòñÿ àáñòðàêòíûì ðÿ-
äîì Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {eα}. ×àñòè÷íîé ñóì-
ìîé àáñòðàêòíîãî ðÿäà Ôóðüå íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

xn =
n−1∑
j=0

cjej.

Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {eα} íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà X, åñëè
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ X âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

|x− xn| = 0. (∗∗)

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Xn = L(e0, . . . , en−1), íàòÿíóòîå íà ïåðâûå
n âåêòîðîâ áàçèñà. Âñÿêàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà xn ëåæèò â ñîîòâåòñòâóþùåì
ïîäïðîñòðàíñòâå Xn, ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî Xn åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî
÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå äëèíû n. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü εn = x−xn ìåæ-
äó ýëåìåíòîì x è ÷àñòè÷íîé ñóììîé åãî ðÿäà Ôóðüå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(εn, em) = (x− xn, em) = (x, em)− (xn, em) = cm − (xn, em)
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ðàâíî íóëþ äëÿ âñåõ 0 ⩽ m < n, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð εn îðòîãîíàëåí ïîä-
ïðîñòðàíñòâó Xn. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòè÷íàÿ ñóììà xn åñòü îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ ýëåìåíòà x íà ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî Xn. Èç ðàâåíñòâà
(∗∗) ñëåäóåò, ÷òî

cl
∞∪
n=0

Xn = X.

Òàêèì îáðàçîì, îáúåäèíåíèå âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ Xn ïëîòíî
7 â X.

ßñíî, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð ðåàëèçóåò êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
äî ïîäïðîñòðàíñòâà, ò. å. |x − x′n| > |x − xn| äëÿ ëþáîãî x′n ∈ Xn, îòëè÷-
íîãî îò xn. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

|x− x′n|2 = |x− xn + xn − x′n|2 = |x− xn|2 + |xn − x′n|2,

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó âåêòîðû x − xn = εn è xn − x′n ∈ Xn îð-
òîãîíàëüíû è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ïèôàãîðà8. Òàêèì îáðàçîì,
÷àñòè÷íàÿ ñóììà xn ðÿäà Ôóðüå ýëåìåíòà x ∈ X îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ ïðî÷èõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïåðâûõ n âåêòîðîâ ñèñòåìû {eαj

} ìèíèìàëüíîñòüþ
íîðìû îòêëîíåíèÿ îò x.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî L2[0, T ] êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0, T ] è èíòåãðèðóåìûõ íà íåì âìåñòå ñ êâàäðàòîì
ìîäóëÿ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå9 îïðåäåëèì ôîðìóëîé:

(x, y) =
1

T

∫ T

0

x(s)y(s)∗ds.

Ñèñòåìà ôóíêöèé ek(s) = exp(ik2πf0s) (f0 = 1/T ), ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðè âñåõ
k ∈ Z, îðòîíîðìèðîâàíà. Àáñòðàêòíûå ðÿäû Ôóðüå ïî òàêîé ñèñòåìå ôóíê-
öèé íàçûâàþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ìîãóò áûòü
íàéäåíû ïî ôîðìóëå

ck = (x, ek) =
1

T

∫ T

0

x(s) exp(−ik2πf0s)ds,

è ÷àñòè÷íàÿ ñóììà xn ðÿäà Ôóðüå ýëåìåíòà x ïðèíèìàåò âèä

xn(t) =
n−1∑

k=−(n−1)

ck exp(ik2πf0s).

7Åñëè çàìûêàíèå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì X, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíî-
æåñòâî A ïëîòíî â X.

8Òåîðåìà Ïèôàãîðà â ïðîèçâîëüíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
(a, b) = 0, òî |a+ b|2 = (a+ b, a+ b) = (a, a) + (a, b) + (b, a) + (b, b) = |a|2 + |b|2.

9Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä: (x, y) = (y, x)∗. Â ýòîì ñëó÷àå (x, αy) = (αy, x)∗ = α∗(y, x)∗ =
α∗(x, y).
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ÏîäïðîñòðàíñòâîXn îáðàçîâàíî ôóíêöèÿìè, ñïåêòð êîòîðûõ îãðàíè÷åí ñâåð-
õó ÷àñòîòîé (n − 1)f0. Â êóðñå àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíê-
öèé {ek} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà, ñëåäîâàòåëüíî,
|xn(t)− x(t)| → 0 ïðè n → ∞. Èç äîêàçàííîãî âûøå ìèíèìàëüíîãî ñâîéñòâà
ðÿäîâ Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè
x(t) ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå

|εn| = |x− xn| =
[
1

T

∫ T

0

|x(t)− xn(t)|2dt
]1/2

ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Ìû ïðèøëè ê âàæíîìó çàêëþ÷åíèþ:
îòðåçîê òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå îñóùåñòâëÿåò àïïðîêñèìàöèþ
ôóíêöèè x(t) òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øèì îáðàçîì â ïðî-
ñòðàíñòâå ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé, ò. å. â ñìûñëå ìèíèìàëüíîñòè ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ.

2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó è âàæíîñòü äèñêðåòíîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæå-
íèÿ Ôóðüå, ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè çàäà÷ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ áîëåå
óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ ò. í. èíòåãðàëüíîå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå, âêëþ÷àþ-
ùåå ãàðìîíèêè ñî âñåâîçìîæíûìè ÷àñòîòàìè è ïîçâîëÿþùåå ðàáîòàòü ñ íåïå-
ðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

2.1 Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ðÿäå Ôóðüå

Íîñèòåëåì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òåõ çíà÷åíèé àðãó-
ìåíòà, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèå ôóíêöèè îòëè÷íî îò íóëÿ. Ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ
îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü, íàçûâàåòñÿ ôèíèòíîé èëè ëîêàëèçîâàííîé.

Ïóñòü x(t) � ôèíèòíûé ñèãíàë ñ íîñèòåëåì, ëåæàùèì íà îòðåçêå
[−T/2, T/2]. Ðàññìîòðèì òàêæå T -ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå xT (t) ôóíê-
öèè x(t) íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Ôóíêöèþ xT (t) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:

Cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(t) exp[−i2πnf0t]dt,

xT (t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp[i2πnf0t].

Çäåñü â ïåðâîé ôîðìóëå ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ x(t), à íå
åå ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îòðåçêó
[−T/2, T/2] è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â äðóãèõ òî÷êàõ íå èìåþò çíà÷åíèÿ.
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆f = f0 = 1/T,

fn = nf0 = n∆f

è ïåðåïèøåì ôîðìóëû äëÿ ðÿäà Ôóðüå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

XT (f) =

∫ T/2

−T/2

x(t) exp[−i2πft]dt,

xT (t) =
∞∑

n=−∞
XT (fn) exp[i2πfnt]∆f.

Ñóììèðîâàíèå çäåñü âåäåòñÿ ïî n, è ÷àñòîòà fn = n∆f èçìåíÿåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñî çíà÷åíèåì èíäåêñà n. Òîæäåñòâåííîñòü ýòèõ ôîðìóë âûïèñàííûì
âûøå ôîðìóëàì äëÿ ðÿäà Ôóðüå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíîé, åñëè ó÷åñòü ñëåäóþ-
ùåå ðàâåíñòâî: Cn = XT (fn)∆f .

Åñëè T î÷åíü âåëèêî, òî ÷èñëî ∆f ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ìàëûì è ýëåìåíòû
ñïåêòðà îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ãóñòî ðàñïîëîæåííûìè íà îñè ÷àñòîò. Â ïðåäåëå
ïðè T → ∞ ñóììà âî âòîðîé ôîðìóëå ïðåâðàùàåòñÿ â èíòåãðàë:

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp[i2πft]df. (6)

Ïåðâàÿ ôîðìóëà ïåðåïèñûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé:

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp[−i2πft]dt. (7)

ÔóíêöèÿX(f) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ñïåêòðîì ñèãíàëà x(t), à ôóíê-
öèÿ A(f) = |X(f)| � åãî àìïëèòóäíûì èíòåãðàëüíûì ñïåêòðîì. Èíòå-
ãðàëüíûé ñïåêòð ñîñòîèò èç âñåõ âîçìîæíûõ ÷àñòîò, âêëàä êàæäîé èç êî-
òîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé X(f). Ôîðìóëû (6), (7) ðåàëèçóþò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå10 ôóíêöèè x(t) â åå èíòåãðàëüíûé ñïåêòð X(f)
è îáðàòíî. Ôîðìóëà (7), îñóùåñòâëÿþùàÿ ïåðåõîä îò ôóíêöèè x(t) ê åå èíòå-
ãðàëüíîìó ñïåêòðó, íîñèò íàçâàíèå ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå11; ôîðìó-
ëà (6), ïîçâîëÿþùàÿ ïî ñïåêòðó âîññòàíîâèòü ñèãíàë, íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì

10Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà, êîãäà ìû ãîâîðèì î âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ñïåêòðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
ìû èìååì â âèäó âçàèìíóþ îäíîçíà÷íîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé â òî÷êàõ ðàçðûâà, ò. å. ñ òî÷íîñòüþ
äî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü.

11fourier transform
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ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ñïåêòð X(f) ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ î ïîâåäå-
íèè ôóíêöèè x(t). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ x(t) ïðåäñòàâëåíà â ÷àñòîòíîé îá-
ëàñòè12 ñïåêòðîì X(f), à ñàìà ôóíêöèÿ x(t) ïðåäñòàâëÿåò òó æå èíôîðìà-
öèþ âî âðåìåíí�îé îáëàñòè13.

Ðàññìîòðèì ôèíèòíûé ñèãíàë x(t) ñ íîñèòåëåì, ðàñïîëîæåííûì íà îò-
ðåçêå [0, T ] è åãî T -ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå xT (t). Ôîðìóëû äëÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñèãíàëà x(t) è êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñèãíàëà xT (t) èìåþò
ñëåäóþùèé âèä:

Cn =
1

T

∫ T

0

x(t) exp[−i2πnf0t]dt,

XT (f) =

∫ T

0

x(t) exp[−i2πft]dt.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ôîðìóëû, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âàæíîìó âûâîäó:

Èíòåãðàëüíûé ñïåêòð ñèãíàëà êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè T ìî-
æåò áûòü çàäàí êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå åãî ïåðèîäè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ ñ ðàçðåøåíèåì ïî ÷àñòîòå ∆f = f0 = 1/T :

TCn = XT (n∆f, T ).

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò âûÿñíèòü âçàèìîñâÿçü äèñêðåòíîãî è èíòå-
ãðàëüíîãî ñïåêòðîâ Ôóðüå. Ñíîâà ðàññìîòðèì ôèíèòíóþ ôóíêöèþ x(t) ñ íî-
ñèòåëåì, ëåæàùèì íà îòðåçêå [0, T ]. Ïóñòü ôóíêöèÿ x(t) äîîïðåäåëåíà íóëåì
íà îòðåçîê [0, Tv] (çäåñü Tv � èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ) è â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåì ôóíêöèþ xv(t) (ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ). Âû÷èñëèì äèñêðåòíûé ñïåêòð
Cn Tv-ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè xv(t). Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñïåê-
òðàëüíûìè ëèíèÿìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ðàâíî ∆f = f0 = 1/Tv, è êàæäîìó
èíòåðâàëó èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ñïåêòðàëüíûõ
ñîñòàâëÿþùèõ. Ïóñòü òåïåðü Tv → ∞ è, ñîîòâåòñòâåííî, ∆f → 0. ßñíî, ÷òî
ïðè ýòîì Cn → 0 è â ïðåäåëå ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå íåïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè â âèäå ñóììû áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïî àìïëèòó-
äå êîëåáàíèé, áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ïî ÷àñòîòå. Â òî æå âðåìÿ ïðè ëþáîì
Tv âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå ∆fX(n∆f, T ) = Cn è òî÷êè (n∆f, Cn/∆f) ëå-
æàò íà êðèâîé X(f, T ). Âûðàæåíèå Cn/∆f èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè àìïëèòó-
äû, è â ïðåäåëå àìïëèòóäà îêàçûâàåòñÿ ¾ðàçìàçàííîé¿ ïî âåùåñòâåííîé îñè
ñ ïëîòíîñòüþ X(f, T ). Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè äëèòåëüíîñòè íàáëþ-
äåíèÿ ñïåêòðàëüíûå ëèíèè ïîñòåïåííî ñáëèæàþòñÿ è ÷èñëî èõ íà êàæäîì

12frequency domain
13time domain
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ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå óâåëè÷èâàåòñÿ, óñòðåìëÿÿñü ê áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò âñå áîëåå òî÷íîå çàäàíèå ñïåêòðà X(f, T ).

Ââåäåì îïåðàòîð FT, ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ x(t) â åå èíòåãðàëüíûé
ñïåêòð: FT[x(·)](f) = X(f). Íàèáîëåå âàæíûì ñâîéñòâîì îïåðàòîðà FT ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî ëèíåéíîñòü. Ïóñòü FT[x(t)] = X(f) è FT[y(t)] = Y (f). Òîãäà
FT[αx(t) + βy(t)] = αFT[x(t)] + β FT[y(t)] = αX(f) + βY (f), ÷òî íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò èç (6). Ëåãêî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî ñïåêòð X(f) âåùåñòâåí-
íîçíà÷íîé ôóíêöèè x(t) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè (ïðî-
âåðüòå!): X(−f) = X∗(f).

2.2 Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì ñïåêòð âèäà

X(f) =

{
1, |t| ⩽ f∗/2,

0, |t| > f∗/2

è âû÷èñëèì äëÿ íåãî ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ x(t). Âû÷èñëåíèÿ ïðîâî-
äÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

x(t) =

∫ f∗/2

−f∗/2

exp[i2πft]df =
sin(πf∗t)

πt
.

Ïðè f∗ = 1 ïîëó÷àåì ôóíêöèþ x(t) = sin(πt)/πt.
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Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ sinc(x)

Ôóíêöèÿ sinx/x (ñì. ðèñ. 1) íàñòîëüêî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â öèôðîâîé îá-
ðàáîòêå ñèãíàëîâ, ÷òî äëÿ íåå èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå:

sincx =
sinx

x
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(÷èòàåòñÿ ¾ñèíêóñ¿).
Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà äëÿ ñèãíàëà x(t) èç ïðèìåðà ïðèíèìàåò

ñëåäóþùèé âèä:
x(t) = f∗ sinc(πf∗t).

Ïðè f∗ = 1 èìååì x(t) = sinc(πt).
Åñëè â ôîðìóëå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîëîæèòü f = 0, òî ïîëó÷èì

X(0) =

∫ ∞

−∞
x(t)dt,

ò. å. èíòåãðàë îò ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
â òî÷êå f = 0. Äëÿ ôóíêöèè èç ïðèìåðà ïîëó÷àåì (ïðè f∗ = 1):∫ ∞

−∞
sinc(πt)dt = π−1

∫ ∞

−∞
sinc(t)dt = X(0) = 1,

ò. å. ∫ ∞

−∞

sin t

t
dt = π.

Ìû ïîëó÷èëè èçâåñòíûé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò íîâûì ñïîñîáîì.
Âû÷èñëèì åùå ñïåêòð ôóíêöèè Ãàóññà:

x(t) = exp[−t2/2].

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òàáëè÷íûé èíòåãðàë Ïóàññîíà:∫ ∞

−∞
exp(−x2)dx = π1/2.

Ýòó ôîðìóëó ëåãêî ïîëó÷èòü, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè
R2 âûðàæåíèå exp(−x2 − y2) ïóòåì ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:(∫

R

exp(−x2)dx

)2

=

∫
R2

exp(−x2 − y2)ds =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

exp(−r2)rdrdφ = π.

Ïðîâåäåì âûêëàäêè:

X(f) =

∫ ∞

−∞
exp[−t2/2− i2πft]dt =

∫ ∞

−∞
exp[(t/

√
2 + i

√
2πf)2 + 2πf ]dt.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

G0(f) = (2π)1/2g0(2πf).
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2.3 Òåîðåìà Ïàðñåâàëÿ

Ìîùíîñòüþ íåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà x(t) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E =

∫ ∞

−∞
|x(s)|2ds.

Èìååò ìåñòî ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå:∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt =

∫ ∞

−∞
|X(f)|2df.

Ôóíêöèÿ P (f) = |X(f)|2 íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ìîùíîñòè14 íåïåðèîäè÷åñêî-
ãî ñèãíàëà x(t).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåé ôîðìóëû âû÷èñëèì ìîùíîñòü ñèãíàëà,
ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå:∫ ∞

−∞
|x(t)|2 dt =

∫ ∞

−∞
x(t) [x(t)]∗ dt =

=

∫ ∞

−∞
x(t)

[∫ ∞

−∞
X(f) exp(i2πft)df

]∗
dt =

∫ ∞

−∞
x(t)

∫ ∞

−∞
X(f)∗ exp(−i2πft)dfdt =

=

∫ ∞

−∞
X(f)∗

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−i2πft)dtdf =

∫ ∞

−∞
X(f)∗X(f)df =

∫ ∞

−∞
|X(f)|2df.

2.4 Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Ïóñòü îïåðàòîð FT[·] ïåðåâîäèò ôóíêöèþ x(t) â åå èíòåãðàëüíûé ñïåêòð
X(f):

FT [x(·)] (f) = X(f).

Çàìåòèì, ÷òî ïîä FT[x(·)](f) ïîíèìàåòñÿ çíà÷åíèå â òî÷êå f ôóíêöèè, ÿâëÿ-
þùåéñÿ ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ îïåðàòîðà FT[·] íà ôóíêöèþ x(·).

Íàéäåì ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà FT[·] íà ñïåêòð X(f):

FT [X(·)] (ξ) =
∫ ∞

−∞
X(f) exp(−i2πfξ)df.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
FT [X(·)] (ξ) = x(−ξ).

Äëÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà FT−1[·], ïðåîáðàçóþùåãî ñïåêòð X(·) â èñõîäíûé
ñèãíàë x(·), èìååì:

FT−1 [X(·)] (t) = x(t) = FT [X(·)] (−t).

14power spectrum
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Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè è èìååò
ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ.

2.5 Òåîðåìû ïîäîáèÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ x(t) èìååò ñïåêòð X(f). Òîãäà ôóíêöèè xλ(t) = x(λt)
(λ > 0) ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòð Xλ(f) = (1/λ)X(f/λ). Ýòî ñâîéñòâî äîêàçûâà-
åòñÿ â îäíó ñòðîêó çàìåíîé ïåðåìåííîé s = λt:

Xλ(f) =

∫ ∞

−∞
x(λt) exp(−i2πft)dt =

∫ ∞

−∞
x(s) exp[−i2π(f/λ)s]ds/λ = (1/λ)X(f/λ).

Äîêàçàííîå ñâîéñòâî ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîé âûøå îïåðàòîðíîé ñèìâî-
ëèêè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

FT[x(λt)] = λ−1X(f/λ).

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ñïåêòð X(f) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè x(t), òî ñïåêòð Xλ(f) = X(λf) ñîîò-
âåòñòâóåò ôóíêöèè xλ(t) = x(t/λ)/λ:

FT−1[X(λf)] = λ−1x(t/λ).

Ñìûñë äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ñæàòèè ñèãíàëà â λ
ðàç âäîëü îñè âðåìåíè ÷àñòîòà êàæäîé ãàðìîíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé èç ñïåê-
òðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà óâåëèâèâàåòñÿ â λ ðàç è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðîèñõîäèò òàêîå æå ðàñøèðåíèå ñïåêòðà â îáëàñòü âûñîêèõ ÷àñòîò.

2.6 Çàïàçäûâàíèå ñèãíàëà è ñäâèã ñïåêòðà

Åñëè ôóíêöèÿ x(t) èìååò ñïåêòð X(f), òî ôóíêöèè xτ(t) = x(t− τ) ñîîò-
âåòñòâóåò ñïåêòð Xτ(f) = exp(−i2πfτ)X(f):

FT[x(t− τ)] = exp(−i2πfτ)X(f).

Ýòî ñâîéñòâî òàêæå äîêàçûâàåòñÿ â îäíó ñòðîêó çàìåíîé ïåðåìåííîé s = t−τ :

Xτ(f) =

∫ ∞

−∞
x(t− τ) exp(−i2πft)dt =

=

∫ ∞

−∞
x(s) exp[−i2πf(s+ τ)]ds = exp(−i2πfτ)X(f).

Äîêàçàííîå ñâîéñòâî äåìîíñòðèðóåò èíâàðèàíòíîñòü àìïëèòóäíîãî ñïåêòðà
îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ïðåîáðàçóåìîãî ñèãíàëà: |Xτ(f)| = |X(f)|.
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Åñëè ñïåêòð X(f) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè x(t), òî ñïåêòð
Xf0(f) = X(f − f0) ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè xf0(t) = x(t) exp(i2πf0t):

FT−1[X(f − f0)] = x(t) exp(i2πf0t).

Äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî.

Çàäà÷à 2.1.Ôóíêöèÿ x(t) ôèíèòíà è åå íîñèòåëü ñîñðåäîòî÷åí íà îòðåçêå
[0, T ], à åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå X(f) èçâåñòíî.
Âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè

y(t) =

{
x(t), t ∈ [0, T ),

x(t+ T ), t ∈ [−T, 0).

Çàäà÷à 2.2. Âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè

y(t) =

{
x(t), t ∈ [0, T ),

x(−t), t ∈ [−T, 0).

Çàäà÷à 2.3. Âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè y(t) = x(t) +
x(t− 1), åñëè T = 4 è

X(f) =

{
1, t ∈ [0, 1),

0, t ∈ [1, 4).

2.7 Ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè

Ïóñòü çàäàí ñèãíàë x(t) ñ ìîùíîñòüþ E0. Ââåäåì ôóíêöèè Ex(t) è EX(f)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ex(t) =

∫ t

−t

|x(s)|2ds,

EX(f) =

∫ f

−f

|X(s)|2ds.

ßñíî, ÷òî limt→∞Ex(t) = limf→∞EX(f) = E0. Òàêèì îáðàçîì, EX(f0) �
ìîùíîñòü ñèãíàëà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ÷àñòîòàõ |f | < f0. Øèðèíîé ñèãíàëà
íàçîâåì êîðåíü t∗ óðàâíåíèÿ Ex(t) = E0/2; øèðèíîé ñïåêòðà íàçîâåì êîðåíü
f∗ óðàâíåíèÿ EX(f) = E0/2. Øèðèíà ñïåêòðà îïðåäåëÿåò èíòåðâàë ÷àñòîò,
íà êîòîðîì ñîñðåäîòî÷åíà ïîëîâèíà ìîùíîñòè ñèãíàëà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèãíàë xλ(t) =
√
λx(λt) ïðè λ > 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî ìîùíîñòü ñèãíàëà xλ(t) ðàâíà E0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Eλ
x(t) =

∫ t

−t

|xλ(s)|2ds.
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Òðèâèàëüíî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

Eλ
x(t) = Ex(λt).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî øèðèíà tλ∗ ñèãíàëà xλ(t) ðàâíà
t∗/λ.

Èç òåîðåìû ïîäîáèÿ ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíûé ñïåêòð Xλ(f) ñèãíàëà
xλ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Xλ(f) =
1√
λ
X(f/λ).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Eλ
X(f) =

∫ f

−f

|Xλ(s)|2ds.

Òðèâèàëüíî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

Eλ
X(f) = EX(f/λ).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî øèðèíà fλ
∗ ñïåêòðà Xλ(f) ðàâíà

λf∗.
Ïðè óìåíüøåíèè øèðèíû ñèãíàëà â λ ðàç ñïåêòð ñèãíàëà ñòàíîâèòñÿ

âî ñòîëüêî æå ðàç øèðå. Ïðîèçâåäåíèå øèðèíû ñèãíàëà è øèðèíû ñïåêòðà
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì:

t∗f∗ = const .

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåð-
ãà. Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó øèðèíîé ñèãíàëà è øèðèíîé ñïåêòðà ñóùåñòâóåò
ïðîñòàÿ è ãëóáîêàÿ ñâÿçü, ñîñòàâëÿþùàÿ ñîäåðæàíèå ïðèíöèïà íåîïðåäåëåí-
íîñòè Ãåéçåíáåðãà.

Êîðîòêèì ñèãíàëàì ñîîòâåòñòâóåò øèðîêèé ñïåêòð, è ÷åì
ìåíüøå äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà, òåì øèðå åãî ñïåêòð. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ëîêàëèçàöèÿ ñèãíàëà íà âäâîå áîëåå êîðîòêîì
âðåìåíí�îì èíòåðâàëå ïðèâîäèò ê âäâîå õóæå ëîêàëèçîâàííî-
ìó ñïåêòðó.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ èìåþò ïðîñòîé ãåîìåòðè-
÷åñêèé ñìûñë. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåõîä îò ôóíêöèè x(t) ê ôóíêöèè x(λt) ïðè
λ > 1 ñîîòâåòñòâóåò ñæàòèþ ãðàôèêà ôóíêöèè â λ ðàç âäîëü îñè àáñöèññ
è ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ïîäîáèÿ ãðàôèê àìïëèòóäíîãî ñïåêòðà
ñòàíîâèòñÿ øèðå â λ ðàç.
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Ïîëó÷åííîå íàìè ñâîéñòâî ñïåêòðà ñèãíàëà ìàëîé äëèòåëüíîñòè ïðèâîäèò
ê ïðèöèïèàëüíûì òðóäíîñòÿì ïðè ðåàëèçàöèè ñèñòåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè
ñ âûñîêîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñî-
êîé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè æåëàòåëüíî êîäèðîâàòü åå èìïóëüñàìè
ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøåé äëèòåëüíîñòè, íî ýòî ïðèâîäèò ê âåñüìà øèðîêîìó
äèàïàçîíó ÷àñòîò, ïðåäñòàâëåííîìó â ñïåêòðå. Â òî æå âðåìÿ ëþáîé êàíàë
ñâÿçè èìååò îïðåäåëåííûé äèàïàçîí ïðîïóñêàåìûõ ÷àñòîò è ðàñøèðåíèå ýòî-
ãî äèàïàçîíà ñîïðÿæåíî ñ ñóùåñòâåííûìè òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè.

2.8 Ôîðìû çàïèñè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Â ëèòåðàòóðå øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå ñïîñîáû çàïèñè ôîð-
ìóë äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, îòëè÷àþùèåñÿ îò èñïîëüçóåìûõ íàìè.

Ïåðâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñâÿçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì óãëîâîé ÷àñòîòû ω âìåñòî
ëèíåéíîé ÷ñòîòû f . Ïîëîæèì ω = 2πf è

X1(ω) =
1

2π
X
( ω

2π

)
=

1

2π

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−iωt)dt.

Ôîðìóëà

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp(i2πft)df

ïðèíèìàåò âèä

x(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
X
( ω

2π

)
exp(iωt)dω =

∫ ∞

−∞
X1(ω) exp(iωt)dω.

Ìíîæèòåëü 1/(2π) â ôîðìóëå ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóðüå è àñèììåò-
ðè÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ïðèíîñÿò ìíîæåñòâî íåóäîáñòâ â âûêëàäêàõ.
×àñòî èñïîëüçóþò åùå îäíó ôîðìó çàïèñè, ïîëó÷àåìóþ ïóòåì àíàëîãè÷íûõ
ïðåîáðàçîâàíèé:

X2(ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−iωt)dt,

x(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
X2(ω) exp(iωt)dω.

Âòîðàÿ èç ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ìîäèôèêàöèé ñâÿçàíà ñî çíàêîì ýêñïî-
íåíòû. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä:

X3(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(i2πft)dt,

x(t) =

∫ ∞

−∞
X3(f) exp(−i2πft)df.
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Èç òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð X3(f) îòëè÷àåòñÿ îò ñïåêòðà
X(f) íàïðàâëåíèåì îñè ÷àñòîò:

X3(f) = X(−f).

Èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàþò ïðî-
èçâîëüíóþ êîìáèíàöèþ îïèñàííûõ âûøå ìîäèôèêàöèé îñíîâíûõ ôîðìóë.
Îáû÷íî òàêàÿ íåñîãëàñîâàííîñòü íå ïðèâîäèò ê áîëüøèì òðóäíîñòÿì, íî âíî-
ñèò ïîñòîÿííóþ ïóòàíèöó. Îáðàùàÿñü ê íåçíàêîìîìó èñòî÷íèêó, âñåãäà ñëå-
äóåò ñíà÷àëà âûÿñíèòü, ÷òî êîíêðåòíî àâòîð ïîíèìàåò ïîä òåðìèíîì ¾ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå¿.

3 Òåîðèÿ äèñêðåòèçàöèè

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû ðàññìàòðèâàëè èñêëþ÷èòåëüíî àíàëîãîâûå ñèãíà-
ëû, çàäàííûå ôóíêöèÿìè íåïðåðûâíî ìåíÿþùåãîñÿ àðãóìåíòà. Öèôðîâàÿ
âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà ïî ñâîåé ïðèðîäå íå ìîæåò íåïîñðåäñòâåííî ðàáî-
òàòü ñ àíàëîãîâûìè ñèãíàëàìè.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà äèñêðå-
òèçàöèè15. Çàäàâàÿ èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè τ > 0, ìû ïåðåõîäèì îò àíà-
ëîãîâîãî ñèãíàëà x(t) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, îáðàçîâàííîé ïî ïðàâèëó
xk = x(kτ). Ïîëó÷àåìàÿ â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
÷åíèé ñèãíàëà â ðàâíîîòñòîÿùèå ìîìåíòû âðåìåíè xk íàçûâàåòñÿ âðåìåíí�ûì
ðÿäîì16.

Ïðè îáðàáîòêå íàòóðíûõ äàííûõ äèñêðåòèçàöèÿ àíàëîãîâîãî ñèãíàëà ïðî-
èçâîäèòñÿ óñòðîéñòâîì, íàçûâàåìûì àíàëîãî-öèôðîâûì ïðåîáðàçîâàòåëåì
(ÀÖÏ)17. Äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà â àíàëîãîâûé ñèã-
íàë ïðèìåíÿþòñÿ öèôðî-àíàëîãîâûå ïðåîáðàçîâàòåëè (ÖÀÏ)18. ÀÖÏ è ÖÀÏ
ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ âñåõ çâóêîâûõ êàðò. Ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ
ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà åñòåñòâåííî âîçíè-
êàåò êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ âûáîð ïðàâèëüíîãî çíà÷åíèÿ èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè
τ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ ïðîáëåìó. Èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè âûáèðàþò
èç ñîîáðàæåíèé àäåêâàòíîñòè è íåèçáûòî÷íîñòè âðåìåííîãî ðÿäà. Ïðåä-
ñòàâèòåëüíîñòü äèñêðåòèçàöèè ïîäðàçóìåâàåò äîñòàòî÷íî òî÷íîå ñîõðàíåíèå
ñâîéñòâ èñõîäíîé ôóíêöèè. Íåèçáûòî÷íîñòü ïðåäïîëàãàåò âûáîð äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî øàãà äèñêðåòèçàöèè ïðè ñîõðàíåíèè ïðåäñòàâèòåëüíîñòè.

15sampling
16time series
17analog-digital converter (ADC)
18digital-analog converter (DAC)
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3.1 Ìîäåëü äèñêðåòèçàöèè

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî àíàëèçà äèñêðåòèçàöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåõîä îò ôóíêöèè x(t) ê âðåìåíí�îìó ðÿäó

xk = x(kτ).

Ïîïûòàåìñÿ âçãëÿíóòü íà ïðîöåññ äèñêðåòèçàöèè ñ íåñêîëüêî èíîé òî÷êè
çðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

Dτ(t) =
∞∑

j=−∞
δ(t− jτ), (8)

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåëüòàîáðàçíûõ èìïóëüñîâ. Äèñ-
êðåòèçàöèåé ñèãíàëà x(t) íàçîâåì ñèãíàë xτ(t), ïîëó÷àåìûé ïî ïðàâèëó

xτ(t) = x(t)Dτ(t) =
∞∑

j=−∞
x(t)δ(t− jτ). (9)

Ëåãêî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà

xk =

∫ kτ+ε

kτ−ε

xτ(t)dt

ïðè ε < τ . Òàêèì îáðàçîì, âðåìåííîé ðÿä xk âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî äèñêðå-
òèçàöèè, íî äèñêðåòèçàöèÿ íå ñîäåðæèò, êðîìå çíà÷åíèé xk, íèêàêîé äðóãîé
èíôîðìàöèè (ïîñêîëüêó Dτ(t) = 0 ïðè t ̸= kτ ). Ôóíêöèÿ Dτ(t) íàçûâàåòñÿ
äèñêðåòèçèðóþùåé äåëüòà-ãðåáåíêîé, èëè ÿäðîì äèñêðåòèçàöèè.

3.2 Òåîðåìà î íàëîæåíèè

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ Dτ(t) ÿâëÿåòñÿ τ -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé
è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Ôóðüå:

Dτ(t) =
∞∑

n=−∞
dn exp(i2πnf1t),

ãäå f1 = 1/τ . Íàéäåì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå dn:

dn =
1

τ

∫ τ/2

−τ/2

Dτ(t) exp(−i2πnf1t)dt =
1

τ

∫ τ/2

−τ/2

∞∑
j=−∞

δ(t−jτ) exp(−i2πnf1t)dt =

=
1

τ

∞∑
j=−∞

∫ τ/2

−τ/2

δ(t− jτ) exp(−i2πnf1t)dt.
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Â ïîñëåäíåé ñóììå ëèøü îäíî ñëàãàåìîå ïðè j = 0 îòëè÷íî îò íóëÿ. Îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷èì dn = 1/τ è

Dτ(t) =
1

τ

∞∑
n=−∞

exp(i2πnf1t).

Ïóñòü òåïåðü ñèãíàë x(t) èìååò èíòåãðàëüíûé ñïåêòð X(f). Âû÷èñëèì
èíòåãðàëüíûé ñïåêòð Xτ(f) äèñêðåòèçàöèè xτ(t) ñèãíàëà x(t):

Xτ(f) =

∫ ∞

−∞
xτ(t) exp(−i2πft)dt =

∫ ∞

−∞
x(t)Dτ(t) exp(−i2πft)dt =

=

∫ ∞

−∞
x(t)

[
1

τ

∞∑
n=−∞

exp(i2πnf1t)

]
exp(−i2πft)dt =

=
1

τ

∞∑
n=−∞

∫ ∞

−∞
x(t) exp[−i2π(f − nf1)t]dt =

1

τ

∞∑
n=−∞

X(f − nf1).

Èòàê,

Xτ(f) =
1

τ

∞∑
n=−∞

X(f − nτ−1). (10)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû Íàéêâèñòà î íàëîæå-
íèè ñïåêòðîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñïåêòð äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà îáðàçó-
åòñÿ ïóòåì ñëîæåíèÿ ñïåêòðîâ èñõîäíîãî ñèãíàëà, ñäâèíóòûõ ïî ÷àñòîòå
íà âåëè÷èíó, êðàòíóþ f1 = 1/τ .

Çàäà÷à 3.1. Äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ðÿäîâ Ôóðüå.
À èìåííî, äîêàçàòü, ÷òî åñëè T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t) ñîîòâåòñòâóþò
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå Cn, òî äèñêðåòèçàöèè xτ(t) ïðè τ = T/N ñîîòâåòñòâó-
þò êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

Cτ
n =

1

τ

∞∑
j=−∞

Cn−jN .

Óêàçàíèå.

f1 =
1

τ
=

1

T/N
= N

1

T
= Nf0 (f0 = 1/T ).

3.3 ×àñòîòà Íàéêâèñòà

Ïóñòü ñèãíàë x(t) èìååò ôèíèòíûé ñïåêòð X(f). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ÷èñëî f∗ > 0 òàêîå, ÷òî X(f) = 0 ïðè |f | > f∗. Ïóñòü äèñêðåòè-
çàöèÿ ñèãíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè èíòåðâàëå äèñêðåòèçàöèè τ . Òîãäà ñïåêòð
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äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñïåêòðîâ èñõîäíîãî
ñèãíàëà, ñäâèíóòûõ ïî ÷àñòîòå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà âåëè÷èíó, êðàò-
íóþ f1 = 1/τ . Åñëè ñïåêòð ôèíèòíûé è 2f∗ < f1, òî îòäåëüíûå ñïåêòðû ïðè
ñóììèðîâàíèè íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð èñõîäíîãî ñèãíàëà
ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí ïî ñïåêòðó äèñêðåòèçàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X(f) =

{
Xτ(f), |f | ⩽ f∗,

0, |f | > f∗
. (11)

Ñìûñë ñôîðìóëèðîâàííîãî óñëîâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðîìåæóòêå
(ïî ÷àñòîòå) ìåæäó îòäåëüíûìè ñëàãàåìûìè â ñóììå (10) äîëæíî óìåñòèòü-
ñÿ äâå ïîëóøèðèíû f∗ ñïåêòðà èñõîäíîãî ñèãíàëà. Ñôîðìóëèðîâàííîå óñëî-
âèå íîñèò íàçâàíèå óñëîâèÿ Íàéêâèñòà íåíàëîæåíèÿ ÷àñòîò. Çàìå÷àÿ, ÷òî
f1 = 1/τ , ïðåîáðàçóåì óñëîâèå Íàéêâèñòà 2f∗ < f1 ê âèäó, â êîòîðîì îíî
÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå:

τ <
1

2f∗
.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå Íàéêâèñòà îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì, åñëè ÷àñòîòà
äèñêðåòèçàöèè 1/τ ñèãíàëà âûáðàíà â äâà ðàçà áîëüøåé, ÷åì ÷àñòîòà ñàìîé
âûñîêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé, ïðèñóòñòâóþùåé â ñèãíàëå.

Åñëè óñëîâèå Íàéêâèñòà íå âûïîëíåíî, òî ¾õâîñòû¿ ñïåêòðîâ íàêëàäûâà-
þòñÿ äðóã íà äðóãà è ïðèïîäíèìàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â ñïåêòðå äèñêðåòèçè-
ðîâàííîãî ñèãíàëà ïîÿâëÿþòñÿ ëîæíûå âûñîêî÷àñòîòíûå ñîñòàâëÿþùèå.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû î íàëîæåíèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñëå äèñ-
êðåòèçàöèè ìû òåðÿåì âîçìîæíîñòü ðàçëè÷àòü ÷àñòîòû, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã
îò äðóãà íà 1/τ , è ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà
ñ ÷àñòîòîé f ′ ñîîòâåòñòâóþò ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå èñõîäíîãî ñèãíàëà
ñ ÷àñòîòàìè {f ′ + k/τ}k∈Z . ×àñòîòà hτ = 1/τ íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé Íàé-
êâèñòà19. Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà îïðåäåëÿåò
ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ èñõîäíîãî ñèãíàëà ïî ìîäóëþ hτ � îñü ÷àñòîò ¾ñêëàäû-
âàåòñÿ ãàðìîøêîé¿. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ¾ìàñêèðîâêîé ÷àñòîò¿20.

Ìàñêèðîâêó ÷àñòîò ìîæíî íàáëþäàòü â êèíî, êîãäà â êàäð ïîïàäàåò êî-
ëåñî ñî ñïèöàìè è ìåíÿþùåéñÿ ÷àñòîòîé âðàùåíèÿ (íàïðèìåð, êîëåñî ðàç-
ãîíÿþùåéñÿ êàðåòû). Ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êîëåñà ìû âèäèì
ñíà÷àëà, êàê îíî óñêîðÿåòñÿ, çàòåì åãî äâèæåíèå çàìåäëÿåòñÿ, êîëåñî îñòà-
íàâëèâàåòñÿ è íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ çà âðåìÿ ñìåíû êàäðîâ (1/25 ñåê.

19nyquist frequency
20frequency aliasing
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â êèíî) êîëåñî óñïåâàåò ïîâåðíóòüñÿ íà óãîë 2π − α. Êîãäà â òåëåïåðåäà÷àõ
ïîêàçûâàþò ýêðàí êîìïüþòåðà, âèäíû ÷åðíûå ïîëîñû, êîòîðûå òàêæå ïî-
ÿâëÿþòñÿ â ñâÿçè ñ ìàñêèðîâêîé ÷àñòîò (òîò æå ýôôåêò ìîæíî íàáëþäàòü,
ïîñòàâèâ âåíòèëÿòîð ïåðåä ýêðàíîì êîìïüþòåðà è ïîãëÿäåâ íà ýêðàí ñêâîçü
âðàùàþùèåñÿ ëîïàñòè; èíòåðåñíî òàêæå ïîïðîáîâàòü èçìåíÿòü ñêîðîñòü âðà-
æåíèÿ, ïîäòîðìàæèâàÿ ëîïàñòè ðóêîé). Îïèñàííûå ÿâëåíèÿ èçâåñòíû â ôè-
çèêå êàê ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ýôôåêò.

Çàäà÷à 3.2. Ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå Íàéêâèñòà â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ
ñèãíàëîâ è ðÿäîâ Ôóðüå.

3.4 Òåîðåìà Íàéêâèñòà�Øåííîíà

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ äèñêðåòèçàöèè xτ(t) âûïîëíåíî óñëîâèå Íàéêâèñòà,
òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âîññòàíîâèòü ïî íåé èñõîäíûé ñèãíàë x(t). Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïî äèñêðåòèçèðîâàííîìó ñèãíàëó xτ(t) ìîæíî íàéòè åãî ñïåêòð
Xτ(f), çàòåì âîññòàíîâèòü ñïåêòð èñõîäíîãî ñèãíàëàX(f) è, óæå çíàÿ ñïåêòð,
âîññòàíîâèòü èñõîäíûé ñèãíàë x(t). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåííîì óñëî-
âèè Íàéêâèñòà ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ âîññòàíîâèòü
èñõîäíûé ñèãíàë x(t) ïî åãî äèñêðåòèçàöèè xk = x(kτ). Ýòà ôîðìóëà íàçûâà-
åòñÿ ðÿäîì Íàéêâèñòà, à ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óòâåðæäåíèå � òåîðåìîé
Íàéêâèñòà�Øåííîíà21.

Òåîðåìà 3.1 (Íàéêâèñòà�Øåííîíà). Ïóñòü ñèãíàë x(t) èìååò ôèíèòíûé
ñïåêòð X(f) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ðàâíà f∗.
Òîãäà ñèãíàë x(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ tk = kτ
ïðè τ = 1/2f∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê X(f) = 0 ïðè |f | > f∗, òî ñèãíàë x(t) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí ïî ñïåêòðó X(f) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

x(t) =

∫ f∗

−f∗

X(f) exp(i2πft)df. (∗)

Çàìå÷àÿ, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ
ñïåêòðà X(f) ëèøü ïðè |f | < f∗, ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü ïîäñòàâèòü â íåå
âìåñòî ñïåêòðà ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå åãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ.

Ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ñïåêòðà X(f) íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì 2f∗. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1/2f∗ = τ ,
ïîëó÷èì

X(f) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnτf) (∗∗)

21sampling theorem
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ïðè |f | < f∗.
Ïîäñòàâèì (∗∗) â (∗):

x(t) =

∫ f∗

−f∗

( ∞∑
n=−∞

Cn exp(i2πnτf)

)
exp(i2πft)df =

=
∞∑

n=−∞
Cn

∫ f∗

−f∗

exp[i2πf(t+ nτ)]df =
∞∑

n=−∞
Cn

2 sin 2πf∗(t+ nτ)

2π(t+ nτ)
.

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå â ðàçëîæåíèè (∗∗). Ôîðìàëüíî

Cn =
1

2f∗

∫ f∗

−f∗

X(f) exp(−i2πnτf)df,

íî èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî

x (−nτ) =

∫ f∗

−f∗

X(f) exp(−i2πnτf)df,

îòêóäà

Cn =
1

2f∗
x (−nτ) .

Èòàê,

x(t) =
∞∑

n=−∞

x (−nτ)

2f∗
· 2 sin 2πf∗(t+ nτ)

2π(t+ nτ)
=

∞∑
k=−∞

x (kτ)
sin 2πf∗(t− kτ)

2πf∗(t− kτ)

è îêîí÷àòåëüíî

x(t) =
∞∑

k=−∞

x (kτ) sinc 2πf∗(t− kτ).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî xk = x(kτ), ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x(t) =
∞∑

k=−∞

xk sinc 2πf∗(t− kτ). (12)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ÷àñòîòà f∗ îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó ÷àñòîòû ñïåêòðàëüíûõ

ñîñòàâëÿþùèõ ñèãíàëà, ò. å. X(f) = 0 ïðè |f | > f∗, òî ëþáàÿ ÷àñòîòà f∗∗ >
f∗ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Ïîýòîìó ñèãíàë x(t) ñ ôèíèòíûì
ñïåêòðîì ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí îòñ÷åòàìè xk = x(kτ) ïðè âñåõ τ < 1/2f∗.
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Ïîëàãàÿ, ÷òî τ = 1/2f∗ è t = jτ , ïåðåïèøåì ôîðìóëó (12) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

xj =
∞∑

k=−∞

xk sinc 2πf∗

(
j
1

2f∗
− k

1

2f∗

)
=

∞∑
k=−∞

xk sincπ(j − k).

Âûïèñàííàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åâèäíîå òîæäåñòâî, ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ sincπ(j − k) îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü ïðè k = j. Òàêèì îáðàçîì,
ôîðìóëà (12) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé, âûðàæàþ-
ùåé çíà÷åíèå ôóíêöèè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ÷åðåç åå çíà÷åíèÿ â óçëîâûõ
òî÷êàõ kτ . Ýòà ôîðìóëà îêàçàëàñü òî÷íîé â ñàìèõ óçëîâûõ òî÷êàõ äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèè x(t), íî äëÿ ôóíêöèé, ñïåêòð êîòîðûõ èìååò îãðàíè÷åííûé
íîñèòåëü, îíà îêàçûâàåòñÿ òî÷íîé ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà.

3.5 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äèñêðåòíîãî ñèãíàëà

Ðàñïðîñòðàíèì ðàçâèòûå íàìè âûøå ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû íà ñëó÷àé äèñ-
êðåòíûõ ñèãíàëîâ. Ïóñòü ñèãíàë x(t) èìååò ôèíèòíûé ñïåêòð X(f). Òîãäà
x(t) ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ñâîèìè îòñ÷åòàìè xk = x(kτ), âçÿòûìè ÷åðåç ïðî-
ìåæóòîê τ = 1/2f∗. Âûðàçèì ñïåêòð òàêîãî ñèãíàëà ÷åðåç åãî îòñ÷åòû. Äëÿ
ýòîãî ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (12) â ôîðìóëó ïðÿìîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå:

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−i2πft)dt =

=

∫ ∞

−∞

∞∑
k=−∞

x(kτ) sinc 2πf∗(t− kτ) exp(−i2πft)dt =

=
∞∑

k=−∞

x(kτ)

∫ ∞

−∞
sinc 2πf∗(t− kτ) exp(−i2πft)dt.

Çàäà÷à 3.3. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè τ = 1/2f∗∫ ∞

−∞
sinc 2πf∗(t− kτ) exp(−i2πft)dt =

{
τ exp(−i2πfkτ), |f | ⩽ f∗,

0, |f | > f∗
.

Ó÷èòûâàÿ ñäåëàííîå â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è óòâåðæäåíèå, èìååì äëÿ
|f | < f∗:

X(f) = τ

∞∑
k=−∞

xk exp(−i2πfkτ). (13)
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Ïîäñòàâëÿÿ t = kτ â ôîðìóëó îáðàòíîãî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè X(f) ñîñðåäîòî÷åí íà îòðåçêå
[−f∗, f∗], ïîëó÷àåì

xk =

∫ f∗

−f∗

X(f) exp(i2πfkτ)df. (14)

3.6 Äèñêðåòèçàöèÿ â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè

Ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òåîðèè äèñêðåòèçàöèè è òåîðåìó äâîé-
ñòâåííîñòè ê âûÿñíåíèþ ñâîéñòâ ñïåêòðîâ ôèíèòíûõ ôóíêöèé, èëè, êàê ãî-
âîðÿò, ñèãíàëîâ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè.

Ïóñòü x(t) = 0 ïðè |t| > T/2 è ñèãíàë x(t) èìååò ñïåêòð X(f, T ). Òîãäà,
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Íàéêâèñòà�Øåííîíà â ñîâîêóïíîñòè ñ òåîðåìîé äâîé-
ñòâåííîñòè, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå: ñïåêòð X(f, T ) ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëåí ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ fn = n∆f ïðè ∆f = 1/T è

X(f, T ) =
∞∑

n=−∞
X(n∆f, T ) sinc 2π(T/2)(f − n∆f) =

=
∞∑

n=−∞
X(n∆f, T ) sinc πT (f − n∆f). (15)

Äèñêðåòíûé ñïåêòð ñèãíàëà êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå:

X(n∆f, T ) =

∫ T/2

−T/2

x(t) exp(i2πn∆ft)dt. (16)

Ñèãíàë x(t) ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî åãî äèñêðåòíîìó ñïåêòðó X(n∆f, T ),
äëÿ ÷åãî âîññòàíîâèì ñíà÷àëà èíòåãðàëüíûé ñïåêòð Ôóðüå X(f, t) ïî åãî îò-
ñ÷åòàì X(n∆f, T ) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (15), à çàòåì èñïîëüçóåì ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå â ôîðìóëå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f, T ) exp(i2πft)df =

=
∞∑

n=−∞
X(n∆f, T )

∫ ∞

−∞
sincπT (f − n∆f) exp(i2πft)df.
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Âñïîìèíàÿ çàäà÷ó (∗), ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

x(t) = ∆f
∞∑

n=−∞
X(n∆f, T ) exp(i2πn∆ft). (17)

Ïóñòü ñèãíàë êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè (x(t) = 0 ïðè |t| > T/2) èìå-
åò ôèíèòíûé ñïåêòð (X(f, T ) = 0 ïðè |f | > f∗). Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, ñèãíàë ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé äèñêðåòèçàöèåé (ïðè τ < 1/2f∗)
è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïåêòð ñèãíàëà òàêæå çàäàåòñÿ ñâîåé äèñêðåòèçàöèåé
(ïðè ∆f < 1/T ). Íà ñàìîì äåëå ñèãíàë êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè âñåãäà èìå-
åò ñïåêòð ñ íåîãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì, òàê ÷òî ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå
âíóòðåííå ïðîòèâîðå÷èâî. Îäíàêî íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áîëüøèí-
ñòâî ñèãíàëîâ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè èìåþò äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèé
ñïåêòð, ÷òîáû ñ÷èòàòü èõ (ïðèáëèæåííî) èìåþùèìè ôèíèòíûé ñïåêòð.

Ïåðåïèøåì ôîðìóëû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå â ïðåä-
ïîëîæåíèè îäíîâðåìåííîé ôèíèòíîñòè ñèãíàëà è ñïåêòðà. Ôîðìóëà (13) ïðè-
ìåò ñëåäóþùèé âèä:

X(n∆f, T ) = τ

N/2∑
k=−N/2

xk exp(−i2πn∆fkτ).

Åñëè τ = T/N è ∆f = 1/T , òî ∆fτ = (1/T )(T/N) = 1/N è

X(n∆f, T ) =
T

N

N/2∑
k=−N/2

xk exp[−i(2π/N)nk]. (18)

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ äèñêðåòèçàöèåé èç (17):

xk = ∆f

N/2∑
n=−N/2

X(n∆f, T ) exp(i2πn∆fkτ).

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ∆fτ = 1/N ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä:

xk =
1

T

N/2∑
n=−N/2

X(n∆f, T ) exp[i(2π/N)nk]. (19)

Çàäà÷à 3.4. Ïðî ñèãíàëû x1(t) è x2(t) èçâåñòíî ëèøü òî, ÷òî èõ ñïåêòðû
îãðàíè÷åíû ÷àñòîòàìè f1 è f2 ñîîòâåòñòâåííî (f2 > f1). Ñ êàêîé ìèíèìàëüíîé
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÷àñòîòîé ìîæíî äèñêðåòèçèðîâàòü ñëåäóþùèå ñèãíàëû: a(t) = x1(t) + x2(t),
b(t) = x1(t)◦x2(t), c(t) = x1(t)·x2(t) ïðè óñëîâèè îáðàòèìîñòè äèñêðåòèçàöèè.

Çàäà÷à 3.5. Ïðî ñèãíàëû x1(t), x2(t) è x3(t) èçâåñòíî ëèøü, ÷òî èõ ñïåê-
òðû îãðàíè÷åíû ÷àñòîòàìè f1, f2 è f3 ñîîòâåòñòâåííî (f3 > f2 > f1). Äëÿ
ñèãíàëà

x(t) = x1(t) ◦ x2(t) + x1(t) · x3(t)

óêàçàòü ìèíèìàëüíóþ äîïóñòèìóþ ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè (åñëè òðåáóåòñÿ
åå îáðàòèìîñòü).

Çàäà÷à 3.6. Ñïåêòð ñèãíàëà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

X(f) =


0, |f | < f1,

a(|f |), f1 ⩽ |f | ⩽ f2,

0, |f | > f2.

Ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå óñëîâèÿ Íàéêâèñòà äàåò ìèíèìàëüíóþ ÷àñòîòó äè-
ñðåòèçàöèè fd = 2f2. Ìîæíî ëè â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå óìåíüøèòü ÷àñòîòó
äèñêðåòèçàöèè, ñîõðàíÿÿ îáàòèìîñòü ïðîöåññà äèñêðåòèçàöèè? Åñëè íåò, òî
îáúÿñíèòü ïî÷åìó, åñëè äà, òî óêàçàòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû äèñêðå-
òèçàöèè.

4 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ôîðìóëû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
(ÄÏÔ) áûëè ïîëó÷åíû â ïðèáëèæåíèè ñèãíàëîâ êîíå÷íîé äëèòåëüíîñòè ñ ôè-
íèòíûì ñïåêòðîì. Çäåñü ìû ïîêàæåì äðóãîé ïîäõîä ê âûâîäó ýòèõ ôîðìóë
è èçó÷èì ñâîéñòâà ÄÏÔ.

4.1 Äèñêðåòèçàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïóñòü ñèãíàë x(t) ôèíèòåí ñ íîñèòåëåì, ëåæàùèì íà îòðåçêå [−T/2, T/2].
Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå X(f, T ) ñîâïàäàþò ñ ôîð-
ìóëàìè äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå Cn ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííîé
T -ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü ñóæåíèÿ ôóíêöèè
x(t) íà îòðåçîê [−T/2, T/2]:

X(n∆f, T ) =

∫ T/2

−T/2

x(t) exp(−i2πn∆ft)dt = TCn,

ãäå ∆f = 1/T .

36



Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Cn ðÿäà Ôóðüå ïðèáëèæåííî, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ôîðìóëîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðè τ = T/N :

Cn =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(t) exp(−i2πn∆ft)dt ≈ 1

T

N/2∑
k=−N/2

x(kτ) exp(−i2πn∆fkτ)
T

N
.

Çàìå÷àÿ, ÷òî ∆fτ = (1/T )(T/N) = 1/N è ïîëàãàÿ xk = x(kτ), ïðèõîäèì
ê ôîðìóëå

Cn ≈ 1

N

N/2∑
k=−N/2

xk exp[−i(2π/N)nk].

Åñëè Cn = 0 ïðè |n| > N/2, òî

xk = x(kτ) =

N/2∑
n=−N/2

Cn exp(i2πn∆fkτ) =

N/2∑
n=−N/2

Cn exp[i(2π/N)nk].

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå ýêâèâàëåíòíû ôîðìóëàì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå ïðè
óñëîâèè, ÷òî èíòåãðàë çàìåíåí ñâîèì ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì, âû÷èñëåí-
íûì ïî ôîðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ýòî çàìå÷àíèå âûÿñíÿåò ïðèáëèæåííûé
õàðàêòåð çàìåíû èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äèñêðåòíûì è ïîç-
âîëÿåò îöåíèòü âíîñèìóþ òàêîé çàìåíîé ïîãðåøíîñòü. Ïðè ñïåêòðàëüíîì
ïîäõîäå ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð ôîðìóë äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
îêàçûâàåòñÿ çàêëþ÷åííûì â ïðåäïîëîæåíèè îá îäíîâðåìåííîé ôèíèòíîñòè
ñèãíàëà è ñïåêòðà.

4.2 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xn â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé:

Xn =
1

N

N/2∑
k=−N/2

xk exp[−i(2π/N)kn]. (dft)

Òîãäà

X(n∆f, T ) = TXn (20)

è

xk =

N/2∑
n=−N/2

Xn exp[i(2π/N)kn]. (idft)
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xn íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì âðåìåííîãî
ðÿäà xk. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An = |Xn| íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì àìïëè-
òóäíûì ñïåêòðîì âðåìåííîãî ðÿäà xk. Ôîðìóëû (dft), (idft) íàçûâàþò-
ñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûì è îáðàòíûì äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
(ÄÏÔ)22. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî âðåìåííîãî ðÿäà xk
äèñêðåòíûé ñïåêòð îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè X−n = X∗

n.
Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë ÄÏÔ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

WN = exp[i(2π/N)].

×èñëîWN ïðè çàäàííîìN íàçûâàåòñÿ ïîâîðà÷èâàþùèì ìíîæèòåëåì. Åñëè
íå âîçíèêàåò äâóñìûñëåííîñòè, íèæíèé èíäåêñ ïðè ïîâîðà÷èâàþùåì ìíîæè-
òåëå ìîæíî îïóñêàòü. Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ

Xn =
1

N

N/2∑
k=−N/2

xkW
−kn
N ,

xk =

N/2∑
n=−N/2

XnW
nk
N .

Äèñêðåòíûé ñïåêòð Xn îêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì: Xn+N = Xn. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

Xn+N =
1

N

N/2∑
k=−N/2

xkW
−k(n+N)
N =

1

N

N/2∑
k=−N/2

xkW
−kn
N = Xn,

ò. ê.
WmN

N = exp[im(2π/N)N ] = exp(2πim) = 1.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòü ñèãíàëà xk, âîññòàíîâ-
ëåííîãî ïî äèñêðåòíîìó ñïåêòðó: xk+N = xk. ßñíî, ÷òî N -ïåðèîäè÷íîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xk, Xn è W nk

N ïîçâîëÿåò âåñòè ñóììèðîâàíèå â ôîð-
ìóëàõ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ëþáîìó
ïðîìåæóòêó äëèíû N .

Ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè ôîðìóëû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïå-
ðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xn =
1

N

N−1∑
k=0

xkW
−kn
N ,

xk =
N−1∑
n=0

XnW
nk
N .

(21)

22discrete Fourier transform
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Óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè (ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà X−n = XN−n) ïðèíèìàåò âèä:
XN−n = X∗

n.

4.3 Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ÄÏÔ

Ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð ôîðìóë äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè áîëåå äåòàëüíî îñòàíîâèòüñÿ íà âçàèìîîòíîøåíèè
ìåæäó ôîðìóëàìè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
Ïóñòü

Xn =
1

N

N−1∑
k=0

xkW
−kn
N , x̄k =

N−1∑
n=0

XnW
kn
N .

Óáåäèìñÿ, ÷òî x̄k = xk. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íåî÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïðè
âûâîäå ôîðìóë ïðÿìîãî è îáðàòíîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìû
ïîëüçîâàëèñü ïðåäïîëîæåíèÿìè, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ ëèøü ïðèáëèæåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

x̄j =
N−1∑
n=0

XnW
jn
N =

N−1∑
n=0

1

N

N−1∑
k=0

xkW
−kn
N W jn

N =
N−1∑
k=0

xk
1

N

N−1∑
n=0

W
n(j−k)
N .

Íî ïðè j = k
N−1∑
n=0

W
n(j−k)
N = N,

à ïðè j ̸= k
N−1∑
n=0

W
n(j−k)
N =

1−W
N(j−k)
N

1−W j−k
N

= 0.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ ñðàçó ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.
Äîêàçàííàÿ âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü ôàêòè÷åñêè îêàçàëàñü ñïðàâåäëèâîé

â ðåçóëüòàòå òîãî, ÷òî ôóíêöèè exp(i2πn∆ft) îðòîãîíàëüíû íå òîëüêî íà îò-
ðåçêå 0 ⩽ t ⩽ T (∆f = 1/T ), íî è íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê tk = kτ .
Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

4.4 Òåîðåìà Ïàðñåâàëÿ

Ìîùíîñòüþ ñèãíàëà xk íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

E =
1

N

N−1∑
k=0

|xk|2.
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Âû÷èñëèì ìîùíîñòü ñèãíàëà xk, ïðåäñòàâëåííîãî ñâîèì äèñêðåòíûì ñïåê-
òðîì Xn:

E =
1

N

N−1∑
k=0

N−1∑
n=0

XnW
kn

N−1∑
l=0

X∗
l W

−kl =
1

N

N−1∑
n=0

N−1∑
l=0

XnX
∗
l

N−1∑
k=0

W k(n−l) =
N−1∑
n=0

|Xn|2.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû Ïàðñåâàëÿ:

1

N

N−1∑
k=0

|xk|2 =
N−1∑
n=0

|Xn|2. (22)

Íàáîð ÷èñåë Pn = |Xn|2 íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ìîùíîñòè ñèãíàëà
xk.

4.5 Ôîðìû çàïèñè ÄÏÔ

Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè ôîðìóë äëÿ ÄÏÔ.
Ïåðâàÿ èç âîçìîæíûõ ìîäèôèêàöèé ñâÿçàíà ñ ðàçìåùåíèåì ìíîæèòåëÿ 1/N :

X1
n =

N/2∑
n=−N/2

xkW
−kn
N , X2

n =
1√
N

N/2∑
n=−N/2

xkW
−kn
N ,

xk =
1

N

N/2∑
n=−N/2

X1
nW

nk
N =

1√
N

N/2∑
n=−N/2

X2
nW

nk
N .

Âòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ ôîðìóë ÄÏÔ ñâÿçàíà ñî çíàêîì ýêñïîíåíòû:

X3
n =

1

N

N/2∑
n=−N/2

xkW
kn
N ,

xk =

N/2∑
n=−N/2

X3
nW

−nk
N .

Ñïåêòð X3
n ïî îòíîøåíèþ ê ñïåêòðó Xn îêàçûâàåòñÿ ïåðåâåðíóòûì.

Íåêîòîðûå àâòîðû èíà÷å îïðåäåëÿþò ïîâîðà÷èâàþùèé ìíîæèòåëü:

W ′
N = exp[−i(2π/N)].

Ïîñêîëüêó âñå îïèñàííûå ìîäèôèêàöèè ìîãóò âñòðåòèòüñÿ â ïðîèçâîëüíîì
ñî÷åòàíèè, ñëåäóåò ïðîÿâëÿòü èñêëþ÷èòåëüíóþ îñòîðîæíîñòü è â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü âûÿñíÿòü, êàêîé ôîðìóëîé äëÿ ÄÏÔ ïîëüçóåòñÿ àâòîð.
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5 Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ)23 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêîíîìè÷-
íûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ÄÏÔ24. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû
ïîëó÷èì ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

An =
N−1∑
k=0

akW
−nk
N . (∗)

ßñíî, ÷òî åñëè ak = xk, òî Xn = An/N . Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ïîêàçàíî, ÷òî
è âû÷èñëåíèå îáðàòíîãî ÄÏÔ òàêæå ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè An.

5.1 Âû÷èñëåíèå îáðàòíîãî ÄÏÔ

Ïðîâåäåì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóëû (∗):

An = a0W
0 + a1W

−n + . . .+ aN−1W
−(N−1)n =

= a0W
0 + aN−1W

−(N−1)n + . . .+ a1W
−n =

= a0W
0 + aN−1W

−NnW n + . . .+ a1W
−NnW (N−1)n =

= a0W
0 + aN−1W

n + . . .+ a1W
(N−1)n.

Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî åñëè

a0 = X0, aN−1 = X1, . . . a1 = XN−1

èëè

ak =

{
X0, k = 0,

XN−k, k > 0

òî xk = Ak.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìååòñÿ ïðîãðàììà, áûñòðî âû÷èñëÿþùàÿ ïî ñèãíà-

ëó ak ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An, òî åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàê
ïðÿìîãî, òàê è îáðàòíîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

5.2 Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà Ëàíöîøà�Äàíèýëüñîíà

Ïóñòü N = 2M è a0k = a2k è a1k = a2k+1 ïðè 0 ⩽ k ⩽ M − 1. Òîãäà,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî

W 2p
N = exp

(
i
2π

N
2p

)
= exp

(
i
2π

N/2
p

)
= W p

N/2 = W p
M ,

23Fast Fourier Transform (FFT)
24Àëãîðèòì ïðèíàäëåæèò Êóëè è Òüþêè (Cooley and Tukey)
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ïîëó÷èì ïðè 0 ⩽ n < M

An =
M−1∑
k=0

a2kW
−n(2k)
N +

M−1∑
k=0

a2k+1W
−n(2k+1)
N =

=
M−1∑
k=0

a0kW
−2nk
N +W−n

N

M−1∑
k=0

a1kW
−2nk
N =

=
M−1∑
k=0

a0kW
−nk
M +W−n

N

M−1∑
k=0

a1kW
−nk
M = A0

n +W−n
N A1

n,

ãäå

Aq
n =

M−1∑
k=0

aqkW
−nk
M , q = 0, 1.

Ïðè M ⩽ n < N ïîëîæèì n = M + n′, ãäå ñíîâà 0 ⩽ n′ < M è òîãäà

W−n
N = W

−(M+n′)
N = W−M

N W−n′

N = −W−n′

N ,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî

An = AM+n′ = A0
M+n′ +W

−(M+n′)
N A1

M+n′ = A0
n′ −W−n′

N A1
n′.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì:

An =

{
A0

n +W−n
N A1

n, 0 ⩽ n < M,

A0
n′ −W−n′

N A1
n′, M ⩽ n < N,

(23)

ãäå n′ = n − M . Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé
Ëàíöîøà�Äàíèýëüñîíà.

5.3 Ñõåìà ÁÏÔ

Åñëè N = 2r, òî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (23) r ðàç, ìû ñâåäåì âû÷èñëåíèå
ÄÏÔ N -òî÷å÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê âû÷èñëåíèþ N 1-òî÷å÷íûõ ÄÏÔ.
ÄÏÔ 1-òî÷å÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ òðèâèàëüíî: A0 = a0. Òà-
êàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ íàçûâàåòñÿ áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
(ÁÏÔ).

Îöåíèì ïîëó÷àåìûé âûèãðûø â áûñòðîäåéñòâèè. Ïðè íåïîñðåäñòâåííîì
âû÷èñëåíèè ÄÏÔ N -òî÷å÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâîäèòü
O(N 2) óìíîæåíèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïî ñõåìå ÁÏÔ ïðîèç-
âîäèòñÿ r = log2N øàãîâ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (23) è íà êàæäîì òàêîì
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øàãå ïðîèçâîäèòñÿ N/2 óìíîæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè ÁÏÔ
âñåãî ïðîèçâîäèòñÿ O(N log2N) óìíîæåíèé è ìû ïîëó÷àåì âûèãðûø â ýô-
ôåêòèâíîñòè â O(N/ log2N) ðàç. Ïðè N = 1024 = 210 ÁÏÔ ïðèáëèçèòåëüíî
â 100 ðàç ýôôåêòèâíåå ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ.

Çàìåòèì åùå, ÷òî

WN/2 = exp

(
i
2π

N/2

)
= exp

(
2i
2π

N

)
= W 2

N .

Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ïîâîðà÷èâàþùèõ ìíîæèòåëåé
WN ðåêóððåíòíî.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ìû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî îïèñàëè àëãîðèòì ÁÏÔ,
íàïèñàòü ñàìîñòîÿòåëüíî åãî íåðåêóðñèâíóþ ðåàëèçàöèþ íåïðîñòî. Â òî æå
âðåìÿ ðåêóðñèâíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïî÷òè ôîðìàëü-
íîé òðàíñëÿöèè ôîðìóëû (23) â íîòàöèþ èñïîëüçóåìîãî ÿçûêà ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Ðåêóðñèâíàÿ âåðñèÿ â ñðåäíåì âñåãî â äâà ðàçà ìåíåå ýôôåêòèâíà
ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòî èòåðàòèâíûì àëãîðèòìîì. Íèæå ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå
ñîîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ÁÏÔ â âèäå íåðåêóðñèâ-
íîé ïðîãðàììû è ïðèâåäåì ðåàëèçàöèþ ÁÏÔ, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ÿçûêà
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ANSI-C.

5.4 Äâîè÷íàÿ èíâåðñèÿ

Ïðè âû÷èñëåíèè ÄÏÔ ïî îïèñàííîé ñõåìå ÁÏÔ íà ïåðâîì øàãå èñõîäíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âäâîå ìåíü-
øåé äëèíû � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åòíûõ ÷ëåíîâ a0k è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íå÷åòíûõ ÷ëåíîâ a1k. Íà âòîðîì øàãå àíàëîãè÷íîìó ðàçáèåíèþ ïîäâåðãàåòñÿ
êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïîëó÷åííûõ íà ïåðâîì øàãå, è ïîëó÷àåòñÿ
óæå 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: a00k , a

01
k , a

10
k , a

11
k . Íà j-ì øàãå êàæäàÿ èç 2j−1 èñ-

õîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a
b1...bj−1

k ðàçáèâàåòñÿ íà äâå � a
b1...bj−10
k è a

b1...bj−11
k ,

è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ 2j ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a
b1...bj
k . Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà

èëëþñòðèðóåò ýòîò ïðîöåññ â ñëó÷àå N = 8 = 23.

000 a0 a0 a0 a0 000
001 a1 a2 a4 a4 100
010 a2 a4 a2 a2 010
011 a3 a6 a6 a6 110
100 a4 a1 a1 a1 001
101 a5 a3 a5 a5 101
110 a6 a5 a3 a3 011
111 a7 a7 a7 a7 111
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Â ïåðâîé è ïîñëåäíåé êîëîíêàõ ïðèâåäåíà äâîè÷íàÿ çàïèñü èíäåêñà ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà äî ïðîöåññà ðàçáèåíèÿ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è ïîñëå ïðîâåäåíèÿ log2N = 3 øàãîâ ðàçáèåíèÿ. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â ðå-
çóëüòàòå ýëåìåíò ak îêàçàëñÿ â ïîçèöèè ñ íîìåðîì, äâîè÷íàÿ çàïèñü êîòîðî-
ãî ïîëó÷àåòñÿ èç äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà k ïåðåñòàíîâêîé öèôð â îáðàòíîì
ïîðÿäêå. Ê ýòîìó âûâîäó ëåãêî ïðèéòè è â îáùåì ñëó÷àå. Äåéñòâèòåëüíî, íà j-
ì øàãå â q-þ (q = 0, 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàäàþò ýëåìåíòû, â äâîè÷íîé
çàïèñè íîìåðà êîòîðûõ íà j-ì ìåñòå ñ êîíöà ñòîèò öèôðà q. Äàëüíåéøåå
ðàññóæäåíèå òðèâèàëüíî.

Îïèñàííàÿ ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ äâî-
è÷íîé èíâåðñèåé è ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ÁÏÔ.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâîè÷íàÿ èíâåðñèÿ ìàññèâà ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ñ ïî-
ìîùüþ ñëåäóþùåãî ýôôåêòèâíîãî ðåêóððåíòíîãî àëãîðèòìà. Ïóñòü R(m) �
ïîçèöèÿ, íà êîòîðóþ ïîïàäàåò â ðåçóëüòàòå äâîè÷íîé èíâåðñèè ýëåìåíò ñ íî-
ìåðîì m (ò.å. ÷èñëî, ïîëó÷àþùååñÿ èç m ¾ïåðåâîðà÷èâàíèåì¿ åãî äâîè÷íîé
çàïèñè). ßñíî, ÷òî R(0) = 0. Ïóñòü èçâåñòíî çíà÷åíèå R(m). Ëåãêî ïîíÿòü,
÷òî ÷èñëî R(m + 1) ïîëó÷àåòñÿ èç ÷èñëà R(m) ñëåäóþùèì îáðàçîì: áóäåì
äâèãàòüñÿ âäîëü äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà R(m) ñëåâà íàïðàâî, çàìåíÿÿ åäè-
íèöû íóëÿìè (ò.å. âû÷èòàÿ ÷èñëà n/2, n/4, . . . ) äî ïåðâîãî íóëÿ, êîòîðûé
çàìåíÿåòñÿ íà åäèíèöó. Ýòà ïðîöåäóðà ôàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåò àëãîðèòì äî-
áàâëåíèÿ åäèíèöû ê ÷èñëó, çàïèñàííîìó â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Íèæå
ïðèâåäåíà ðåàëèçàöèÿ îïèñàííîãî àëãîðèòìà.

void binrevers( double *a, int n ){

int i, j, k;

for( j = i = 0; i < n - 1; i++ ){

if( i < j ){

double t = a[j];

a[j] = a[i];

a[i] = t;

}

for( k = n / 2; k <= j; k /= 2 )

j -= k;

j += k;

}

}

5.5 Ðåàëèçàöèÿ ôîðìóë Ëàíöîøà�Äàíèýëüñîíà

Çäåñü ìû ïðèâåäåì ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ ôîðìóë Ëàíöîøà�
Äàíèýëüñîíà, âûïîëíÿþùóþ âñå âû÷èñëåíèÿ ¾íà ìåñòå¿, ò. å. áåç èñïîëü-
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çîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè � â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé îòñ÷åòû äèñ-
êðåòíîãî ñïåêòðà çàìåùàþò îòñ÷åòû èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ôóíêöèÿ
base_fft() ïðîèçâîäèò âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè An ïî ôîðìóëå (23).
Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak ïîìåùàþòñÿ
â ìàññèâû x è y ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå âîçâðàòà èç ôóíêöèè â ýòèõ ìàññèâàõ
ðàñïîëàãàþòñÿ âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ak. Â àðãóìåíòå n ïåðåäàåòñÿ äëèíà ìàññèâîâ x è y; â àðãóìåíòå r íóæíî
ïåðåäàòü äâîè÷íûé ëîãàðèôì ÷èñëà n.

void base_fft( double *x, double *y, int r, int n ){

double ur, ui, wr, wi, tr, ti, ur2;

int i, j, l, le1, le2, ip;

binrevers(x, n);

binrevers(y, n);

for( le2 = l = 1; l <= r; l++ ){

le1 = le2;

le2 *= 2;

ur = 1.0;

ui = 0.0;

wr = cos(M_PI / le1);

wi = -sin(M_PI / le1);

for( j = 0; j < le1; j++ ){

for( i = j; i < n; i += le2 ){

ip = i + le1;

tr = x[ip] * ur - y[ip] * ui;

ti = x[ip] * ui + y[ip] * ur;

x[ip] = x[i];

y[ip] = y[i];

x[i] += tr;

y[i] += ti;

x[ip] -= tr;

y[ip] -= ti;

}

ur2 = ur * wr - ui * wi;

ui = ur * wi + ui * wr;

ur = ur2;

}

}

}
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5.6 Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÁÏÔ

Îêîí÷àòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ÁÏÔ âû÷èñëåíèèÿ ÄÏÔ âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

void scale( double *a, int n ){

int i;

for( i = 0; i < n; i++ )

a[i] /= n;

}

void resort( double *a, int n ){

int i;

for( i = 1; i < n / 2; i++ ){

double t = a[i];

a[i] = a[n - i];

a[n - i] = t;

}

}

void cfft( double *a, double *b, int r, int n ){

scale(a, n);

scale(b, n);

base_fft(a, b, r, n);

}

void cifft( double *a, double *b, int r, int n ){

resort(a, n);

resort(b, n);

base_fft(a, b, r, n);

}

Ôóíêöèÿ cfft() ïðîèçâîäèò âû÷èñëåíèå ïðÿìîãî ÄÏÔ, à ôóíêöèÿ
cifft() � îáðàòíîå ÄÏÔ. Ñïèñêè àðãóìåíòîâ ó îáåèõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò
êàê ôîðìàëüíî, òàê è ïî ñìûñëó. Ïåðâûå äâà àðãóìåíòà � ìàññèâû, ñîäåðæà-
ùèå ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ïðåîáðàçóåìîãî âðåìåí-
íîãî ðÿäà. Äëèíû ýòèõ ìàññèâîâ äîëæíû ñîâïàäàòü è áûòü öåëîé ñòåïåíüþ
÷èñëà 2. Àðãóìåíò n îïðåäåëÿåò äëèíó îáðàáàòûâàåìûõ ìàññèâîâ; â àðãóìåí-
òå r ïåðåäàåòñÿ äâîè÷íûé ëîãàðèôì ÷èñëà n. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ôóíêöèé
ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîìåùàåòñÿ òàêæå â ìàññèâû a è b (a � âåùå-
ñòâåííàÿ ÷àñòü, b � ìíèìàÿ), çàòèðàÿ èõ ñîäåðæèìîå.
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s c c c ccccc

s c c c c c c c

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0 1 2 3 4 5 6 7

??

??

Ðèñ. 2. Ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ ñïåêòðà

5.7 Ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ

Äëÿ ïðàâèëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåäóðû ÁÏÔ ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî
ÿñíî ïîíèìàòü, êàêèå äàííûå îæèäàþòñÿ íà åå âõîäå è êàêèå ðåçóëüòàòû
ïîëó÷àþòñÿ íà âûõîäå.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ÁÏÔ ê âðåìåííîìó ðÿäó xk ïîëó÷àåòñÿ íàáîð
êîìïëåêñíûõ ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòîâ Xn. Èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷è-
òàåòñÿ N -ïåðèîäè÷åñêîé:

xn+N = xn.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòñ÷åòîâ âû÷èñëåííîãî ñïåêòðà Xn òàêæå ÿâëÿåòñÿ N -
ïåðèîäè÷åñêîé:

Xn+N = Xn,

ñëåäîâàòåëüíî,

XN−n = X−n. (24)

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ÁÏÔ ìû ïîëó÷àåì ìàññèâ, ñîäåðæàùèé
îòñ÷åòû ïåðèîäè÷åñêîãî ñïåêòðà Xn ïðè 0 ⩽ n < N . Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû
ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíèå N/2 ýëåìåíòîâ ñïåêòðà (ïðè N/2 ⩽ n ⩽ N − 1) ñî-
îòâåòñòâóþò îòðèöàòåëüíûì ÷àñòîòàì, ïðè÷åì â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè
ðàñïîëîæåíû íà ÷èñëîâîé îñè.

Ïåðâûå N/2+1 îòñ÷åòîâ ñ èíäåêñàìè 0 ⩽ n ⩽ N/2 ñîäåðæàò
ñïåêòðàëüíûå îòñ÷åòû äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò. Îòñ÷å-
òû ñ èíäåêñàìè N/2 ⩽ n ⩽ N − 1 ñîîòâåòñòâóþò îòðèöà-
òåëüíûì ÷àñòîòàì n − N , ïðîáåãàþùèì çíà÷åíèÿ îò −N/2
äî −1.

Ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ ñïåêòðà ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàí ðèñóíêîì 2
è ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

X−N/2 . . . X−1 X0 X1 . . . XN/2

X0 X1 . . . XN/2 . . . XN−1

XN/2 . . . XN−1 X0 X1 . . . XN/2
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Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü aj ïî ñìûñëó çàäà÷è îïðåäåëåíà íà ñèììåòðè÷-
íîì îòíîñèòåëüíî íóëÿ îòðåçêå −N/2 < j ⩽ N/2, òî ïåðåä ïðèìåíåíèåì
ïðîöåäóðû ÁÏÔ (ïðÿìîãî èëè îáðàòíîãî) ñëåäóåò äîîïðåäåëèòü åå íà îòðå-
çîê 0 ⩽ j ⩽ N − 1:

âj =

{
aj 0 ⩽ j ⩽ N/2

aj−N N/2 < j ⩽ N − 1
.

Íàïðîòèâ, åñëè â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ ÁÏÔ ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âj, äëÿ êîòîðîé åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ñëóæèò ñèììåòðè÷íûé
îòðåçîê, òî åå òàêæå ñëåäóåò äîîïðåäåëèòü íà íåãî ïî ïåðèîäè÷íîñòè:

aj =

{
âN+j −N/2 < j < 0

âj 0 ⩽ j ⩽ N/2
.

Îòìåòèì, ÷òî ¾ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî íóëÿ¿ îòðåçîê −N/2 < j ⩽ N/2
íà ñàìîì äåëå ðàñïîëîæåí îòíîñèòåëüíî íóëÿ íåñèììåòðè÷íî. Èç N− ïåðèî-
äè÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî a−N/2 = aN/2, ÷òî îáû÷íî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñî ñìûñ-
ëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè aj.

5.8 Ñäâèã íóëÿ

Èíîãäà îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ, ïîëó÷àåìûõ
ïðè ÁÏÔ, îêàçûâàåòñÿ âåñüìà îáðåìåíèòåëüíûì. Ïðè óâåëè÷åíèè èíäåêñà
îò íóëÿ ìû ñíà÷àëà ïðîõîäèì ïîëîæèòåëüíûå ÷àñòîòû â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ, à çàòåì îòðèöàòåëüíûå, íî óæå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ìîäóëÿ. Äîáèòü-
ñÿ åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ îòñ÷åòîâ ñïåêòðà ìîæíî, èñïîëü-
çóÿ îïèñàííóþ íèæå ïðîöåäóðó ñäâèãà íóëÿ. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå îñîáåííî
óäîáíî, åñëè ñïåêòð ïðèõîäèòñÿ óìíîæàòü íà âçâåøèâàþùåå îêíî, çàäàííîå
êàê ôóíêöèÿ ÷àñòîòû.

Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x̂k ïî ïðàâèëó

x̂k = (−1)kxk.

Çàìåòèì, ÷òî

(−1)k = W
kN/2
N ,

è âû÷èñëèì ñïåêòð X̂n ñèãíàëà x̂k:

X̂n =
N−1∑
k=0

x̂kW
−kn
N =

N−1∑
k=0

xkW
kN/2
N W−kn

N =
N−1∑
k=0

xkW
−k(n−N/2)
N = Xn−N/2.
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Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð X̂n ñèãíàëà x̂k ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ñïåêòðà Xn

ñèãíàëà xk ñ ïîìîùüþ ñäâèãà âïðàâî íà N/2 åäèíèö. Ïðè òàêîì ñäâèãå íà îò-
ðåçîê 0 ⩽ n ⩽ N−1 êàê ðàç ïðèõîäèòñÿ èíòåðâàë −N/2 ⩽ n−N/2 ⩽ N/2−1

èñõîäíîãî ñïåêòðà, ïðè÷åì â ñïåêòðå X̂n îòñ÷åòû èñõîäíîãî ñïåêòðà ñëåäó-
þò â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå. Ïðè óâåëè÷åíèè èíäåêñà îò íóëÿ ìû ñíà÷àëà
ïðîõîäèì îòðèöàòåëüíûå ÷àñòîòû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ìîäóëÿ, à çàòåì ïîëî-
æèòåëüíûå â ïîðÿäêå åãî âîçðàñòàíèÿ. Îòñ÷åò ñïåêòðà X̂n ïðè n = N/2 ñî-
îòâåòñòâóåò íóëåâîé ÷àñòîòå â ñïåêòðå èñõîäíîãî ñèãíàëà, à îòñ÷åò ïðè n = 0
ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå Íàéêâèñòà.

Çàäà÷à 5.1. Íàïèñàòü ïðîãðàìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ñèãíàëà x(t) =
sin(t) + sin(5t) ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ÁÏÔ.

5.9 ÁÏÔ âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ÁÏÔ ïðèíèìàåò íà âõîä, âîîáùå ãîâîðÿ,
êîìïëåêñíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk è âû÷èñëÿåò êîìïëåêñíûé ñïåêòð Xn.
Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk îêàçûâàåòñÿ âåùå-
ñòâåííîé è ïðè íåïîñðåäñòâåííîì èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû ÁÏÔ ïîïóñòó
òðàòèòñÿ âäâîå áîëüøå ïàìÿòè, ÷åì íåîáõîäèìî. Êðîìå òîãî, ïîëó÷àåìûé
ñïåêòð Xn îáëàäàåò ñèììåòðèåé

XN−n = X∗
n

è ïðè åãî âû÷èñëåíèè ëèøíåå âðåìÿ òðàòèòñÿ íà âû÷èñëåíèå îòñ÷åòîâ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îòðèöàòåëüíûì ÷àñòîòàì. Çäåñü ìû îïèøåì ýôôåêòèâíûå
ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ÁÏÔ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îäíîâðåìåííîå âû÷èñëåíèå äâóõ ñïåêòðîâ

Ïóñòü êîìïëåêñíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk îáðàçîâàíà èç äâóõ âåùåñòâåí-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé yk è zk îäèíàêîâîé äëèíû N ïî ïðàâèëó

xk = yk + izk.

Ïóñòü âû÷èñëåíû ñïåêòðû Xn, Yn è Zn ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xk, yk è zk ñî-
îòâåòñòâåííî. Áóêâîé r íà ìåñòå âåðõíåãî èíäåêñà áóäåì îáîçíà÷àòü âåùå-
ñòâåííóþ ÷àñòü ÷èñëà, à áóêâîé i � ìíèìóþ. Íàïðèìåð, xrk = re[xk] = yk
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è xik = im[xk] = zk. Èìååì:

Xn =
1

N

N−1∑
k=0

xkW
−kn =

1

N

N−1∑
k=0

(yk + izk)W
−kn =

=
1

N

N−1∑
k=0

ykW
−kn + i

1

N

N−1∑
k=0

zkW
−kn = Yn + iZn =

= Y r
n + iY i

n + i(Zr
n + iZ i

n) = (Y r
n − Z i

n) + i(Y i
n + Zr

n),

îòêóäà
Xr

n = Y r
n − Zi

n,

X i
n = Zr

n + Y i
n.

(∗)

Ïîñêîëüêó Yn è Zn � ñïåêòðû âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òî èõ âå-
ùåñòâåííûå ÷àñòè ñèììåòðè÷íû, à ìíèìûå àíòèñèììåòðè÷íû, ò. å. âûïîëíå-
íû ðàâåíñòâà:

Y r
n = Y r

N−n, Y i
n = −Y i

N−n,

Zr
n = Zr

N−n, Z i
n = −Z i

N−n

(∗∗)

ïðè 1 ⩽ n ⩽ N/2− 1. Èç ñðàâíåíèÿ ðàâåíñòâ (∗) è (∗∗) ïîëó÷àåì:

Y r
n = (Xr

n +Xr
N−n)/2, Y i

n = (X i
n −X i

N−n)/2,

Zr
n = (X i

n +X i
N−n)/2, Z i

n = −(Xr
n −Xr

N−n)/2
(A)

òàêæå ïðè 1 ⩽ n ⩽ N/2− 1. Ýòè ôîðìóëû ëåãêî îáðàòèòü:

Xr
n = Y r

n − Z i
n, Xr

N−n = Y r
n + Z i

n,

X i
n = Y i

n + Zr
n, X i

N−n = Zr
n − Y i

n.
(A′)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak îòñ÷åòû ñïåêòðà
A0 è AN/2 âåùåñòâåííû, ïîýòîìó

X0 = (Y r
0 − Z i

0) + i(Y i
0 + Zr

0) = Y r
0 + iZr

0 ,

XN/2 = (Y r
N/2 − Z i

N/2) + i(Y i
N/2 + Zr

N/2) = Y r
N/2 + iZr

N/2,

òàê ÷òî
Y r
0 = Xr

0 , Y r
N/2 = Xr

N/2,

Zr
0 = X i

0, Zr
N/2 = X i

N/2.
(B)

Ôîðìóëû (A) è (B) ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè îäíîâðåìåííîå âû÷èñëåíèå ñïåê-
òðîâ äâóõ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû N ïóòåì âû÷èñëåíèÿ
ÁÏÔ îäíîé êîìïëåêñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû N . Ôîðìóëû (A′) è (B)
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ïîçâîëÿþò âûïîëíèòü îäíîâðåìåííî äâà îáðàòíûõ ÁÏÔ ïî ñïåêòðàì âåùå-
ñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îòñ÷åòû ñïåê-
òðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûì ÷àñòîòàì, ò. å. çíà÷åíèÿì èíäåêñà
0 ⩽ j ⩽ N/2. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èç ñïåêòðîâ ñîäåðæèò N/2 + 1 îò-
ñ÷åò. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèå â ðàìêàõ äâóõ âåùåñòâåííûõ
ìàññèâîâ äëèíû N , âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî â ïîëó÷àåìûõ ñïåêòðàõ îòñ÷åòû
ñ èíäåêñàìè 0 è N/2 âåùåñòâåííû, è ïîìåñòèì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü îòñ÷åòà
ñïåêòðà ñ èíäåêñîì N/2 íà ìåñòî ìíèìîé ÷àñòè îòñ÷åòà ñ èíäåêñîì 0. Íèæå
ïðèâåäåíà ðåàëèçàöèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî âåùåñòâåííîãî ÁÏÔ.

void rfft2( double *a, double *b, int r, int n ){

int j;

double xrj, xij, xrnj, xinj, xrn2, xin2;

cfft(a, b, r, n);

for( j = 1; j < n/2; j++ ){

xrj = a[j];

xij = b[j];

xrnj = a[n-j];

xinj = b[n-j];

a[j] = (xrj + xrnj)/2.0;

b[j] = (xij - xinj)/2.0;

a[n-j] = (xij + xinj)/2.0;

b[n-j] = (xrnj - xrj)/2.0;

}

xrn2 = a[n/2];

xin2 = b[n/2];

for( j = n/2+1; j < n; j++ ){

a[j-1] = a[j];

b[j-1] = b[j];

}

a[n-1] = b[0];

b[n-1] = xin2;

b[0] = xrn2;

}

void rifft2( double *a, double *b, int r, int n ){

int j;

double zr0, zrn2, yrj, yij, zrj, zij;

zr0 = a[n-1];
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zrn2 = b[n-1];

for( j = n-1; j >= n/2+1; j-- ){

a[j] = a[j-1];

b[j] = b[j-1];

}

a[n/2] = b[0];

b[n/2] = zrn2;

b[0] = zr0;

for( j = 1; j < n/2; j++ ){

yrj = a[j];

yij = b[j];

zrj = a[n-j];

zij = b[n-j];

a[j] = yrj - zij;

b[j] = yij + zrj;

a[n-j] = yrj + zij;

b[n-j] = zrj - yij;

}

cifft(a, b, r, n);

}

Ôóíêöèÿ rfft2() âû÷èñëÿåò ñïåêòð äâóõ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, ðàñïîëîæåííûõ â ìàññèâàõ a è b ñëåäóþùèì îáðàçîì:

j 0 1 . . . N − 1

aj y0 y1 . . . yN−1

bj z0 z1 . . . zN−1

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè rfft2() îòñ÷åòû ñïåêòðîâ îêàçûâàþòñÿ ðàñïî-
ëîæåííûìè â ìàññèâàõ a è b ñëåäóþùèì îáðàçîì:

j 0 1 . . . N/2− 1 N/2 . . . N − 2 N − 1

aj Y r
0 Y r

1 . . . Y r
N/2−1 Zr

N/2−1 . . . Zr
1 Zr

0

bj Y r
N/2 Y i

1 . . . Y i
N/2−1 Zi

N/2−1 . . . Zi
1 Zr

N/2

Ôóíêöèÿ rifft2() îæèäàåò, ÷òî èñõîäíûå ñïåêòðû áóäóò ðàçìåùåíû â ìàñ-
ñèâàõ a è b òàêèì æå îáðàçîì, êàê â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ôóíêöèè rfft2().
À âûõîäíûå äàííûå ôóíêöèè rfft2() ðàçìåùåíû òàê æå êàê èñõîäíûå ñïåê-
òðû äëÿ ôóíêöèè rfft2().

Âû÷èñëåíèå îäíîãî ñïåêòðà

Çàäà÷à ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà îäíîé âåùåñòâåííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû Ëàíöîøà�Äàíèýëüñîíà ñâî-
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äèòñÿ ê ðàçîáðàííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå çàäà÷å.
Ïóñòü äàíà âåùåñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ïðè 0 ⩽ k ⩽ N − 1.

Ñïåêòð Xn áóäåì âû÷èñëÿòü òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò, ò. å. ïðè
0 ⩽ n ⩽ N/2. Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yk è zk ïðè 0 ⩽ k ⩽ N/2 − 1
ïî ïðàâèëó:

yk = x2k,

zk = x2k+1.

Ïóñòü Yn è Zn � ñïåêòðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé yk è zk ñîîòâåòñòâåííî. Âû-
ïèøåì ôîðìóëó Ëàíöîøà�Äàíèýëüñîíà ïðèìåíèòåëüíî ê ñïåêòðàì:

Xn = (Yn +W−n
N Zn)/2

ïðè 0 ⩽ n ⩽ N/2 (ïðè n = N/2 ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî YN/2 = Y0 è ZN/2 = Z0).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yk, zk � âåùåñòâåííûå è ñîäåðæàò ïî N/2 îòñ÷åòîâ,

ïîýòîìó ñïåêòðû Yn è Zn ñîñòîÿò èç N/4 îòñ÷åòîâ (äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷à-
ñòîò). Ïåðåïèøåì ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

Xn = (Yn +W−n
N Zn)/2,

XN/2−n = (YN/2−n +W
−(N/2−n)
N ZN/2−n)/2,

XN/4 = (YN/4 +W
−N/4
N ZN/4)/2

ïðè 0 ⩽ n ⩽ N/4− 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî YN/2−n = Y ∗
n , ZN/2−n = Z∗

n, W
−N/2
N = −1

è W
−N/2
N = −i, èìååì

Xn = (Yn +W−n
N Zn)/2,

XN/2−n = (Y ∗
n −W n

NZ
∗
n)/2,

XN/4 = (YN/4 − iZN/4)/2.

Ýòè ôîðìóëû òðèâèàëüíî îáðàùàþòñÿ:

Yn = Xn +X∗
N/2−n,

Zn = (Xn −X∗
N/2−n)W

n
N ,

YN/4 = 2 re[XN/4],

ZN/4 = −2 im[XN/4].

Íèæå ïðèâåäåíû ôóíêöèè, ðåàëèçóþùèå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû.

void rfft( double *a, double *b, int r, int n ){

int j;
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double yrj, yij, zrj, zij, arg, cs, sn, yr0, yrn2, zr0, zrn2;

rfft2(a, b, r, n);

yr0 = a[0] / 2.0;

yrn2 = b[0] / 2.0;

zr0 = a[n-1] / 2.0;

zrn2 = b[n-1] / 2.0;

for( j = 1; j < n/2; j++ ){

yrj = a[j] / 2.0;

yij = b[j] / 2.0;

zrj = a[n-1-j] / 2.0;

zij = b[n-1-j] / 2.0;

arg = M_PI * j / n;

cs = cos(arg);

sn = sin(arg);

a[j] = yrj + cs * zrj + sn * zij;

b[j] = yij + cs * zij - sn * zrj;

a[n-1-j] = yrj - cs * zrj - sn * zij;

b[n-1-j] = -yij + cs * zij - sn * zrj;

}

for( j = n-1; j > n/2; j-- ){

a[j] = a[j-1];

b[j] = b[j-1];

}

a[n/2] = yrn2;

b[n/2] = -zrn2;

a[0] = yr0 + zr0;

b[0] = yr0 - zr0;

}

void rifft( double *a, double *b, int r, int n ){

int j;

double xrj, xij, xrnj, xinj, arg, cs, sn, xrn4, xin4, xr0, xrn2;

for( j = 1; j < n/2; j++ ){

xrj = a[j];

xij = b[j];

xrnj = a[n-j];

xinj = b[n-j];

a[j] = xrj + xrnj;

b[j] = xij - xinj;
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arg = M_PI * j / n;

cs = cos(arg);

sn = sin(arg);

a[n-j] = (xrj - xrnj) * cs - (xij + xinj) * sn;

b[n-j] = (xrj - xrnj) * sn + (xij + xinj) * cs;

}

xrn4 = a[n/2];

xin4 = b[n/2];

for( j = n/2; j < n-1; j++ ){

a[j] = a[j+1];

b[j] = b[j+1];

}

xr0 = a[0];

xrn2 = b[0];

a[0] = xr0 + xrn2;

a[n-1] = xr0 - xrn2;

b[0] = 2.0 * xrn4;

b[n-1] = -2.0 * xin4;

rifft2(a, b, r, n);

}

Ôóíêöèÿ rfft() âû÷èñëÿåò ÁÏÔ âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk,
çàïèñàííîé â ìàññèâû a è b â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

j 0 1 . . . N/2− 1

aj x0 x2 . . . xN−2

bj x1 x3 . . . xN−1

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòð n è åãî äâîè÷íûé ëîãàðèôì r ñîîòâåòñòâóþò
äëèíàì ìàññèâîâ a è b. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñïåêòð, çàïèñàííûé â ìàñ-
ñèâû a è b ñëåäóþùèì îáðàçîì:

j 0 1 . . . N/2− 1

aj Xr
0 Xr

1 . . . Xr
N/2−1

bj Xr
N/2 X i

1 . . . X i
N/2−1

Ôóíêöèÿ rifft() ðåàëèçóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèíèìàÿ íà âõîä
ñïåêòð, ðàñïîëîæåííûé â ìàññèâàõ a è b îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.

Çàäà÷à 5.2. Íàïèñàòü ïðîãðàìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà ñèãíàëà x(t) =
sin(t)+sin(5t) ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà ÁÏÔ äëÿ âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà.
Ñðàâíèòü âðåìåííûå çàòðàòû äàííîé ðåàëèçàöèè ñ ïðîñòûì ÁÏÔ.
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5.10 Î ðåàëèçàöèÿõ ÁÏÔ

Îïèñàííàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ÁÏÔ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óäîâëåòâîðè-
òåëüíîé äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèëîæåíèé. Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïîëåçíûå
çàìå÷àíèÿ, êàñàþùèåñÿ äðóãèõ èçâåñòíûõ ðåàëèçàöèé àëãîðèòìà ÁÏÔ.

Â íàøåé ðåàëèçàöèè èñïîëüçîâàíà ñõåìà ÁÏÔ, íàçûâàåìàÿ àëãîðèòìîì
ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî âðåìåíè. Íåêîòîðûå èç èçâåñòíûõ ðåàëèçàöèé ÁÏÔ èñ-
ïîëüçóþò àëãîðèòì ñ ïðîðåæèâàíèåì ïî ÷àñòîòå. Â äåòàëÿõ ýòè àëãîðèòìû
ðàçëè÷àþòñÿ, íî ïî âñåì îñòàëüíûì õàðàêòåðèñòèêàì ñîâåðøåííî ýêâèâà-
ëåíòíû.

Ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì ÁÏÔ, ÷àñòî ïîñëåäîâàòåëüíî îáðà-
ùàåòñÿ ê ýëåìåíòàì ðàáî÷èõ ìàññèâîâ, ðàñïîëîæåííûì äàëåêî äðóã îò äðó-
ãà. Ýòîò ôàêò óêàçûâàåò íà òî, ÷òî àëãîðèòì ÁÏÔ ïðåäúÿâëÿåò ñåðüåçíûå
òðåáîâàíèÿ ê àïïàðàòíîìó êýøó (åñëè ìàññèâû ðàñïîëîæåíû â îïåðàòèâíîé
ïàìÿòè) èëè ê âèðòóàëüíîé ïàìÿòè (åñëè äàííûå íå ïîìåùàþòñÿ â îïåðàòèâ-
íóþ ïàìÿòü).

Â ïåðâîì ñëó÷àå àëãîðèòì ÁÏÔ ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî îïòèìèçèðî-
âàí ïðè íàëè÷èè àïðèîðíûõ çíàíèé îá óñòðîéñòâå è ðàçìåðå êýøà ïðîöåñ-
ñîðà. ßñíî, ÷òî òàêîé ¾îïòèìàëüíûé¿ àëãîðèòì áóäåò æåñòêî îðèåíòèðîâàí
íà êîíêðåòíûé ïðîöåññîð. Èçâåñòíà ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ÁÏÔ (áèáëèîòåêà
FFTW {www.fftw.org}), êîòîðàÿ ¾íà ëåòó¿ ïîäñòðàèâàåòñÿ ïîä îñîáåííîñòè
êýøà êîíêðåòíîãî ïðîöåññîðà.

Åñëè ðàáî÷èå ìàññèâû íå ïîìåùàþòñÿ â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü, òî âî âñåõ
èçâåñòíûõ àâòîðó ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ âèðòóàëüíîé ïàìÿòüþ ýôôåêòèâ-
íîñòü àëãîðèòìà ñòàíîâèòñÿ êàòàñòðîôè÷åñêè íèçêîé, ïîñêîëüêó á�îëüøàÿ
÷àñòü âðåìåíè óõîäèò íà îáìåí ñòðàíèö ìåæäó îïåðàòèâíîé ïàìÿòüþ è äèñ-
êîì. Â [Numerical Recipes, 1997] îïèñàíà ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà ÁÏÔ, îïòè-
ìèçèðîâàííàÿ äëÿ ðàáîòû ñ äàííûìè, ðàñïîëîæåííûìè íà âíåøíåì íîñèòåëå.

Ìû îïèñàëè ìîäèôèêàöèþ àëãîðèòìà ÁÏÔ, îðèåíòèðîâàííóþ íà ðàáîòû
ñ âåùåñòâåííûìè äàííûìè, ïîñêîëüêó ýòîò ñëó÷àé î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ
íà ïðàêòèêå. Â [Numerical Recipes, 1997] ìîæíî íàéòè àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì
äëÿ äâóìåðíîãî ÁÏÔ.

6 Öèôðîâûå ôèëüòðû

Ëèíåéíûå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò åäèíñòâåííûé äîñòàòî÷íî øèðîêèé
êëàññ ñèñòåì îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, äîïóñêàþùèõ ïîëíîå àíàëèòè÷åñêîå îïè-
ñàíèå. Ê ñ÷àñòüþ, íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû ëèíåéíûõ ñèñòåì, ìîæíî ñòðîèòü
èíòåðåñíûå è ïîëåçíûå ñèñòåìû îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè
â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ îáû÷íî åùå ñèëüíåå ñóæàþò êëàññ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñèñòåì, ðàáîòàÿ òîëüêî ñ öèôðîâûìè ôèëüòðàìè � ëèíåéíûìè
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ñèñòåìàìè, èíâàðèàíòíûìè ê ñäâèãó. Ïðè èññëåäîâàíèè öèôðîâûõ ôèëüòðîâ
íàèáîëåå àäåêâàòíûìè îêàçûâàþòñÿ ðàçâèòûå íàìè ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû.

Öèôðîâûå ôèëüòðû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû, åñëè íåîáõîäèìî âûäåëèòü
íåêîòîðûå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå íàáëþäàåìîãî ñèãíàëà è çàäåðæàòü
(îòñåÿòü) îñòàëüíûå ÷àñòîòû. Òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü ÷àñòî âîçíèêàåò ïðè îá-
ðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, êîãäà â ñèëó îñîáåííîñòåé àïïàðàòóðû
â íàáëþäàåìûõ äàííûõ ïðèñóòñòâóþò ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå, íå íåñó-
ùèå èíôîðìàöèè î íàáëþäàåìîì ïðîöåññå. Òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðå-
ãèñòðàöèè ñèãíàëà àïïàðàòóðû, ïèòàþùåéñÿ îò áûòîâîé îñâåòèòåëüíîé ñåòè
ïåðåìåííîãî òîêà, â ðåãèñòðèðóåìîì ñèãíàëå áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ÷àñòîòà
ïèòàþùåãî íàïðÿæåíèÿ (50 Ãö äëÿ Åâðîïû è 60 Ãö äëÿ Àìåðèêè) âíå çàâè-
ñèìîñòè îò êà÷åñòâà ýêðàíèðîâàíèÿ è çàçåìëåíèÿ.

6.1 Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ëèíåéíîé ñèñòåìû. Ïóñòü äèñêðåòíûé ñèãíàë xk ïðè
ïðîõîæäåíèè ñèñòåìû F ïðåîáðàçóåòñÿ â äèñêðåòíûé ñèãíàë yk = F [xk]. Åñëè
äëÿ ëþáûõ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ xk, yk è ÷èñåë α, β âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
F [αxk + βyk] = αF [xk] + βF [yk], òî ñèñòåìó F íàçûâàþò ëèíåéíîé.

Ïóñòü òåïåðü xk =
∑

j ajx
(j)
k è L � ëèíåéíàÿ ñèñòåìà. Òîãäà

L[xk] = L

[∑
j

ajx
(j)
k

]
=
∑
j

L
[
ajx

(j)
k

]
=
∑
j

ajL
[
x
(j)
k

]
. (25)

Âûïèñàííîå ðàâåíñòâî íîñèò íàçâàíèå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè.

Åñëè x
(j)
k � áàçèñíûå ñèãíàëû, ò. å. ëþáîé ñèãíàë (èëè ëþáîé èíòåðåñó-

þùèé íàñ ñèãíàë) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
∑

j ajx
(j)
k , è åñëè èçâåñòíû ðå-

àêöèè y
(j)
k = L[x

(j)
k ] ñèñòåìû L íà áàçèñíûå ñèãíàëû, òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

ðåàêöèè ñèñòåìû íà ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë xk =
∑

j ajx
(j)
k ðåøàåòñÿ òðèâè-

àëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè: L[xk] =
∑

j ajy
(j)
k . Âàæåí

ïðàâèëüíûé âûáîð íàáîðà áàçèñíûõ ñèãíàëîâ, íî â ñëó÷àå ëèíåéíûõ ñèñòåì
îòâåò èçâåñòåí � áàçèñ Ôóðüå â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëåí.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé

xk =
∑
n

Xn exp(i2πnf0kτ)

íóæíî çíàòü ðåàêöèþ ëèíåéíîé ñèñòåìû íà ãàðìîíè÷åñêèé âõîäíîé ñèãíàë
L[exp(i2πnf0kτ)]. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Çäåñü ìû ïî-
ëàãàåì, ÷òî ñèãíàë äèñêðåòèçèðîâàí ñ èíòåðâàëîì τ = 1, òàê ÷òî ìàêñèìàëü-
íàÿ ÷àñòîòà, ïðèñóòñòâóþùàÿ â ñïåêòðå ðàâíà fmax = 1/2. Îäíîâðåìåííî
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äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î êîíå÷íîñòè ÷èñëà îòñ÷åòîâ N ñèãíàëà, òàê ÷òî
ìîæíî ðàáîòàòü ñ åãî ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì è ðàçëîæåíèåì â ðÿä
Ôóüå ïðè f0 = 1/N . Èíîãäà ðàáîòàþò òàêæå ñ äèñêðåòíûì ñèãíàëîì, îïðå-
äåëåííûì âî âñåõ òî÷êàõ öåëî÷èñëåííîé ñåòêè. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð X(f)
îêàçûâàåòñÿ çàäàííîé íà âñåé îñè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì 1.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ñèììåòðè÷åñêîãî ñãëàæèâàíèÿ ñèãíàëà ïî 3-
ì òî÷êàì:

yk =
1

3
[xk−1 + xk + xk+1] .

Ýòà ôîðìóëà çàäàåò ïðîñòóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó. Íèæå ìû âåðíåìñÿ ê ýòî-
ìó ïðèìåðó è óáåäèìñÿ íà íåì â ýôôåêòèâíîñòè ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ïðè
èññëåäîâàíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì.

6.2 Èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

Ïîëó÷èì îáùèé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûïîëíÿåìîãî ëèíåéíîé ñèñòåìîé.
Ïóñòü

δk =

{
1, k = 0,

0, k ̸= 0
.

Òîãäà

δk−j =

{
1, k = j,

0, k ̸= j
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ òðèâèàëüíî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî

xk =
∑
j

xjδk−j

è, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè,

L [xk] =
∑
j

xjL [δk−j] .

Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà L íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé ñ ïîñòîÿííûìè ïà-
ðàìåòðàìè (ËÏÏ-ñèñòåìîé), åñëè äëÿ ëþáîãî ñèãíàëà xk è ëþáîãî öåëîãî
j èç ðàâåíñòâà L[xk] = yk ñëåäóåò ðàâåíñòâî L[xk−j] = yk−j. Ëåãêî âûÿñíèòü
ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî îïðåäåëåíèÿ: åñëè ïàðàìåòðû ñèñòåìû ïîñòîÿííû
âî âðåìåíè, òî ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà ñèãíàë xk−j, çàïàçäûâàþùèé íà j åäè-
íèö âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèãíàëîì xk, òàêæå çàïàçäûâàåò íà j åäèíèö
âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ yk. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hk = L[δk] íàçûâàåòñÿ èì-
ïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé (ÈÕ)), èëè èìïóëüñíûì îòêëèêîì25 ëèíåéíîé

25impulse response
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ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èìïóëüñíàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà ìîæåò áûòü ïîëåçíà è èìååò ñìûñë ëèøü â ñëó÷àå ëèíåéíûõ
ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ËÏÏ-
ñèñòåìû è îáîçíà÷àÿ L[xk] ÷åðåç yk, ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

yk =
∑
j

xjhk−j. (26)

Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå ÈÕ ËÏÏ-ñèñòåìû ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü åå ðåàê-
öèþ íà ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë è, ñëåäîâàòåëüíî, ÈÕ ïîëíîñòüþ õàðàêòåðè-
çóåò ËÏÏ-ñèñòåìó. Ðàâåíñòâî (26) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì óðàâíåíèåì ËÏÏ-
ñèñòåìû. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè íàçûâàåòñÿ öèôðî-
âûì ôèëüòðîì (ÖÔ)26. Òàêèì îáðàçîì, öèôðîâîé ôèëüòð ìîæåò áûòü çàäàí
ñâîåé ÈÕ. Âñëåäñòâèå (26) çàäàíèå ÈÕ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå îáùèì ñïîñîáîì
îïèñàíèÿ ÖÔ.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ôîðìóëà ñãëàæèâàíèÿ ïî 3-ì òî÷êàì çàäàåò
öèôðîâîé ôèëüòð ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé

hk =


0, k < −1,

1/3, −1 ⩽ k ⩽ 1,

0, 1 < k

.

Ýòîò ôèëüòð íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì 3-òî÷å÷íûì ñãëàæèâàþùèì ôèëü-
òðîì.

ÖÔ ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûì, åñëè hk = 0 ïðè k < 0. ÖÔ íàçûâà-
åòñÿ ôèëüòðîì ñ çàäåðæêîé îòêëèêà l (l ⩾ 0), åñëè hk = 0 ïðè k < −l. Ïóñòü
îòñ÷åòû âõîäíîãî ñèãíàëà ïîñòóïàþò ïîñëåäîâàòåëüíî òàê, ÷òî â ìîìåíò âðå-
ìåíè t èçâåñòíû ëèøü îòñ÷åòû xk ïðè k ⩽ t. Ðåàêöèÿ ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìîé
ñèñòåìû ñ çàäåðæêîé îòêëèêà l â ìîìåíò âðåìåíè t çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò l
áóäóùèõ (k > t) çíà÷åíèé âõîäíîãî ñèãíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå îòêëèê yk ñè-
ñòåìû ìîæåò áûòü îïðåäåëåí óæå â ìîìåíò âðåìåíè k + l. Ñèììåòðè÷åñêèé
3-òî÷å÷íûé ñãëàæèâàþùèé ôèëüòð ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûì ñ çà-
äåðæêîé îòêëèêà l = 1. Ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûé ÖÔ ñ çàäåðæêîé îòêëèêà l
íàçûâàåòñÿ ôèëüòðîì ñ êîíå÷íîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé, èëè ÊÈÕ-
ôèëüòðîì27, åñëè ñóùåñòâóåò m òàêîå, ÷òî hk = 0 ïðè k > m. Â ýòîì ñëó÷àå
÷èñëî l +m+ 1 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ÊÈÕ-ôèëüòðà.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ÊÈÕ-ôèëüòðîâ óðàâíåíèå (26) äàåò ýôôåêòèâíûé ñïî-
ñîá ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ÖÔ ñ çàäàííîé ÈÕ. Ïðîèçâåäÿ â (26) çàìåíó

26digital �lter
27�nite impulse response (FIR)
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èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ (s = k − j), ïîëó÷èì

yk =
∑
j

xk−jhj. (27)

Â ñëó÷àå ÊÈÕ-ôèëüòðà â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ñóììèðîâàíèå îêàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íûì è îíà äàåò èñêîìóþ ðåàëèçàöèþ ÖÔ.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìûñëèìû ÖÔ, èìåþùèå áåñêîíå÷íóþ èìïóëüñíóþ õàðàê-
òåðèñòèêó (ÁÈÕ-ôèëüòðû)28. Èíîãäà ÁÈÕ-ôèëüòðû òàêæå äîïóñêàþò ýô-
ôåêòèâíóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ.
Ïðèìåð. ÖÔ, çàäàííûé ôîðìóëîé

yk =
k∑

j=0

xj,

ÿâëÿåòñÿ ÁÈÕ-ôèëüòðîì, íî äîïóñêàåò ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ:

yk = yk−1 + xk.

Òàêîå çàäàíèå ÖÔ íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì.

6.3 Óñòîé÷èâîñòü öèôðîâûõ ôèëüòðîâ

ÖÔ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî âõîäíîãî
ñèãíàëà åãî îòêëèê òàêæå îãðàíè÷åí. Ñèãíàë xk íàçûâàþò îãðàíè÷åííûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M > 0 òàêàÿ, ÷òî |xk| ⩽ M ïðè âñåõ k.

Òåîðåìà 6.1. ÖÔ ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé hk óñòîé÷èâ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðÿä ∑

j

|hj| (∗)

ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ÖÔ óñòîé÷èâ. Äîêàæåì, ÷òî ðÿä (∗) ñõîäèòñÿ.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ðÿä (∗) ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü

xk =

{
1, h−k ⩾ 0,

−1, h−k < 0
.

Òîãäà

y0 =
∑
j

xjh−j =
∑
j

|hj|

28in�nite impulse response (IIR)
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è âûõîäíîé ñèãíàë yk íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí êîíñòàíòîé.
2. Ïóñòü ðÿä (∗) ñõîäèòñÿ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî âõîäíîãî
ñèãíàëà xk ⩽ M âûõîäíîé ñèãíàë yk òàêæå îãðàíè÷åí. Ýòî óòâåðæäåíèå
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

|yk| =

∣∣∣∣∣∑
j

xjhk−j

∣∣∣∣∣ ⩽∑
j

|xjhk−j| ⩽ M
∑
j

|hj|.

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ëþáîé ÊÈÕ-ôèëüòð óñòîé÷èâ.

6.4 ×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ïðåîáðàçîâàíèè ãàðìîíè÷åñêîãî âõîäíîãî ñèãíàëà
öèôðîâûì ôèëüòðîì. Ïóñòü xk = exp(i2πfk). Òîãäà

yk =
∑
j

hjxk−j =
∑
j

hj exp(i2πf(k−j)) = exp(i2πfk)

(∑
j

hj exp(−i2πfj)

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîõîæäåíèè öèôðîâîãî ôèëüòðà ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë
íå ìåíÿåò ñâîåé ïðèðîäû, íî åãî àìïëèòóäà óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî, çàâèñÿùåå
ëèøü îò ÷àñòîòû ãàðìîíèêè.

×èñëî, íà êîòîðîå óìíîæàåòñÿ àìïëèòóäà ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé f ïðè åå
ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ÖÔ, íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé (×Õ), èëè
ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé29 ôèëüòðà íà ÷àñòîòå f è îáîçíà÷àåòñÿ H(f):

H(f) =
∑
j

hj exp(−i2πfj). (28)

Âñïîìèíàÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî àìïëèòóäà
÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñèãíàëà ñ ÷àñòîòîé f ïðè ïðîõîæäåíèè ñèãíàëîì
öèôðîâîãî ôèëüòðà óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî H(f).

Çàìåòèì, ÷òî èç óðàâíåíèÿ (28) ñðàçó ñëåäóåò ïåðèîäè÷íîñòü ÷àñòîòíîé
õàðàêòåðèñòèêè ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì åäèíèöå:

H(f + 1) = H(f).

Ïîëüçóÿñü ïåðèîäè÷íîñòüþ, ðàçëîæèì ôóíêöèþ H(f) â ðÿä Ôóðüå:

H(f) =
∑
n

Cn exp(i2πnf).

29�lter response function
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Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ (28), ïîëó÷èì hk = C−k, íî

Cn =

∫ 1/2

−1/2

H(f) exp(−i2πnf)df =

∫ 1/2

−1/2

H(f) exp(−i2πnf)df,

îòêóäà

hk =

∫ 1/2

−1/2

H(f) exp(i2πkf)df. (29)

Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, îäíîçíà÷íî çàäàþùàÿ ÖÔ,
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ
(29). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà òàêæå ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåò ôèëüòð è, ñëåäîâàòåëüíî, ÖÔ ìîæåò áûòü çàäàí êàê ïîñðåäñòâîì ÈÕ,
òàê è ÷åðåç ×Õ.

Ôóíêöèÿ A(f) = |H(f)| íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäíîé ÷àñòîòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé ôèëüòðà (À×Õ), à ôóíêöèÿ φ(f) = argH(f) � åãî ôàçîâîé ÷à-
ñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé (Ô×Õ). Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ

H(f) = A(f) exp(iφ(f))

è, ñîîòâåòñòâåííî, ãàðìîíèêà xk = a exp(i2πfk) ïðè ïðîõîæäåíèè ôèëüòðà
ïðåâðàùàåòñÿ â

yk = (A(f)a) exp[i(2πfk + φ(f))].

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðîÿñíÿåò ñìûñë À×Õ ôèëüòðà � çíà÷åíèå À×Õ íà
íåêîòîðîé ÷àñòîòå f ∗ îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ (A(f ∗) < 1) èëè
óñèëåíèÿ (A(f ∗) > 1) ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèãíàëà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ÷àñòîòå f ∗.

Çàäà÷à 6.1. Äëÿ ôèëüòðà

yk =
1

10
(xk−2 + 2xk−1 + 4xk + 2xk+1 + xk+2)

âû÷èñëèòü èìïóëüñíóþ, ÷àñòîòíóþ è àìïëèòóäíóþ ÷àñòîòíóþ õàðàêåòðèñòè-
êó.

Çàäà÷à 6.2. Âû÷èñëèòü àìïëèòóäíóþ ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó äëÿ
ôèëüòðîâ

yk = yk−1 + (xk+1 + xk−1)/2,

yk = yk−1 + (xk+1 − xk−1).

7 Îêîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî è ñãëàæèâàþùå-
ãî îêíà. Èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå íà ñïåêòð îïåðàöèé óìíîæåíèÿ íà ìóëüòèïëè-
êàòèâíîå îêíî è ñâåðòêè ñî ñãëàæèâàþùèì îêíîì. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
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ïîçâîëÿþò îöåíèòü âëèÿíèå íà ñïåêòð ýôôåêòà êîíå÷íîñòè âðåìåíè íàáëþ-
äåíèÿ ñèãíàëà. Àïïàðàò ìóëüòèïëèêàòèâíûõ è ñãëàæèâàþùèõ îêîí ÿâëÿåòñÿ
îäíèì èç íàèáîëåå ìîùíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòîâ â ñïåêòðàëüíîé
îáëàñòè.

7.1 Òåîðåìà î ñâåðòêå

Ñâåðòêîé30 ôóíêöèé x(t) è y(t) (îáîçíà÷àåòñÿ (x◦y)(t)) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ z(t), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

z(t) = (x ◦ y)(t) =
∫ ∞

−∞
x(s)y(t− s)ds.

Çàìåíà ïåðåìåííîé r = t − s ïîçâîëÿåò ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
àíàëîãè÷íîãî ðàâåíñòâà

z(t) = (x ◦ y)(t) =
∫ ∞

−∞
x(t− r)y(r)dr.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàöèÿ ñâåðòêè êîììóòàòèâíà: x ◦ y = y ◦ x.
Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè ôóíêöèé:

Z(f) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x(s)y(t− s)ds exp(−i2πft)dt =

=

∫ ∞

−∞
x(s) exp(−i2πfs)

∫ ∞

−∞
y(t− s) exp[−i2πf(t− s)]dtds =

=

∫ ∞

−∞
x(s) exp(−i2πfs)Y (f)ds = X(f)Y (f).

Òàêèì îáðàçîì, ñâåðòêå âî âðåìåííîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèå
ñïåêòðîâ. Ïðèâëåêàÿ òåîðåìó äâîéñòâåííîñòè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè
ñâåðòêå ñïåêòðîâ â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè âî âðåìåííîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò
óìíîæåíèå ñèãíàëîâ, ò. å. åñëè Z(f) = X(f) ◦ Y (f), òî z(t) = x(t)y(t). Â îïå-
ðàòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

FT[x(t) ◦ y(t)] = X(f)Y (f),

FT−1[X(f) ◦ Y (f)] = x(t)y(t).

30convolution
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7.2 Ìóëüòèïëèêàòèâíûå è ñãëàæèâàþùèå îêíà

Ñìûñë îïåðàöèè ñâåðòêè ïðîùå âñåãî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, âûáðàâ â êà-
÷åñòâå îäíîé èç ñâîðà÷èâàåìûõ ôóíêöèé ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ âèäà

yτ(t) =

{
1, |t| ⩽ τ/2

0, |t| > τ/2
.

Â ýòîì ñëó÷àå

zτ(t) = (x ◦ yτ)(t) =
∫ ∞

−∞
x(t− s)yτ(s)ds =

∫ τ/2

−τ/2

x(t− s)ds.

Òàêèì îáðàçîì, ñâåðòêà zτ(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ñãëàæèâàíèÿ èñ-
õîäíîãî ñèãíàëà x(t), ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ñèãíàëà zτ(t) â êàæäîé òî÷êå ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ñèãíàëà x(t) íà èíòåðâàëå
(t− τ/2, t+ τ/2).

Â ñëó÷àå êîãäà ñãëàæèâàþùåå îêíî èìååò áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó, îíî èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, îñóùåñòâëÿþùàÿ âçâåøåííîå óñðåäíå-
íèå çíà÷åíèé èñõîäíîãî ñèãíàëà. Îáû÷íî â êà÷åñòâå îêíà w(t) âûáèðàåòñÿ
ëîêàëèçîâàííàÿ âáëèçè íóëÿ ôóíêöèÿ èëè äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùàÿ
ôóíêöèÿ, êîòîðóþ íà ïðàêòèêå ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëèçîâàííîé. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ñâåðòêè ñ îêíîì â òî÷êå t ïðîèçâîäèòñÿ âçâå-
øåííîå óñðåäíåíèå çíà÷åíèé ñèãíàëà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò ñèòóàöèþ, õàðàêòåðíóþ äëÿ ñâåð-
òûâàþùèõ îêîí. Õîòÿ â òåîðåìó î ñâåðòêå îáå ôóíêöèè âõîäÿò ñèììåòðè÷-
íî, íà ïðàêòèêå òåîðåìà î ñâåðòêå îáû÷íî ïðèìåíÿòåñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà
ôóíêöèè, ó÷àñòâóþùèå â ñâåðòêå, èìåþò ðàçíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Îäíó
èç ó÷àñòâóþùèõ â ñâåðòêå ôóíêöèé (íàïðèìåð, y(t)) îáû÷íî íàçûâàþò ñãëà-
æèâàþùèì îêíîì31. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ê ñèãíàëó x(t) ïðèìåíåíà
îïåðàöèÿ ñâåðòêè ñî ñãëàæèâàþùèì îêíîì y(t) èëè ÷òî ñèãíàë x(t) ñãëàæåí
îêíîì y(t)32.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ñâåðòêå, ïðè ñãëàæèâàíèè ñèãíàëà îêíîì
â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå ñïåêòðà ñèãíàëà íà ñïåêòð
ñãëàæèâàþùåãî îêíà. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ñãëàæèâàþùåãî îêíà íàçûâàåò-
ñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì îêíîì â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Âû÷èñëèì ñïåêòð
ñãëàæèâàþùåãî îêíà yτ(t):

Yτ(f) =

∫ τ/2

−τ/2

exp(−i2πft)dt =
sin(πfτ)

πf
= τ sinc(πfτ).

31window
32signal windowing
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Åñëè îïåðàöèÿ ñâåðòêè ïðèìåíÿåòñÿ â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè, òî ãîâîðÿò,
÷òî ñãëàæèâàíèå ïðîèñõîäèò â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè èëè ÷òî ñïåêòð ñãëàæè-
âàåòñÿ îêíîì. Ïðè ñãëàæèâàíèè ñïåêòðà âî âðåìåííîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò
óìíîæåíèå ñèãíàëà íà ìóëüòèïëèêàòèâíîå îêíî, ñïåêòð êîòîðîãî ñîâïàäàåò
ñî ñãëàæèâàþùèì îêíîì â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè.

7.3 Ýôôåêòû êîíå÷íîñòè âðåìåíè íàáëþäåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíûå ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî
âðåìÿ íàáëþäåíèÿ ñèãíàëà êîíå÷íî. Èñõîäíûé ñèãíàë x(t), îïðåäåëåííûé
âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, ìû íàáëþäàåì íà ïðîìåæóòêå 0 ⩽ t ⩽ T , íàçûâà-
åìîì èíòåðâàëîì íàáëþäåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî íàáëþäåíèÿ ìû ïîëó÷èì
ñèãíàë xT (t), ñîâïàäàþùèé ñ èñõîäíûì ñèãíàëîì x(t) íà èíòåðâàëå íàáëþäå-
íèÿ. Ïîñêîëüêó èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ ñèãíàëà âíå èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ
îòñóòñòâóåò, ïîëîæèì, ÷òî xT (t) = 0 ïðè t < 0 è t > T .

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îêîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé îãðàíè÷åííîñòü âðåìåíè íàáëþ-
äåíèÿ ýêâèâàëåíòíà óìíîæåíèþ èñõîäíîãî ñèãíàëà íà ìóëüòèïëèêàòèâíîå îê-
íî âèäà

wT (t) =

{
1, 0 ⩽ t ⩽ T

0, else
.

Òàêèì îáðàçîì, xT (t) = x(t)wT (t). Â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ñèãíàëà íà ìóëü-
òèïëèêàòèâíîå îêíî wT (t) â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò ñâåðòêà ñïåê-
òðà X(f) ñèãíàëà ñî ñïåêòðîì WT (f) îêíà wT (t):

XT (f) = (X ◦WT )(f).

Âû÷èñëèì ñïåêòð îêíà wT (t):

WT (f) =

∫ T

0

exp(−i2πft)dt =
sin(πfT )

πf
exp(−iπfT ) = T sinc(πfT ) exp(−iπfT ).

Ñïåêòð WT (f) â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíÿåò ðîëü ñãëàæèâàþùåãî îêíà.
Ïðè T → ∞ îêíî WT (f) ïðåâðàùàåòñÿ â äåëüòà-ôóíêöèþ Äèðàêà, ñâåðò-

êà ñ êîòîðîé íå èçìåíÿåò èñõîäíóþ ôóíêöèþ. Ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ âðå-
ìåíè íàáëþäåíèÿ T ïðîèñõîäèò ñâåðòêà ñ îêíîì WT (f), êîòîðîå òåì ëó÷øå
ëîêàëèçîâàíî, ÷åì áîëüøåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò T . Âîîáùå ãîâîðÿ, æåëàòåëü-
íî, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå îãðàíè÷åíèÿ âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ñïåêòð ìåíÿëñÿ êàê
ìîæíî ìåíüøå. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñãëàæèâàþùåå îêíî ñëåäóåò âûáèðàòü
âûñîêèì è óçêèì, íî òàêîìó ñãëàæèâàþùåìó îêíó ñîîòâåòñòâóåò øèðîêîå
ìóëüòèïëèêàòèâíîå îêíî âî âðåìåííîé îáëàñòè, è âðåìÿ íàáëþäåíèÿ T ñòà-
íîâèòñÿ áîëüøèì. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìàëûõ T ñãëàæèâàþùåå îêíî îêàçû-
âàåòñÿ øèðîêèì è ñèëüíî èñêàæàåò ñèãíàë ïðè ñâåðòêå.
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Ðèñ. 3. Ñãëàæèâàþùåå îêíî |WT (f)| ïðè T = 10

Èòàê, â ðåçóëüòàòå îãðàíè÷åíèÿ âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ñèãíàëà ïðîèñõî-
äèò ñãëàæèâàíèå ñïåêòðà îêíîì WT (f). ßñíî, ÷òî íà àìïëèòóäíûé ñïåêòð
âîçäåéñòâóåò ìîäóëü îêíà WT (f). Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíà ôóíêöèÿ |WT (f)|.
×àñòü ãðàôèêà ñãëàæèâàþùåãî îêíà, ðàñïîëîæåííàÿ âáëèçè íóëÿ (ìåæäó
äâóìÿ íàèìåíüøèìè ïî ìîäóëþ íóëÿìè ôóíêöèè WT (f)), íàçûâàåòñÿ îñíîâ-
íûì ëåïåñòêîì îêíà. Îñíîâíîé ëåïåñòîê îêíà îñóùåñòâëÿåò ñãëàæèâàíèå
ñïåêòðà çà ñ÷åò óñðåäíåíèÿ çíà÷åíèé ñîñåäíèõ ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòîâ. Øè-
ðèíà îñíîâíîãî ëåïåñòêà îïðåäåëÿåò ïîëîñó ÷àñòîò, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò
ñãëàæèâàíèå ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòîâ.

Ïóëüñàöèè ôóíêöèè |WT (f)| ïî îáå ñòîðîíû îò îñíîâíîãî ëåïåñòêà íà-
çûâàþò áîêîâûìè ëåïåñòêàìè. Áîêîâûå ëåïåñòêè ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé ò. í.
ýôôåêòà ïðîñà÷èâàíèÿ33, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî êàæäàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ ¾çàãðÿçíÿåòñÿ¿ ñîñåäíèìè ñîñòàâëÿþùèìè. Ïðîñà÷èâàíèå ïðèâîäèò
ê ñóùåñòâåííîìó èñêàæåíèþ ñïåêòðà, îñîáåííî â ñëó÷àå óçêîïîëîñíîãî èëè
ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîöåññà. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñà÷èâàíèå ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ïî-
ÿâëåíèå â ñïåêòðå ëîæíûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ (îáû÷íî ãîâîðÿò
î ¾çàäèðàíèè¿ âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåêòðà).

7.4 Îêíî Õàííà

Âûñîêèå áîêîâûå ëåïåñòêè ñãëàæèâàþùåãî îêíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðÿ-
ìîóãîëüíîìó ìóëüòèïëèêàòèâíîìó îêíó, îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî îêíî âî âðå-
ìåííîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé ôóíêöèåé. Ìîäóëü ñïåêòðà ðàçðûâíîé
ôóíêöèè óáûâàåò ëèíåéíî ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû. Äëÿ îñëàáëåíèÿ áîêîâûõ
ëåïåñòêîâ ñëåäóåò ñäåëàòü îêíî íåïðåðûâíûì, à åùå ëó÷øå ãëàäêèì. Îáû÷íî
ïðè çàäàííîì T ñòàðàþòñÿ òàê âûáðàòü ôîðìó îêíàWT (f), ÷òîáû ìèíèìèçè-

33leakage
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ðîâàòü àìïëèòóäó áîêîâûõ ëåïåñòêîâ, ÷àñòî æåðòâóÿ ïðè ýòîì óçîñòüþ îêíà
è ðàñøèðÿÿ îñíîâíîé ëåïåñòîê. Íà ïðàêòèêå â êà÷åñòâå óäîâëåòâîðèòåëüíîãî
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî îêíà wT ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðàêòè÷åñêè ïðîèçâîëü-
íóþ íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì â íóëå
è óáûâàþùóþ äî íóëÿ ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà äî T .

Ïðÿìîóãîëüíîå âðåìåííîå îêíî êàæåòñÿ íàì åñòåñòâåííûì òîëüêî ïî ïðè-
âû÷êå. Èñïîëüçîâàíèå ãëàäêèõ âðåìåííûõ îêîí îáåñïå÷èâàåò ïîñòåïåííûé
âõîä ñèãíàëà â èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ è âûõîä èç íåå. Ôàêòè÷åñêè ïîäîáíûì
ïðèåìîì ïîëüçóþòñÿ äèäæåè, êîãäà ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàþò ãðîìêîñòü îä-
íîãî èç êàíàëîâ ìèêøåðà ïðè ïåðåõîäå îò ðå÷è ê ìóçûêå.

Íàèáîëüøåé ïîïóëÿðíîñòüþ ïîëüçóåòñÿ îêíî Õàííà34:

gT (t) =
1

2

(
1− cos

2πt

T

)
, 0 ⩽ t ⩽ T.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f1 = 1/T è ïåðåïèøåì ýòó ôîðìóëó â âèäå, ïðèãîäíîì
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè:

gT (t) = (1/2)[1− cos(2πf1t)]wT (t).

Çàìå÷àÿ, ÷òî

cos(2πf1t) = (1/2)[exp(i2πf1t) + exp(−i2πf1t)]

è èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñâåðòêå, ìû ìîæåì ñðàçó âûïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ñïåê-
òðà îêíà Õàííà:

GT (f) = [(1/2)δ(f)− (1/4)δ(f − f1)− (1/4)δ(f + f1)] ◦WT (f).

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ðåçóëüòàò ñâåðòêè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå:

GT (f) = (1/2)WT (f)− (1/4)WT (f − f1)− (1/4)WT (f + f1).

Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåí ãðàôèê ôóíêöèè |GT (f)| ïðè T = 10. Ëåãêî çà-
ìåòèòü, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ T îñíîâíîé ëåïåñòîê îêíà Õàííà âäâîå øèðå,
÷åì â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà, íî áîêîâûå ëåïåñòêè èìåþò çíà÷èòåëüíî
ìåíüøóþ àìïëèòóäó.

7.5 Òåîðåìà î ëîêàëèçàöèè ñèãíàëà è ñïåêòðà

Àïïàðàò îêîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ
òåîðåìó î íåâîçìîæíîñòè îäíîâðåìåííî ëîêàëèçîâàòü ñèãíàë è åãî ñïåêòð.
Íèæå ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà è ïðèâåäåíî ðàññóæäåíèå, äåìîíñòðèðóþùåå
îñíîâíóþ èäåþ åå äîêàçàòåëüñòâà. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò ïðèâëå-
÷åíèÿ áîëåå òîíêîé àíàëèòè÷åñêîé òåõíèêè è âûõîäèò çà ðàìêè êíèãè.

34Hann window
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Ðèñ. 4. Ñãëàæèâàþùåå îêíî |GT (f)| ïðè T = 10

Òåîðåìà 7.1. Îòëè÷íûé îò íóëÿ ëîêàëèçîâàííûé ñèãíàë èìååò ñïåêòð
ñ íåîãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì. Îáðàòíî, òîëüêî ñèãíàë ñ íåîãðàíè÷åííûì
íîñèòåëåì ìîæåò èìåòü ëîêàëèçîâàííûé ñïåêòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî ñèãíàë x(t) ëîêà-
ëèçîâàí íà îòðåçêå [−T/2, T/2]. Òîãäà ñèãíàë x(t) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ìóëüòèïëèêàòèâíîå îêíî wT (t):

xT (t) = x(t),

ãäå xT (t) = x(t)wT (t), ïîñêîëüêó âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå wT (t) = 0 âûïîëíåíî ðà-
âåíñòâî x(t) = 0. Íî â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîå îêíî wT (t) ñîîòâåòñòâóåò ñâåðòêà ñî ñãëàæèâàþùèì îêíîì âèäà
WT (f) = T sinc(πfT ):

XT (f) = (X ◦WT )(f).

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

XT (f) = X(f),

ñëåäîâàòåëüíî,
(X ◦WT )(f) = X(f).

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ëîêàëèçîâàííîãî ñèãíàëà èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ñâåðòêè ñ ôóíêöèåé WT (f).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïåêòð ëîêàëèçîâàííîãî ñèãíàëà ñàì îêàçàëñÿ ëîêàëè-
çîâàííûì. Íî äëÿ ëþáîé ëîêàëèçîâàííîé ôóíêöèè X(f) ñâåðòêà (X ◦WT )(f)
îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñ íåîãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì35. Ñëåäîâàòåëüíî ñïåêòð

35Ýòî � ïî÷òè î÷åâèäíîå, íî äîâîëüíî òîíêîå óòâåðæäåíèå, ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî äàëåêî
âûõîäèò çà ðàìêè êíèãè. ×èòàòåëü ñ õîðîøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé ìîæåò ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü
ýòî óòâåðæäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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ëîêàëèçîâàííîãî ñèãíàëà íå ìîæåò áûòü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè ñâåðòêè ñ ôóíêöèåéWT (f). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ïåðâîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåí-
íî àíàëîãè÷íî.

7.6 Òåîðåìà î äèñêðåòíîé öèêëè÷åñêîé ñâåðòêå

Òåîðåìà î äèñêðåòíîé öèêëè÷åñêîé ñâåðòêå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîä
îêîí ïðèìåíèòåëüíî ê ÄÏÔ.

Äèñêðåòíîé öèêëè÷åñêîé ñâåðòêîé âðåìåíí�ûõ ðÿäîâ {xk}N−1
k=0 è {yk}N−1

k=0

íàçûâàåòñÿ âðåìåíí�îé ðÿä zk, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

zk =
1

N

N−1∑
j=0

xjyk−j.

Â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk è yk ñ÷èòàþòñÿ N -
ïåðèîäè÷åñêèìè. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñâåðòêà êîììóòàòèâíà, ò. å. ÷òî

zk =
1

N

N−1∑
j=0

xjyk−j =
1

N

N−1∑
j=0

xk−jyj.

Âû÷èñëèì äèñêðåòíóþ öèêëè÷åñêóþ ñâåðòêó zk âðåìåíí�ûõ ðÿäîâ xk è yk,
ïðåäñòàâëåííûõ ñâîèìè äèñêðåòíûìè ñïåêòðàìè Xn è Yn:

zk =
1

N

N−1∑
j=0

xjyk−j =
1

N

N−1∑
j=0

N−1∑
n=0

XnW
jn
N

N−1∑
m=0

YmW
(k−j)m
N =

=
N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

XnYmW
km
N

1

N

N−1∑
j=0

W
j(n−m)
N =

N−1∑
m=0

XmYmW
km
N ,

îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð Zn öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè zk
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Zn = XnYn.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàöèþ ñâåðòêè â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Ñâåðòêà
ñïåêòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

Zn =
1

N

N−1∑
j=0

XjYn−j =
1

N

N−1∑
j=0

Xn−jYj.
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Â ýòîì ñëó÷àå èìååì:

Zn =
1

N

N−1∑
j=0

XjYn−j =
1

N

N−1∑
j=0

N−1∑
p=0

xpW
−pj
N

N−1∑
q=0

yqW
−q(n−j)
N =

=
N−1∑
p=0

N−1∑
q=0

xpyqW
−qn
N

1

N

N−1∑
j=0

W
−j(p−q)
N =

N−1∑
p=0

xpyqW
−pn
N ,

îòêóäà
zk = xkyk.

7.7 Ñâåðòêà â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè

Ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � îäíà èç íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíûõ îïå-
ðàöèé â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ. Ñâåðòêà îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
ôèëüòðàöèÿ ñèãíàëà: îäíà èç ñâîðà÷èâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäñòàâ-
ëÿåò ÈÕ hk ôèëüòðà, äðóãàÿ æå � îáðàáàòûâàåìûé ñèãíàë xk.

Ïóñòü ÈÕ hk ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ ïðè −L1 ⩽ k ⩽ L2 è L =
L1 + L2 + 1 � ïîðÿäîê ôèëüòðà. Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà L1 = L2

è L = 2L2 + 1, à äëÿ àñèììåòðè÷íîãî L1 = 0 è L = L2 + 1. Ïóñòü èñõîäíûé
ñèãíàë xk îïðåäåëåí ïðè 0 ⩽ k ⩽ N − 1. Îáû÷íî äëèíà âðåìåííîãî ðÿäà
N çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò äëèíó èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè L. Ðåçóëüòàò
ôèëüòðàöèè yk îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

yk =

L2∑
j=−L1

hjxk−j (∗)

ïðè 0 ⩽ k ⩽ N − 1. Çäåñü ìû òåðÿåì íåñêîëüêî íåíóëåâûõ çíà÷åíèé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè yk ïðè k < 0 è ïðè k > N − 1. Îáû÷íî ýòî íå ïðèâîäèò
ê ïðîáëåìàì, ïîñêîëüêó åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè èìå-
åò òó æå äëèíó, ÷òî è ôèëüòðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (∗) ñâÿçàíà ñ ïåðåõî-
äîì â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü. Ïðè ýòîì îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ñòàíîâèòñÿ
òåîðåìà î äèñêðåòíîé öèêëè÷åñêîé ñâåðòêå. Ïóñòü ĥk è x̂k �N -ïåðèîäè÷åñêèå
ïðîäîëæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hk è xk ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

Ŷn = ĤnX̂n.

Ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ŷk îêàæåòñÿ ðåçóëüòàòîì öèêëè÷åñêîé ñâåðò-
êè N -ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ĥk è x̂k. Â ðåçóëüòàòå áóäåò íàáëþ-
äàòüñÿ ýôôåêò çàòÿãèâàíèÿ: íà ãðàíèöàõ îáëàñòè çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ŷk åå îòñ÷åòû áóäóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò yk. Äëÿ áîðüáû ñ çàòÿãèâàíèåì

70



äîñòàòî÷íî äîîïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk íóëÿìè ñïðàâà íà îòðåçîê,
äëèíà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàèáîëüøèì èç ÷èñåë L1 è L2. Ïðè ýòîì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ĥk è x̂k ñòàíîâÿòñÿ N ′-ïåðèîäè÷åñêèìè, ãäå

N ′ = N +max(L1, L2).

Îòìåòèì, ÷òî N ′-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hk íà îò-
ðåçîê [0, N ′ − 1] îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k 0 . . . L2 L2 + 1 . . . N ′ − L1 − 1 N ′ − L1 . . . N ′ − 1

ĥk h0 . . . hL2
0 . . . 0 h−L1

. . . h−1

Ðåàëèçàöèÿ äèñêðåòíîé öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè îêà-
çûâàåòñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíîé: ïåðåõîä â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîøüþ àëãîðèòìà ÁÏÔ, â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ïðîèçâîäèòñÿ
ïî÷ëåííîå ïåðåìíîæåíèå îòñ÷åòîâ ñïåêòðîâ, çàòåì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà îá-
ðàòíîãî ÁÏÔ ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä âî âðåìåíí�óþ îáëàñòü. Ïðè èñïîëüçîâà-
íèè àëãîðèòìà ÁÏÔ îáùåå ÷èñëî óìíîæåíèé óìåíüøàåòñÿ äî O(N logN)
ïî ñðàâíåíèþ ñ N2 ïðè ïðÿìîì âû÷èñëåíèè ñâåðòêè. Ïîñêîëüêó ïåðåõîä
â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÁÏÔ, òî íåîáõîäèìî åùå
äîïîëíèòü èñõîäíûé ñèãíàë íóëÿìè òàê, ÷òîáû åãî äëèíà ñòàëà öåëîé ñòåïå-
íüþ äâîéêè.

7.8 Ñåêöèîíèðîâàíèå ñâåðòêè

Ïðè ôèëüòðàöèè äëèíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xk è hk ñóùåñòâåííî ðàçëè÷-
íû � îáðàáàòûâàåìûé ñèãíàë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñêîëü óãîäíî äëèí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òîãäà êàê èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èìååò ôèê-
ñèðîâàííóþ è, êàê ïðàâèëî, íåáîëüøóþ äëèíó. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó,
àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé öèêëè÷åñêóþ ñâåðòêó â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè, ïðåä-
ïîëàãàåò, ÷òî ñâîðà÷èâàåìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.
Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîñòîèò â äîîïðåäåëåíèè ÈÕ íóëÿìè òàê, ÷òîáû åå äëèíà
ôîðìàëüíî ñîâïàëà ñ äëèíîé ôèëüòðóåìîãî ñèãíàëà (èìååòñÿ â âèäó äëè-
íà ôèëüòðóåìîãî ñèãíàëà âìåñòå ñ äîáàâëåííûìè íóëÿìè). Åñëè èìïóëüñíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà èìååò íåíóëåâûå îòñ÷åòû ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èí-
äåêñà, òî ïîñëå äîïîëíåíèÿ åå íóëÿìè ñëåäóåò äîîïðåäåëèòü ïîëó÷åííóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïî ïåðèîäè÷íîñòè íà îòðåçîê çàäàíèÿ ñèãíàëà. Ïðè ýòîì
îòñ÷åòû ÈÕ, ñîîòâåòñòâóþùèå îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì èíäåêñà, îêàæóòñÿ
ðàñïîëîæåííûìè ó ïðàâîé ãðàíèöû ìàññèâà îòñ÷åòîâ.

Îïèñàííàÿ âûøå ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè îáëàäàåò ñóùåñòâåííûì íåäî-
ñòàòêîì: ïðè âûïîëíåíèè ñâåðòêè ñèãíàëà, ïðåäñòàâëåííîãî áîëüøèì êîëè÷å-
ñòâîì îòñ÷åòîâ, ñ îòíîñèòåëüíî êîðîòêîé ÈÕ îíà ïðèâîäèò ê áîëüøèì è áåñ-
ïîëåçíûì ðàñõîäàì ïàìÿòè. Ñâåðòêó âðåìåííîãî ðÿäà ïðîèçâîëüíîé äëèíû
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ñ îòíîñèòåëüíî êîðîòêîé ÈÕ ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåò îïèñàííûé íèæå àëãî-
ðèòì ñåêöèîíèðîâàíèÿ ñâåðòêè.

Ïóñòü çàäàíà L-òî÷å÷íàÿ ÈÕ hk è ôèëüòðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk.
Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk êàäð x̄k äëèíû N > L è âû÷èñëèì ñâåðò-
êó

yk =
N−1∑
j=0

h̄jx̄k−j,

ãäå h̄k � ðåçóëüòàò äîïîëíåíèÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè hk ñïðàâà N −
L íóëÿìè. Âû÷èñëèì ñïåêòðû Xn è Hn ïîëó÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
è ñïåêòð

Yn = HnXn.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñïåêòðà Yn âî âðåìåíí�óþ îáëàñòü äàñò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ŷk, äëÿ êîòîðîé

ŷk =
N−1∑
j=0

ĥjx̂k−j,

ãäå ĥk è x̂k � ïåðèîäè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé h̄k è x̄k ñî-
îòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ŷk ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ŷk =
k∑

j=0

ĥjx̂k−j +
N−1∑
j=k+1

ĥjx̂k−j.

Ïðè k ⩾ L âòîðàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ĥj = 0 ïðè j ⩾ L è

ŷk =
k∑

j=0

ĥjx̂k−j =
N−1∑
j=0

h̄jx̄k−j.

8 Ñèíòåç öèôðîâûõ ôèëüòðîâ

Â ðàçäåëå îïèñàíû ìåòîäû ñèíòåçà öèôðîâûõ ôèëüòðîâ ñ íàïåðåä çàäàí-
íûìè ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ðàññìîòðåí âîïðîñ î ïåðåõîäå îò ÁÈÕ-
ôèëüòðà ê ÊÈÕ-ôèëüòðó ñ çàäàííîé äëèíîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè.
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8.1 Îñíîâíûå ôîðìóëû

Ôèëüòð ìîæåò áûòü çàäàí êàê èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé hj, òàê è ÷à-
ñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé H(f). Ýòè ôîðìû çàäàíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

H(f) =
∑
j

hj exp(−i2πfj), (30)

hk =

∫ 1/2

−1/2

H(f) exp(i2πkf)df. (31)

Åñëè

H(f) = A(f) exp(iφ(f)), (32)

òî ãàðìîíèêà xk = a exp(i2πfk) ïðè ïðîõîæäåíèè ôèëüòðà ïðåâðàùàåòñÿ
â ãàðìîíèêó

yk = (A(f)a) exp[i(2πfk + φ(f))]. (33)

8.2 Çàäàíèå À×Õ ôèëüòðà

Â îáùåì ñëó÷àå îòñóòñòâóþò ýìïèðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
íåïîñðåäñòâåííî çàäàâàòü èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó ÖÔ. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, çàïèñàííàÿ â âèäå (32), èìååò ïðîñòîé ôèçè-
÷åñêèé ñìûñë. Çíà÷åíèå àìïëèòóäíîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè A(f) åñòü
êîýôôèöèåíò, íà êîòîðûé óìíîæàåòñÿ àìïëèòóäà ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé f
ïðè ïðîõîæäåíèè ôèëüòðà (ñì. (33)).

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë À×Õ ÖÔ èñïîëüçóåòñÿ ïðè çàäàíèè ÖÔ èç ýìïèðè÷å-
ñêèõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè çàäà÷ó îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
â òåðìèíàõ ôèëüòðàöèè (íåïðîïóñêàíèÿ, îòñåèâàíèÿ) îòäåëüíûõ ñïåêòðàëü-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèãíàëà, òî îíà ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ÖÔ ñ çàäàííîé
À×Õ. Â êà÷åñòâå öåëåâîé À×Õ îáû÷íî âûáèðàþò (ïî ñìûñëó çàäà÷è) íåêîòî-
ðóþ ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ 0 è 1. Îòðåçêè, íà êîòî-
ðûõ À×Õ ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå, íàçûâàþò ïîëîñàìè ïðîïóñêàíèÿ.
Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, ñâîäÿùèåñÿ ê ïîñòðîåíèþ ÖÔ ñ À×Õ îä-
íîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå òèïîâ. Ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò (ÔÍ×)36 èìååò
ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ [0, f ∗]. Ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ÔÍ× ñâîäÿòñÿ çàäà÷è ñãëà-
æèâàíèÿ äàííûõ è ôèëüòðàöèè øóìîâ. Ôèëüòð âûñîêèõ ÷àñòîò (ÔÂ×)37

èìååò ïîëîñó ïðîïóñêàíèÿ [f ∗, 1/2]. Ó ïîëîñîâîãî ôèëüòðà38 ïîëîñà ïðîïóñ-
êàíèÿ � [f ∗, f ∗∗], ó ðåæåêòîðíîãî39 � [0, f ∗] è [f ∗∗, 1/2].

36low-pass �lter
37high-pass �lter
38band-pass �lter
39notch �lter
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Ñäåëàåì âàæíîå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé çàìå÷àíèå. Çàäàâàÿ äèñ-
êðåòèçàöèþ ãàðìîíèêè x(t) = exp(i2πft) â âèäå xk = exp(i2πfk), ìû ôàê-
òè÷åñêè ñ÷èòàåì, ÷òî xk = x(kτ) = x(k) è ÷òî τ = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò
î áåçðàçìåðíîì âðåìåíè è, ñîîòâåòñòâåííî, áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ãàðìîíèêè
ìîæåò âûáèðàòüñÿ èç äèàïàçîíà [0, 1/2]. Â îáùåì ñëó÷àå èíòåðâàë äèñêðåòè-
çàöèè τ îïðåäåëÿåò äèàïàçîí ÷àñòîò [0, 1/2τ ], ïðèñóòñòâóþùèõ â äèñêðåòíîì
ñèãíàëå. Ôèëüòðû îáû÷íî ðàññ÷èòûâàþò, ðàáîòàÿ ñ áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòîé.
Ïåðåõîä ê ðàçìåðíîé ÷àñòîòå fτ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

fτ = f/τ.

Íàïðèìåð, åñëè ïðè èçìåðåíèè ñèãíàëà ðåãèñòðèðóåòñÿ 10 îòñ÷åòîâ â ñåêóí-
äó, òî τ = 0.1 ñ è fmax = 5 Ãö. Åñëè íóæíî ðàññ÷èòàòü ïîëîñîâîé ôèëüòð,
ïðîïóñêàþùèé ÷àñòîòû èç äèàïàçîíà [1, 4] Ãö, òî â áåçðàçìåðíûõ ÷àñòîòàõ
ìû ïîëó÷àåì èíòåðâàë ïðîïóñêàíèÿ [0.1, 0.4].

8.3 Óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè

Îáû÷íî âõîäíîé ñèãíàë ôèëüòðà ïîëàãàþò âåùåñòâåííûì è æåëàþò ïî-
ëó÷èòü íà âûõîäå ôèëüòðà òàêæå âåùåñòâåííûé ñèãíàë. Óñëîâèå âåùåñòâåí-
íîñòè îòêëèêà ôèëüòðà íà ëþáîé âåùåñòâåííûé ñèãíàë ýêâèâàëåíòíî âå-
ùåñòâåííîñòè èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ÖÔ. Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íîå
óñëîâèå â òåðìèíàõ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Âåùåñòâåííîñòü ÈÕ hk ýêâè-
âàëåíòíà óñëîâèþ h∗

k = hk. Òîãäà

H(f)∗ =
(∑

hj exp(−i2πfj)
)∗

=
∑

hj exp(i2πfj) = H(−f)

è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè H(f)∗ = H(−f), òî

h∗
k =

∫ 1/2

−1/2

H(f)∗ exp(−i2πkf)df =

∫ 1/2

−1/2

H(−f) exp(−i2πkf)df = hk.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè ÖÔ ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ H(−f) =
H(f)∗. Â òåðìèíàõ À×Õ è Ô×Õ óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè ÖÔ ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî À×Õ � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à Ô×Õ � íå÷åòíàÿ:

A(−f) = A(f),

φ(−f) = −φ(f).

Ïîýòîìó À×Õ òðàäèöèîííî çàäàþò íà îòðåçêå [0, 1/2] ñ ïîäðàçóìåâàåìûì
ïðîäîëæåíèåì íà îòðåçîê [−1/2, 1/2] ïî ÷åòíîñòè.
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8.4 Çàäàíèå Ô×Õ ôèëüòðà

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü íåêîòîðûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà Ô×Õ ôèëü-
òðà. Ïåðåïèøåì ôîðìóëó (33) â ñëåäóþùåì âèäå:

yk = [A(f)a] exp

[
i2πf

(
k +

φ(f)

2πf

)]
.

Ïóñòü òåïåðü φ(f) = −α2πf (ýòî íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òàê ÷òî óñëîâèå âåùå-
ñòâåííîñòè âûïîëíåíî). Òîãäà

yk = [A(f)a] exp[i2πf(k − α)].

Òàêèì îáðàçîì, åñëè Ô×Õ � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòîòû, òî ôèëüòð èìå-
åò îäèíàêîâóþ çàäåðæêó äëÿ âñåõ ãàðìîíèê è íå èñêàæàåò ôîðìó ñèãíàëà
ñî ñïåêòðîì, ðàñïîëîæåííûì â ïîëîñå ïðîïóñêàíèÿ. Òàêèå ôèëüòðû íàçûâà-
þò ôèëüòðàìè ñ ëèíåéíîé ôàçîé.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ÊÈÕ-ôèëüòðîâ íåëüçÿ âûáèðàòü â êà÷åñòâå α
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ìû äîëæíû ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

H(f) =
∑

hj exp(−i2πfj) = A(f) exp(iφ(f)) = A(f) exp(−i2πfα),

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

A(f) cos 2πfα =
∑

hj cos 2πfj,

A(f) sin 2πfα =
∑

hj sin 2πfj.

Ïóñòü ñíà÷àëà α = 0. Òîãäà èìååì

A(f) =
∑

hj cos 2πfj,

0 =
∑

hj sin 2πfj

è èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîëó÷àåì h−j = hj. Ýòîò ñëó÷àé
ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîìó ôèëüòðó. Âîîáùå, ñèììåòðè÷íûå ôèëüòðû âñå-
ãäà âåùåñòâåííû è îáëàäàþò ëèøü îäíèì íåäîñòàòêîì � ïðè çàäàííîì ïî-
ðÿäêå, ðàâíîì 2n+1, îíè èìåþò çàäåðæêó îòêëèêà, ðàâíóþ n. Ñèììåòðè÷íûå
ôèëüòðû íàçûâàþò òàêæå ôèëüòðàìè ñ íóëåâîé ôàçîé.

Ñðåäè íåñèììåòðè÷íûõ ôèëüòðîâ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäèí
êðàéíèé ñëó÷àé � ñëó÷àé íóëåâîé çàäåðæêè îòêëèêà: hj = 0 ïðè j < 0 (òàêîé
ôèëüòð èíîãäà íàçûâàþò àñèììåòðè÷íûì). Åñëè íóæíî ñäåëàòü çàäåðæêó
îòêëèêà íóëåâîé, òî óæå ÿñíî, ÷òî ìû ïîëó÷èì íåíóëåâîå α (åäèíñòâåííûé
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òàêîé ôèëüòð ñ α = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåèíòåðåñíîìó ñëó÷àþ h0 ̸= 0, hj = 0
ïðè âñåõ j ̸= 0). Ïîäñòàâèâ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû â ïåðâîå, ïîëó÷èì∑

hj cos 2πfj sin 2πfα =
∑

hj sin 2πfj cos 2πfα

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ∑
hj sin [2πf(α− j)] = 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ÷èñëå ÷ëåíîâ, ðàâíîì n, äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ
ñëåäóåò âûáðàòü

α = (n− 1)/2,

hj = hn−j−1,

ãäå n � ïîðÿäîê ôèëüòðà. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ãàðìîíèêè ïðè ïðîõîæäåíèè
ôèëüòðà ñäâèãàþòñÿ âïðàâî íà α, ñëåäîâàòåëüíî, íà ñòîëüêî æå çàäåðæèâà-
åòñÿ ïî âðåìåíè è ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë. Òàêèì îáðàçîì, ôèëüòð ñ íóëåâîé
çàäåðæêîé îòêëèêà èìååò íåíóëåâóþ çàäåðæêó ñèãíàëà, ðàâíóþ α. Àñèì-
ìåòðè÷íûé ôèëüòð íå÷åòíîãî ïîðÿäêà n = 2m + 1 äàåò çàäåðæêó ñèãíàëà
α = (n−1)/2 = m, ÷òî ñîâïàäàåò ñ çàäåðæêîé îòêëèêà ñèììåòðè÷íîãî ôèëü-
òðà òîãî æå ïîðÿäêà.

8.5 Ñèììåòðè÷íûå ôèëüòðû

Ïðè ðàñ÷åòå ñèììåòðè÷íîãî âåùåñòâåííîãî ÊÈÕ-ôèëüòðà â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü èç ýìïèðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé çàäàþò À×Õ íà îòðåçêå [0, 1/2] è ôèêñè-
ðóþò ïîðÿäîê ôèëüòðà n = 2m+1. Ïîñêîëüêó Ô×Õ ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà
íóëåâàÿ, åãî ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà H(f) ñîâïàäàåò ñ À×Õ A(f). Ó÷èòû-
âàÿ ñèììåòðè÷íîñòü À×Õ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

hk =

∫ 1/2

−1/2

A(f) exp(i2πkf)df = 2

∫ 1/2

0

A(f) cos(2πkf)df.

Åñëè çàäàííàÿ À×Õ èìååò ïðîñòîé âèä (÷òî èìååò ìåñòî â ñëó÷àÿõ ÔÍ×,
ÔÂ×, ïîëîñîâîãî è ðåæåêòîðíîãî ôèëüòðîâ), òî ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü ÈÕ â ÿâíîì âèäå.

Ïîëó÷àåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÈÕ èäåàëüíîãî
ÁÈÕ-ôèëüòðà, îáëàäàþùåãî çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè. Îäíîâðåìåííî ÷èñëà
hk ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðÿäà Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè H(f). Ýòî ñîîáðàæå-
íèå ïîêàçûâàåò, ÷òî |hk| óáûâàåò ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè k. Âñïîìèíàÿ, ÷òî
÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñ-
ëå ïðèáëèæåíèåì èñõîäíîé ôóíêöèè H(f) ïðè çàäàííîì ÷èñëå ÷ëåíîâ ðÿäà
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Ðèñ. 5. ×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÔÍ× (ñëó÷àé îáðåçàíèÿ ÈÕ)

(ò. å. ïðè çàäàííîì ïîðÿäêå ôèëüòðà), ìû ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü òðèâèàëüíî
ïåðåéòè ê ÊÈÕ-ôèëüòðó ïóòåì îáðåçàíèÿ ðÿäà Ôóðüå. Ïðè îáðåçàíèè ðÿäà
Ôóðüå ìû çàìåíÿåì ïîëó÷åííóþ áåñêîíå÷íóþ èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó hk

íà èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó h̄k êîíå÷íîé äëèíû, ñîîòâåòñòâóþùóþ ÊÈÕ-
ôèëüòðó:

h̄k =

{
hk |k| ⩽ m,

0 |k| > m
.

Ïðèìåð. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü ñèììåòðè÷íûé ÔÍ× 31-ãî ïîðÿäêà
ñ ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ [0, 1/4].

Âû÷èñëèì èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó hk èäåàëüíîãî ÁÈÕ-ôèëüòðà ñ çà-
äàííîé ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ:

hk = 2

∫ 1/4

0

cos(2πkf)df =
sin(πk/2)

πk
.

Ïåðåõîä ê ÊÈÕ-ôèëüòðó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïðîñòîãî îáðåçàíèÿ èìïóëüñ-
íîé õàðàêòåðèñòèêè:

h̄k =

{
hk |k| ⩽ 15,

0 |k| > 15
.

Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíà àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîëó÷åííîãî
ïîñëå îáðåçàíèÿ ÊÈÕ-ôèëüòðà. Ëåãêî çàìåòèòü îòíîñèòåëüíî ñèëüíûå êîëå-
áàíèÿ, êîòîðûå ïðåòåðïåâàåò À×Õ âáëèçè òî÷êè ðàçðûâà.

8.6 Àñèììåòðè÷íûå ôèëüòðû

Ïóñòü çàäàíà àìïëèòóäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà A(f) ôèëüòðà. Ôàçîâàÿ ÷à-
ñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà àñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé φ(f) =
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−α2πf , ãäå α = (n− 1)/2. Ïîëíàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà èìååò
âèä:

H(f) = A(f) exp(−i2παf).

Âû÷èñëèì èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó:

hk =

∫ 1/2

−1/2

A(f) exp[i2π(k − α)f ]df = 2

∫ 1/2

0

A(f) cos[2π(k − α)f ]df.

Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ïîðÿäêà n = 2m+ 1 èìååì α = (n− 1)/2 = m è

hk = 2

∫ 1/2

0

A(f) cos[2π(k −m)f ]df.

Ïóñòü h′
k � èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà ñ àìïëèòóä-

íîé õàðàêòåðèñòèêîé A(f):

h′
k = 2

∫ 1/2

0

A(f) cos[2πkf ]df.

Òîãäà
hk = h′(k −m).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê âûâîäó î ïîëíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñèììåòðè÷-
íîãî è àñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðîâ ðàâíîãî íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Íà ïðàêòèêå
ïî÷òè âñåãäà èñïîëüçóþò àñèììåòðè÷íûå ôèëüòðû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Èì-
ïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà òàêîãî ôèëüòðà ïîëó÷àåòñÿ ôîðìàëüíûì ñäâèãîì
èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà ñ òàêîé æå àìïëèòóä-
íîé õàðàêòåðèñòèêîé.
Ïðèìåð. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü àñèììåòðè÷íûé ÔÍ× 31-ãî ïîðÿä-
êà ñ ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ [0, 1/4].

Âñïîìèíàÿ ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå äëÿ ñèììåòðè÷-
íîãî ôèëüòðà ñ òàêîé æå À×Õ, ïîëó÷èì

hk =
sin[π(k − 15)/2]

π(k − 15)

ïðè 0 ⩽ k ⩽ 30.

8.7 Ñèíòåç ìåòîäîì ÷àñòîòíîé âûáîðêè

Äëÿ ôèëüòðîâ ñ ïðîñòîé À×Õ óäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü ÿâíîå âû-
ðàæåíèå äëÿ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè. Â îáùåì æå ñëó÷àå ïîëó÷èòü ÿâíîå
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âûðàæåíèå äëÿ ÈÕ íå óäàåòñÿ è ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé íèæå
ìåòîä ÷àñòîòíîé âûáîðêè.

Ïóñòü äëÿ ñèíòåçèðóåìîãî ôèëüòðà çàäàíà ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
H(f) íà îòðåçêå [−1/2, 1/2]. Äîîïðåäåëèì ×Õ íà îòðåçîê [0, 1] ïî ïåðèîäè÷-
íîñòè:

H ′(f) =

{
H(f) 0 ⩽ f ⩽ 1/2

H(f − 1) 1/2 < f ⩽ 1
.

Âûáåðåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå öåëîå ÷èñëî N è äèñêðåòèçèðóåì ïîëó÷åííóþ
×Õ ïðè èíòåðâàëå äèñêðåòèçàöèè ∆f = 1/N :

H ′
n = H ′(n∆f) =

N−1∑
k=0

hk exp(−i(2π/N)kn).

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé ÄÏÔ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hn:

H ′
n =

N−1∑
k=0

hkW
−kn
N = N ·ÄÏÔ[hk].

Èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ÄÏÔ, ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü ïåðèîäè÷åñêîå
ïðîäîëæåíèå h′

k èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè hk:

h′
k =

1

N

N−1∑
n=0

H ′
nW

−kn
N =

1

N
ÄÏÔ−1[H ′

n].

Ïðè ñèíòåçå ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà ïîðÿäêà n = 2m + 1 â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè h′

k ïåðâûå m + 1 îòñ÷åòîâ äàþò èñêîìóþ ÈÕ ïðè íåîòðèöàòåëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà. Îòñ÷åòû ÈÕ ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà
ðàñïîëîæåíû ó ïðàâîãî êðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h′

k, íî èõ ëåãêî ïîëó÷èòü
è íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðè÷íîñòè ôèëüòðà. Àñèììåòðè÷-
íûé ôèëüòð íå÷åòíîãî ïîðÿäêà n = 2m + 1 ïîëó÷àåòñÿ ñäâèãîì èìïóëüñíîé
õàðàêòåðèñòèêè ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà âïðàâî íà m îòñ÷åòîâ.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà ÷àñòîòíîé âûáîðêè îáû÷íî âìåñòî
ïåðèîäè÷åñêîãî äîîïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè íà îòðåçîê [0, 1]
èñïîëüçóþò ñäâèã ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè âïðàâî íà 1/2:

Ĥ(f) = H(f − 1/2).

Ïåðåõîä âî âðåìåííóþ îáëàñòü îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÄÏÔ:

ĥk =
1

N
ÄÏÔ−1[Ĥn].
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Ïðè ýòîì ïåðèîäè÷åñêàÿ ÈÕ h′
k ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ĥk ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

h′
k = (−1)kĥk.

Îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ìåòîä ÷àñòîòíîé âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè ïðè-
áëèæåííûì ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (31). ßñíî, ÷òî ìåòîä ÷àñòîòíîé
âûáîðêè ãàðàíòèðóåò ðàâåíñòâî ×Õ ñèíòåçèðîâàííîãî ôèëüòðà çàäàííîé ×Õ
â òî÷êàõ n∆f = n/N , íî íåò âîçìîæíîñòè óïðàâëÿòü çíà÷åíèÿìè ×Õ â ïðî-
ìåæóòêàõ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè, ãäå ×Õ ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò çàäàí-
íîé. Ïàðàìåòð N îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû èì-
ïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè, è íå ñâÿçàí íåïîñðåäñòâåííî ñ äëèíîé ÈÕ ñèíòåçè-
ðóåìîãî ôèëüòðà � åãî ñëåäóåò âûáèðàòü ïî âîçìîæíîñòè áîëüøèì. Îáû÷íî
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà N âûáèðàþò â 4�8 ðàç áîëüøèì, ÷åì ïîðÿäîê ñèíòåçèðó-
åìîãî ôèëüòðà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì ÁÏÔ.
Ïðè ýòîì âûáðàííîå ÷èñëî N ñëåäóåò îêðóãëèòü ââåðõ äî áëèæàéøåé ñòåïåíè
äâîéêè40.

Çàäà÷à 8.1. Íàéòè èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà
5-ãî ïîðÿäêà, åñëè H(0) = H(1/4) = 1, H(1/2) = 0.

Çàäà÷à 8.2. Ôèëüòðû A ñ ÈÕ [1, 1, 4̂, 1, 1] è B ñ ÈÕ [−1, 2̂,−1] âêëþ-
÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî. Âû÷èñëèòü èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîëó÷åííîãî
ôèëüòðà.

Çàäà÷à 8.3. Ôèëüòð C îáðàçîâàí èç ïîñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷åííûõ ôèëü-
òðîâ A è B. Äëÿ ôèëüòðîâ A è C çàäàíû èìïóëüñíûå õàðàêòåðèñòèêè:

A [1, 2, 4̂, 2, 1],

C [−1, 0,−1, 4̂,−1, 0,−1]

(ãàëî÷êîé îòìå÷åí ýëåìåíò h0 èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè).

1. Âû÷èñëèòü ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ôèëüòðà B.

2. Íàéòè èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó ôèëüòðà B.

8.8 ßâëåíèå Ãèááñà

Êîýôôèöèåíòû èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè öèôðîâîãî ôèëüòðà ïî ñóòè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïðè
ïðîñòîì îáðåçàíèè ÈÕ ôàêòè÷åñêè ïðîèñõîäèò çàìåíà ÷àñòîòíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà Ôóðüå. Ìû ðàññìîòðèì ýôôåêòû, âîçíèêàþ-
ùèå ïðè îáðåçàíèè ðÿäà Ôóðüå â îáùåé ñèòóàöèè.

40Çäåñü íèêîãäà íå èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà äîïîëíåíèÿ íóëÿìè! (ïî÷åìó?)
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Ðèñ. 6. ßâëåíèå Ãèááñà (ñëó÷àé 10 è 15 ãàðìîíèê)

Ðàçëîæèì â ðÿä Ôóðüå ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ âèäà:

x(t) =

{
1 0 ⩽ t < 1,

0 1 ⩽ t < 2.
(34)

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè x(t):

Ck =
1

2

∫ 1

0

exp(−iπks)ds =
sinπk/2

πk
exp(−iπk/2).

Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíû ãðàôèêè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàçëîæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíî-
ãî èìïóëüñà â ðÿä Ôóðüå. Íà ýòîì ðèñóíêå ëåãêî çàìåòèòü ÿâëåíèå Ãèááñà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà óäåðæèâàåìûõ â ðàçëîæåíèè ÷ëåíîâ
ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ÷àñòè÷íîé ñóììû îò ôóíêöèè x(t) íå óáûâàåò41.
Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç xmax è xmin çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìó-
ìà è ìèíèìóìà ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïðè óìåíüøåíèè t îò 1/2 äî 0,
òî xmax ≈ 1.09 = 1 + 0.09 (îøèáêà ïîðÿäêà 9%) è xmin ≈ 0.95 = 1 − 0.05
(îøèáêà ïîðÿäêà 5%).

Ïîÿâëåíèå íàáëþäàåìûõ â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ïóëüñàöèé ÷àñòè÷íûõ
ñóìì ðÿäà Ôóðüå íàçûâàåòñÿ ÿâëåíèåì Ãèááñà è ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îá-
ðåçàíèÿ íåðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (îïåðàöèÿ ïåðåõîäà îò ðÿäà Ôóðüå

41Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ. Åñëè áû ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå óáûâàëî ê íóëþ, òî
ðÿä ñõîäèëñÿ áû ðàâíîìåðíî, íî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ x(t) áûëà áû íåïðåðûâíîé êàê ñóììà ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Âîîáùå íåðàâíîìåðíîñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ê ôóíêöèè,
èìåþùåé ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, ðåàëèçóåòñÿ îáû÷íî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå íå
óáûâàåò, íî äëèíà ó÷àñòêà îñè àáñöèññ, íà êîòîðîì îòêëîíåíèå áîëüøå íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà, óáûâàåò
ê íóëþ.
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ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ ê êîíå÷íûì ÷àñòè÷íûì ñóììàì íàçûâàåòñÿ
îáðåçàíèåì ðÿäà). Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ äëÿ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ
â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèáîëåå îáùèì, ïîñêîëüêó äëÿ ÔÍ×, ÔÂ×, ïîëîñîâîãî
è ðåæåêòîðíîãî ôèëüòðîâ íà ãðàíèöå ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ è íåïðîïóñêàíèÿ
íàáëþäàþòñÿ â òî÷íîñòè òàêèå æå ïóëüñàöèè.

Çàäà÷à 8.4. Íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðàç-
ëîæåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà â ðÿä Ôóðüå. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè, àíàëî-
ãè÷íûå 6, èëëþñòðèðóþùèå ÿâëåíèå Ãèááñà.

8.9 Òåîðåìà î öèêëè÷åñêîé ñâåðòêå

Ïîäõîäÿùèì èíñòðóìåíòîì ïðè èçó÷åíèè ïðèðîäû ÿâëåíèÿ Ãèááñà ÿâëÿ-
åòñÿ òåîðåìà î öèêëè÷åñêîé ñâåðòêå äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå
î ñâåðòêå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.

Ïóñòü ôóíêöèè x(t) è y(t) ïåðèîäè÷åñêèå ñ îäèíàêîâûì ïåðèîäîì T . Îïðå-
äåëèì èõ öèêëè÷åñêóþ ñâåðòêó z(t) = (x ◦ y)(t) ðàâåíñòâîì

z(t) = (x ◦ y)(t) = 1

T

∫ T/2

−T/2

x(s)y(t− s)ds =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(t− s)y(s)ds.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííîé. Òàêèì îáðàçîì, x◦y =
y ◦ x è îïåðàöèÿ öèêëè÷åñêîé ñâåðòêè êîììóòàòèâíà.

Ïóñòü ôóíêöèÿì x(t), y(t) è z(t) ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå íàáîðû êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå Xn, Yn è Zn ñîîòâåòñòâåííî è z(t) = (x ◦ y)(t). Âû÷èñëèì
ñïåêòð Zn:

Zn =
1

T

∫ T/2

−T/2

1

T

∫ T/2

−T/2

x(s)y(t− s)ds exp(−i2πnf0t)dt =

=
1

T

∫ T/2

−T/2

x(s) exp(−i2πnf0s)

(
1

T

∫ T/2

−T/2

y(t− s) exp(−i2πnf0(t− s))dt

)
ds.

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = t− s:

Zn =
1

T

∫ T/2

−T/2

x(s) exp(−i2πnf0s)

(
1

T

∫ T/2−s

−T/2−s

y(x) exp(−i2πnf0x)dx

)
ds.

Íî èíòåãðàë

1

T

∫ T/2−s

−T/2−s

y(x) exp(−i2πnf0x)dx,
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âñëåäñòâèå T -ïåðèîäè÷íîñòè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, íå çàâèñèò îò s
è ðàâåí Yn. Ïîýòîìó

Zn = Yn
1

T

∫ T/2

−T/2

x(s) exp(−i2πnf0s)ds = YnXn.

8.10 Ñïåêòðàëüíàÿ ìîäåëü îáðåçàíèÿ ðÿäà Ôóðüå

Ïóñòü äëÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t) âûïèñàíî ðàçëîæåíèå â ðÿä
Ôóðüå:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnf0t).

Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå îáðåçàíèÿ ÷àñòè÷íóþ ñóììó:

xN(t) =
N∑

n=−N

Cn exp(i2πnf0t).

Ôóíêöèÿ xN(t) ñàìà ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà
â ðÿä Ôóðüå:

xN(t) =
∞∑

n=−∞
C̄n exp(i2πnf0t).

Èç åäèíñòâåííîñòè ðÿäà Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî C̄n = DN(n)Cn, ãäå

DN(n) =

{
1, |n| ⩽ N,

0, |n| > N
.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò ñóììû ðÿäà Ôóðüå ê åãî ÷àñòè÷íîé ñóììå
â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ýêâèâàëåíòåí óìíîæåíèþ ñïåêòðà íà ïðÿìîóãîëüíîå
îêíî DN(n). Èç òåîðåìû î öèêëè÷åñêîé ñâåðòêå ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
xN(t) = dN(t) ◦ x(t). Ñëåäîâàòåëüíî, îáðåçàíèå ðÿäà Ôóðüå âî âðåìåíí�îé
îáëàñòè ýêâèâàëåíòíî ñâåðòêå èñõîäíîé ôóíêöèè x(t) ñ îêíîì dN(t). Íàéäåì
ôóíêöèþ dN(t):

dN(t) =
N∑

n=−N

exp(i2πnf0t) =

= exp(−i2πNf0t)
1− exp(i2π(2N + 1)f0t)

1− exp(i2πf0t)
=

sin π(2N + 1)f0t

sin πf0t
.
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Ðèñ. 7. Ñâåðòûâàþùåå îêíî dN(t) ïðè N = 10

Ãðàôèê ôóíêöèè dN(t) ïðè N = 10 è f0 = 1/2 ïîêàçàí íà ðèñóíêå 7. Ñâåðòêà
ñèãíàëà x(t) ñ ôóíêöèåé dN(t) ïðèâîäèò ê ÿâëåíèþ, ñõîäíîìó ñî ñïåêòðàëü-
íûì ïðîñà÷èâàíèåì, êîãäà èñõîäíûé ñèãíàë ¾ðàçìàçûâàåòñÿ¿ è êàæäûé åãî
îòñ÷åò ¾çàãðÿçíÿåòñÿ¿ ñîñåäíèìè îòñ÷åòàìè. Íàèáîëåå îò÷åòëèâî òàêîå èñêà-
æåíèå ñèãíàëà ïðîÿâëÿåòñÿ âáëèçè òî÷åê ðàçðûâà êóñî÷íî ïîñòîÿííîãî ñèã-
íàëà, ãäå ðåçóëüòàò ñâåðòêè ïðîñòî ïîâòîðÿåò ôîðìó ñâîðà÷èâàþùåãî îêíà.

Êàê îáû÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü DN(n) íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíûì
îêíîì, à ôóíêöèþ dN(t) � ñîîòâåòñòâóþùèì ñâåðòûâàþùèì îêíîì. ×àñòî
ãîâîðÿò, ÷òî ïðè îáðåçàíèè ðÿäà Ôóðüå ìû íàáëþäàåì ñèãíàë x(t) ÷åðåç ñâåð-
òûâàþùåå îêíî dN(t)

42.
×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå íåïðåðûâíû, ïîýòîìó â îêðåñòíîñòè òî-

÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè x(t) îíè âûãëÿäÿò êàê íåêèé ñãëàæåííûé îêíîì dN(t)
âàðèàíò èñõîäíîé ôóíêöèè. Îêðåñòíîñòü òî÷êè ðàçðûâà, â êîòîðîé çíà÷å-
íèÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì â ðåçóëüòàòå òàêîãî ñãëàæèâàíèÿ ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ
îò çíà÷åíèé èñõîäíîé ôóíêöèè, íàçûâàþò ïåðåõîäíîé ïîëîñîé, èëè îáëàñòüþ
ñðåçà (ïîñëåäíèé òåðìèí ÷àùå èñïîëüçóþò ïðèìåíèòåëüíî ê ÷àñòîòíûì õà-
ðàêòåðèñòèêàì öèôðîâûõ ôèëüòðîâ). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îñíîâíîé ëåïåñòîê
ñãëàæèâàþùåãî îêíà îòâå÷àåò çà îáðàçîâàíèå ïåðåõîäíîé ïîëîñû, à áîêîâûå
ëåïåñòêè ïðèâîäÿò ê ÿâëåíèþ Ãèááñà � îíè ¾çàãðÿçíÿþò¿ êàæäûé îòñ÷åò
ñèãíàëà ñîñåäíèìè.

8.11 Äèñêðåòíîå îêíî Õàííà

Òåïåðü ìû âèäèì, ÷òî îáðåçàíèå ðÿäà Ôóðüå êàæåòñÿ íàì ïðîñòîé è åñòå-
ñòâåííîé îïåðàöèåé òîëüêî ïî ïðèâû÷êå. Ïîëó÷åííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ìîäåëü

42signal windowing
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ýòîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿåò ìîäèôèöèðîâàòü åãî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó-
÷èòü ìèíèìàëüíûå èñêàæåíèÿ ñèãíàëà x(t) ïðè ñâåðòêå. Ìîäèôèêàöèÿ ïðî-
öåññà îáðåçàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè DN(n) (äèñêðåò-
íîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî îêíà) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ dN(t) îáëàäà-
ëà ïî âîçìîæíîñòè óäîâëåòâîðèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè êàê îêíî, ó÷àñòâóþùåå
â ñâåðòêå. Ïðè ýòîì èìåííî äèñêðåòíîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå îêíîDN(n) áóäåò
íåïîñðåäñòâåííî ïðîèçâîäèòü îáðåçàíèå ðÿäà.

Â êà÷åñòâå ïîäõîäÿùåãî äèñêðåòíîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî îêíà ìîæåò
áûòü âûáðàí ðåçóëüòàò äèñêðåòèçàöèè ìîäèôèöèðîâàííîãî îêíà Õàííà:

GN(n) =
1

2

[
1 + cos

πn

N

]
.

Çäåñü ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî ìîäèôèêàöèÿ êîñíóëàñü èñêëþ÷èòåëü-
íî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îêîííîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ñäåëàíà ñèììåòðè÷íîé
îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòüþ ïðîöåññà îáðåçàíèÿ ðÿäà Ôó-
ðüå âåùåñòâåííîé ôóíêöèè, êîãäà ñèììåòðè÷íûå ãàðìîíèêè îñòàâëÿþòñÿ èëè
îòáðàñûâàþòñÿ îäíîâðåìåííî (ïîñêîëüêó íåîáõîäèìî ñîõðàíèòü âåùåñòâåí-
íîñòü ôóíêöèè). Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðîèçâîäèòñÿ âçâåøèâàíèå ñèììåò-
ðè÷íûõ ãàðìîíèê ìóëüòèïëèêàòèâíûì îêíîì � òàêèå ãàðìîíèêè äîëæíû
óìíîæàòüñÿ íà îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè äèñêðåòíîãî îêíà Õàííà äëÿ îáðåçà-
íèÿ ÈÕ ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà ïîðÿäîê ïîëó÷àåìîãî ôèëüòðà ðàâåí n =
2(N−1)+1 = 2N−1. Ïîýòîìó ïðè ñèíòåçå ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà ïîðÿäêà
n = 2m + 1 îáû÷íî èñïîëüçóþò îêíî Õàííà ïðè N = m + 1. Ïðè ñèíòå-
çå àñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà ïîðÿäêà n îáðåçàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

h̄k = Gα+1(k − α)hk,

ãäå α = (n− 1)/2.

Ïîëó÷èì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñâåðòûâàþùåãî îêíà Õàííà. Ôîð-
ìóëó äëÿ GN(n) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

GN(n) =
1

2

[
1 +

1

2
exp(iπnN−1) +

1

2
exp(−iπnN−1)

]
.
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Ðèñ. 8. Ñâåðòûâàþùåå îêíî Õàííà ïðè N = 10

Òîãäà

gN(t) =
N∑

n=−N

GN(n) exp(i2πnf0t) =

=
N∑

n=−N

1

2
exp(i2πnf0t) +

1

4
exp(iπn(2f0t+N−1)) +

1

4
exp(iπn(2f0t−N−1)) =

=
sin πMf0t

2 sin πf0t
+

sinπM(f0t+ α)

4 sin π(f0t+ α)
+

sinπM(f0t− α)

4 sin π(f0t− α)
=

=
1

2

[
dN(t) +

1

2
dN(t+ αf−1

0 ) +
1

2
dN(t− αf−1

0 )

]
,

ãäå α = N−1/2 è M = 2N + 1. Ôóíêöèÿ gN(t) ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì òðåõ
ôóíêöèé dN(t), ñäâèíóòûõ íà âåëè÷èíó, áëèçêóþ ê ðàññòîÿíèþ ìåæäó åå
íóëÿìè. Çà ñ÷åò ýòîãî óáèðàþòñÿ ïóëüñàöèè â áîêîâûõ ëåïåñòêàõ ôóíêöèè
dN(t). Íà ðèñóíêå 8 ïîêàçàí ãðàôèê ñâåðòûâàþùåãî îêíà Õàííà.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñíîâà ïðèìåð ñèíòåçà ñèììåòðè÷íîãî ÊÈÕ-ôèëüòðà
íèçêèõ ÷àñòîò. Âîñïîëüçóåìñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì îêíîì Õàííà ïðè N = 15
äëÿ ïåðåõîäà îò èäåàëüíîãî ÁÈÕ-ôèëüòðà ê ðåàëüíîìó ÊÈÕ-ôèëüòðó:

h̄j = Djhj =
1 + cos(jπ/15)

2
· sin(jπ/2)

jπ
.

Íà ðèñóíêå 9 ïîêàçàíà àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîëó÷åííîãî
ÊÈÕ-ôèëüòðà. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî êîëåáàíèÿ âáëèçè òî÷êè ðàçðûâà ïðàê-
òè÷åñêè ïîëíîñòüþ èñ÷åçëè, íî âäâîå óâåëè÷èëàñü øèðèíà ïåðåõîäíîé çîíû.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè îêíà Õàííà ìû ïîëó÷àåì ôèëüòð
ñ äëèíîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè 2N − 1, ïîñêîëüêó G−N = GN = 0.
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Ðèñ. 9. ×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÔÍ× (îêíî Õàííà)

8.12 Ïðèìåðû ñèíòåçà êëàññè÷åñêèõ ôèëüòðîâ

Ê êëàññè÷åñêèì îòíîñÿòñÿ ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò, ôèëüòð âûñîêèõ ÷à-
ñòîò, ïîëîñîâîé è ðåæåêòîðíûé ôèëüòðû. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì îá-
ùåóïîòðåáèòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ èìïóëüñíûõ õàðàêòåðèñòèê ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èäåàëüíûõ ñèììåòðè÷íûõ ÁÈÕ-ôèëüòðîâ. Èìïóëüñíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
àïïðîêñèìèðóþùåãî ÊÈÕ-ôèëüòðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà óìíîæåíèåì èì-
ïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêè ÁÈÕ-ôèëüòðà íà ìóëüòèïëèêàòèâíîå îêíî. Òðèâè-
àëüíûé ñäâèã ÈÕ ñèììåòðè÷íîãî ôèëüòðà ïðåâðàùàåò åãî â àñèììåòðè÷íûé.

Ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò:

A(f) =

{
1, |f | ⩽ f1,

0, |f | > f1
.

hk = 2

∫ f1

0

cos(2πfk)df =

{
(πk)−1 sin(2πf1k), k ̸= 0

2f1, k = 0
.

Ôèëüòð âûñîêèõ ÷àñòîò:

A(f) =

{
1, |f | ⩾ f1,

0, |f | < f1
.

hk = 2

∫ 1/2

f1

cos(2πfk)df =

{
−(πk)−1 sin(2πf1k), k ̸= 0

1− 2f1, k = 0
.
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Ïîëîñîâîé ôèëüòð:

A(f) =

{
1, f1 ⩽ |f | ⩽ f2,

0, else
.

hk = 2

∫ f2

f1

cos(2πfk)df =

{
(πk)−1[sin(2πf2k)− sin(2πf1k)], k ̸= 0

2(f2 − f1), k = 0
.

Ðåæåêòîðíûé ôèëüòð:

A(f) =

{
0, f1 ⩽ |f | ⩽ f2,

1, else
.

hk = 2

∫ f1

0

cos(2πfk)df + 2

∫ 1/2

f2

cos(2πfk)df =

=

{
−(πk)−1[sin(2πf2k)− sin(2πf1k)], k ̸= 0

1− 2(f2 − f1), k = 0
.

9 Ïðàêòè÷åñêèé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç

Çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà � âûÿâëåíèå è àíàëèç ñïåêòðàëüíîãî ñî-
ñòàâà (ñòðóêòóðû) ñèãíàëà. Ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ
îïèñàííûå ìåòîäû è ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò. Â òî æå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêèé
ñïåêòðàëüíûé àíàëèç íàòóðíûõ ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé èíæåíåðíîé çà-
äà÷åé è äëÿ óñïåøíîãî åå ðåøåíèÿ, êðîìå ôîðìàëüíîãî âëàäåíèÿ òåîðèåé
ñïåêòðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òðåáóþòñÿ òåðïåíèå, îïûò è íåêîòîðàÿ äîëÿ
çäðàâîãî ñìûñëà. Ýòè òðè êîìïîíåíòû â óäà÷íîé ïðîïîðöèè ñîñòàâëÿþò èñ-
êóññòâî ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ. Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïðèçâàí ñóììè-
ðîâàòü ïðèâåäåííûå ñâåäåíèÿ î ñïåêòðàõ è ñëóæèòü ðóêîâîäñòâîì ê ïðàêòè-
÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ àïïàðàòà ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà.

9.1 Ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ

Îñíîâíîé èíñòðóìåíò ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà � äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå (ÄÏÔ). Ïðè âû÷èñëåíèè ÄÏÔ íà ïðàêòèêå âñåãäà ïðèìåíÿåòñÿ àë-
ãîðèòì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ). Ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ ïðè ÁÏÔ
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óæå îáñóæäàëñÿ â ðàçäåëå 5.7. Çäåñü ïðèâåäåíû äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
è îñîáåííîñòè, õàðàêòåðíûå äëÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ñèãíàëîâ.

Ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü îòñ÷åòû ñïåêòðà
Xn ïðè |n| ⩽ N/2, ïîýòîìó ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ, ïîëó÷àþùèéñÿ ïîñëå ÁÏÔ,
îêàçûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå íåóäà÷íûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ñïåêòðàëüíîì
àíàëèçå âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà ìû ïîëó÷àåì ñïåêòð, îáëàäàþùèé ñëåäóþ-
ùèì ñâîéñòâîì:

X−n = X∗
n,

÷òî ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xn äàåò

XN−n = X∗
n.

Ñïåêòð ìîùíîñòè Pn = |Xn|2 âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì, ïðè÷åì óñëîâèå ñèììåòðèè èìååò ñëåäóþùèì âèä:

PN−n = Pn.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà ìîùíîñòü êàæäîé ñïåêòðàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé îêàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ìåæäó îòñ÷åòàìè, ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòîòàì. Îòäåëüíî ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü ÷àñòîòû n = 0 è n = N/2, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íåïàðíûå
ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå. Îòìåòèì, ÷òî

X0 =
1

N

N−1∑
k=0

xk,

XN/2 =
1

N

N−1∑
k=0

(−1)kxk,

ïîýòîìó äëÿ âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà îòñ÷åòû X0 è XN/2 ñïåêòðà îêàçûâàþòñÿ
âåùåñòâåííûìè.

Âìåñòî ñèììåòðè÷íîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè Pn ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò òàê
íàçûâàåìûé îäíîñòîðîííèé ñïåêòð ìîùíîñòè P̄n, îïðåäåëåííûé òîëüêî äëÿ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò:

P̄n =


0 n < 0

Pn n = 0

2Pn 1 ⩽ n ⩽ N/2− 1

Pn n = N/2

.
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Ìîùíîñòü ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ Xn ïðè 1 ⩽ n ⩽
N/2 − 1 ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåíà ìåæäó îòñ÷åòàìè ñ ïî-
ëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòîòàìè. Èñêëþ÷åíèå ñî-
ñòàâëÿþò ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñ íóëåâîé ÷àñòîòîé
(n = 0) è ñ ÷àñòîòîé Íàéêâèñòà (n = N/2).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå âåùåñòâåííîãî ñèãíàëà ôàê-
òè÷åñêè èñïîëüçóþòñÿ îòñ÷åòû ñïåêòðà Xn ïðè 0 ⩽ n ⩽ N/2, ïîýòîìó ïðîöå-
äóðà ñäâèãà íóëÿ ðåäêî ïðèìåíÿåòñÿ â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå.

9.2 Âðåìÿ è ÷àñòîòà

Ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå

Åñëè èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä äëèíû N åñòü ðåçóëüòàò äèñêðåòèçàöèè
àíàëîãîâîãî ñèãíàëà, çàäàííîãî íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ äëèíû T ïðè èí-
òåðâàëå äèñêðåòèçàöèè τ , òî xk = x(kτ) è τ = T/N . Èíòåðâàë ìåæäó îòñ÷å-
òàìè ñïåêòðà ñîñòàâëÿåò â ýòîì ñëó÷àå

∆f =
1

T
=

1

Nτ
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíîå ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå òåì âûøå, ÷åì äëèííåå
èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ.

Ïðè ïðèìåíåíèè ÁÏÔ ê âðåìåííîìó ðÿäó ìû ïîëó÷èìN îòñ÷åòîâ ñïåêòðà
Xn. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðàëüíîìó îòñ÷åòó Xn ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòà

fn = n∆f =
n

T

è ïåðèîä

Tn =
1

fn
=

T

n
.

Ñïåêòðàëüíîìó îòñ÷åòó Xn ñîîòâåòñòâóåò ãàðìîíèêà, ó êî-
òîðîé íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ T óìåùàåòñÿ ðîâíî n ïåðèî-
äîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå ïîñòîÿííî è íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ
÷àñòîòû, ðàçðåøåíèå æå ïî ïåðèîäàì ãàðìîíèê çàâèñèò îò ïåðèîäà è ìàêñè-
ìàëüíî â îáëàñòè êîðîòêèõ ïåðèîäîâ (ò. å. âûñîêèõ ÷àñòîò).
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×àñòîòà Íàéêâèñòà â ñïåêòðå

Ïðè äèñêðåòèçàöèè ñ èíòåðâàëîì äèñêðåòèçàöèè τ â ñèãíàëå ñîõðàíÿþòñÿ
÷àñòîòû âïëîòü äî ÷àñòîòû Íàéêâèñòà (òåîðåìà Íàéêâèñòà î íàëîæåíèè)

f∗ =
1

2τ
.

×àñòîòå Íàéêâèñòà ñîîòâåòñòâóåò îòñ÷åò ñïåêòðà ñ íîìåðîì

n∗ = f∗T =
T

2τ
=

N

2
.

Äèñêðåòíàÿ ãàðìîíèêà ñ ÷àñòîòîé Íàéêâèñòà èìååò âèä

xk = exp(i2πf∗kτ) = exp(iπk) = (−1)k.

Îáû÷íî èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè èñõîäíûõ äàííûõ áûâàåò âûáðàí â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì íåíàëîæåíèÿ ÷àñòîò. Åñëè æå äàííûå ïîäîçðèòåëüíû
íà ïðåäìåò íåïðàâèëüíîãî âûáîðà èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè, òî ñëåäóåò âíè-
ìàòåëüíî ñëåäèòü çà çíà÷åíèÿìè îòñ÷åòà ñïåêòðà ñ èíäåêñîì N/2.

Ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè îòñ÷åò
ñïåêòðà XN/2 âñåãäà íóëåâîé. Îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå îò-
ñ÷åòà XN/2 � âåðíûé ïðèçíàê ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà ìàñêèðîâ-
êè ÷àñòîò.

Ýòîò ðåöåïò íå âñåãäà ðàáîòàåò (ìîæíî ïîëó÷èòü íóëåâîå çíà÷åíèå íà ÷à-
ñòîòå Íàéêâèñòà è ïðè íåâåðíî âûáðàííîì èíòåðâàëå äèñêðåòèçàöèè), íî èíî-
ãäà îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì.

Áåçðàçìåðíîå âðåìÿ è áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà

×àñòî óäîáíî ðàáîòàòü ñ áåçðàçìåðíûìè åäèíèöàìè âðåìåíè è áåçðàçìåð-
íûìè åäèíèöàìè ÷àñòîòû. Áåçðàçìåðíûå åäèíèöû ñîãëàñîâàíû ñ âûáðàííûì
èíòåðâàëîì äèñêðåòèçàöèè.

Ïóñòü çàäàí ñèãíàë x(t) è èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè τ . Ïåðåéäåì ê áåçðàç-
ìåðíîìó âðåìåíè s ïî ôîðìóëå t = sτ . Â áåçðàçìåðíîì âðåìåíè ïîëó÷èì
íîâûé ñèãíàë x̄(s) = x(sτ).

Äèñêðåòèçàöèÿ èñõîäíîãî ñèãíàëà c èíòåðâàëîì äèñêðåòèçàöèè τ ñîîòâåò-
ñòâóåò äèñêðåòèçàöèè ñèãíàëà x̄(s) ïðè èíòåðâàëå äèñêðåòèçàöèè ∆s = 1:

xk = x(kτ) = x̄(k).

Åäèíèöà èçìåðåíèÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè ñîâïàäàåò ñ èíòåðâàëîì äèñêðå-
òèçàöèè ñèãíàëà, ò. å. áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ôàêòè÷åñêè èçìåðÿåòñÿ â îòñ÷åòàõ.
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Åäèíèöåé èçìåðåíèÿ áåçðàçìåðíîãî ïåðèîäà T̄ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë äèñêðå-
òèçàöèè, ò. å. áåçðàçìåðíûé ïåðèîä èçìåðÿåòñÿ â îòñ÷åòàõ:

T = T̄ τ.

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ÷àñòîòû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

f =
1

T
=

1

T̄ τ
=

f̄

τ
,

ãäå f̄ = 1/T̄ � áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà, êîòîðàÿ èçìåðÿåòñÿ â ¾îáðàòíûõ îò-
ñ÷åòàõ¿ (1/f̄ åñòü áåçðàçìåðíûé ïåðèîä â îòñ÷åòàõ).

Ïóñòü âðåìåííîé ðÿä xk èìååò äëèíó N îòñ÷åòîâ. Ðàçðåøåíèå ïî áåçðàç-
ìåðíîé ÷àñòîòå ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå çàâèñèò òîëüêî îò äëèíû âðåìåí-
íîãî ðÿäà:

∆f̄ = ∆fτ =
1

N
.

Ñïåêòðàëüíîìó îòñ÷åòó Xn ñîîòâåòñòâóþò áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà

f̄n = fnτ =
n

N

è áåçðàçìåðíûé ïåðèîä

T̄n =
N

n
.

Áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà Íàéêâèñòà ðàâíà

f̄∗ =
1

2
.

Âûáîð èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè

Ïðè îáðàáîòêå íàòóðíûõ äàííûõ ðåäêî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïðîèçâîëüíî âûáèðàòü èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè. Âðåìåíí�îå ðàçðåøåíèå
îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòÿìè èñïîëüçóåìîé àïïàðàòóðû. Â ñëó÷àå îá-
ðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îáû÷íî èìååòñÿ áîëüøèé ïðîèçâîë â âû-
áîðå èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè.

Â îáùåì ñëó÷àå èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íàèâûñ-
øåé ÷àñòîòû, êîòîðóþ ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå. Ïðè ýòîì âåëè÷èíó
èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè âûáèðàþò â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Íàéêâèñòà,
íî îáû÷íî ñ çàïàñîì â 2�5 ðàç, ò. å.

τ =
α

2fmax
,
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ãäå α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0.5 äî 0.2. Åñëè èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè çàäàí
èçíà÷àëüíî, òî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïî ñïåêòðó ìîæíî áóäåò óâåðåííî
èäåíòèôèöèðîâàòü ëèøü ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñ ÷àñòîòàìè íå âûøå,
÷åì ïîëîâèíà (à ïðè ïåññèìèçìå � 1/5) ÷àñòîòû Íàéêâèñòà.

Èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíóþ íàáëþäà-
åìóþ â ñïåêòðå ÷àñòîòó.

Âûáîð äëèíû èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ

Âòîðûì âîïðîñîì ïðè ïîäãîòîâêå äàííûõ ÿâëÿåòñÿ âûáîð äëèíû îáðàáà-
òûâàåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà. ×èñëî îòñ÷åòîâ âî âðåìåííîì ðÿäå îïðåäåëÿåò
äëèíó èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò ìèíè-
ìàëüíîå äîñòóïíîå ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå. Ïîýòîìó íåîáõîäèìàÿ äëèíà âðå-
ìåííîãî ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ òðåáóåìûì ðàçðåøåíèåì ïî ÷àñòîòå, èëè, ÷òî òî
æå, ÷àñòîòîé ñàìîé íèçêî÷àñòîòíîé èíòåðåñóþùåé íàñ ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé. Ïðåäåëüíîå ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå (à çíà÷èò, è äëèíó âðåìåííîãî
ðÿäà) ñëåäóåò âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòñ÷åò, ñîîòâåòñòâóþùèé ìè-
íèìàëüíîé èíòåðåñóþùåé íàñ ÷àñòîòå, áûë õîðîøî îòäåëåí îò íóëåâîãî îò-
ñ÷åòà. Ïîýòîìó äëèíó âðåìåííîãî ðÿäà îáû÷íî âûáèðàþò ñ çàïàñîì íå ìåíåå
÷åì â 2�5 ðàç, ò. å.

T =
β

∆f
,

ãäå β ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 2 äî 5.
Ïðè îáðàáîòêå íàòóðíûõ äàííûõ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ òàê, ÷òî äëèíà âðå-

ìåííîãî ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ ñàìèì ôàêòîì íàëè÷èÿ äàííûõ è íå ìîæåò áûòü
âûáðàíà ïðîèçâîëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè äàííûõ ìàëî, òî èõ êîëè÷åñòâî
îïðåäåëÿåò ïðåäåëüíîå ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå, êîòîðîå ïðåâçîéòè íå óäàñòñÿ.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â ñïåêòðå áóäóò óâåðåííî èäåíòèôèöèðî-
âàòüñÿ òîëüêî ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñ ïî êðàéíå ìåðå âäâîå áîëüøåé
÷àñòîòîé, ÷åì ôîðìàëüíî âû÷èñëåííîå ïðåäåëüíîå ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå.
Åñëè æå äàííûõ ìíîãî, òî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî æåëàåìîå ðàçðåøåíèå
ïî ÷àñòîòå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü óæå ïðè îáðàáîòêå èõ ìàëîé ÷àñòè. Â ýòîì ñëó-
÷àå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îòñëåäèòü âðåìåííóþ ýâîëþöèþ ñïåêòðàëüíîãî
ñîñòàâà ñèãíàëà ñ ïîìîùüþ ò. í. ñêîëüçÿùåãî ÄÏÔ. Åñëè æå â íàáëþäàåìîì
ñèãíàëå ïðèñóòñòâóþò øóìû è äðóãèå ñëó÷àéíûå ñîñòàâëÿþùèå, òî ñëåäóåò
îáðàòèòüñÿ ê ìåòîäàì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ, êîòîðûå
ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü èçáûòî÷íûå äàííûå äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè îöåí-
êè ñïåêòðà.

×èñëî îòñ÷åòîâ îïðåäåëÿåò ïðåäåëüíîå ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòî-
òå.
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Åäèíèöû èçìåðåíèÿ ÷àñòîòû

Äëÿ èçìåðåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò èñïîëüçóåòñÿ çàèìñòâî-
âàííîå èç ìóçûêè ïîíÿòèå îêòàâû. Îêòàâîé íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë, íà êîòî-
ðîì ïðîèñõîäèò óäâîåíèå ÷àñòîòû. ×àñòîòà 440 Ãö îòëè÷àåòñÿ îò ÷àñòîòû
880 Ãö íà îäíó îêòàâó. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû íà îäíó îêòàâó íà îòðåçêå
äëèíîé â îäèí ïåðèîä ãàðìîíèêè íà÷èíàåò ïîìåùàòüñÿ äâà ïîëíûõ ïåðèîäà.
Èñïîëüçîâàíèå îêòàâ ýêâèâàëåíòíî ïðèìåíåíèþ äëÿ èçìåðåíèÿ ÷àñòîò ëîãà-
ðèôìè÷åñêîé øêàëû (ñ ëîãàðèôìîì ïî îñíîâàíèþ 2). Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêà-
ëà ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì èçìåðåíèÿ
îòíîñèòåëüíûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò43, ïîñêîëüêó îíà îáåñïå÷èâàåò ïîñòîÿííóþ
ñòåïåíü äåòàëèçàöèè âäîëü îñè ÷àñòîò.

9.3 Ïðåäîáðàáîòêà äàííûõ

Ïðè ïðîâåäåíèè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïðîèçâîäèòü
òàê íàçûâàåìóþ ïðåäîáðàáîòêó äàííûõ, ïîçâîëÿþùóþ èçáàâèòüñÿ îò íåêî-
òîðûõ âðåäíûõ ñïåêòðàëüíûõ ýôôåêòîâ.

Èñêëþ÷åíèå ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé

Íóëåâîé îòñ÷åò ñïåêòðà ðàâåí ñðåäíåìó çíà÷åíèþ îòñ÷åòîâ àíàëèçèðóå-
ìîãî ñèãíàëà. Îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå íóëåâîãî îòñ÷åòà ñâèäåòåëüñòâóåò
î ïðèñóòñòâèè â ñèãíàëå ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïðè çàïèñè ñèãíàëà â íà-
òóðíîì ýêñïåðèìåíòå ïðèáîðû âñåãäà íàñòðàèâàþò òàê, ÷òîáû ïî âîçìîæíî-
ñòè óìåíüøèòü ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ (ïðè æåëàíèè åå ìîæíî èçìåðèòü
íåçàâèñèìî). Ïðèñóòñòâèå ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé â íàòóðíûõ äàííûõ ÷à-
ñòî ãîâîðèò î ñäâèãå íóëÿ ó ðåãèñòðèðóþùåé àïïàðàòóðû. Ïîñòîÿííàÿ ñî-
ñòàâëÿþùàÿ íå íåñåò èíôîðìàöèè î ñïåêòðàëüíîì ñîñòàâå ñèãíàëà è äîëæíà
èñêëþ÷àòüñÿ ïåðåä ñïåêòðàëüíûì àíàëèçîì. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ñî-
ñòàâëÿþùåé îò âðåìåííîãî ðÿäà xk ïåðåõîäÿò ê ðÿäó

x̄k = xk −m,

ãäå m � ñðåäíåå çíà÷åíèå îòñ÷åòîâ âðåìåííîãî ðÿäà.
Íåîáõîäèìîñòü èñêëþ÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî

îíà ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü èäåíòèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî íèç-
êî÷àñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, èñêàæàÿ äî íåóçíàâàåìîñòè íèçêî÷àñòîòíóþ
÷àñòü ñïåêòðà. Äåëî â òîì, ÷òî ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ñîîòâåòñòâóåò íó-
ëåâàÿ ÷àñòîòà è îíà ñèëüíî çàäèðàåò çíà÷åíèå íóëåâîãî îòñ÷åòà ñïåêòðà. Ïî-
ñêîëüêó ñïåêòð ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, áîëüøîå çíà÷åíèå

43Íà ñëóõ çâóêè ñ ÷àñòîòàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ íà îêòàâó, âîñïðèíèìàþòñÿ êàê îäèíàêîâûå ïî òîíó, íî
ðàçëè÷íûå ïî âûñîòå.
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íóëåâîãî îòñ÷åòà ïðèâîäèò ê çàäèðàíèþ çíà÷åíèé è ñîñåäíèõ îòñ÷åòîâ (íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò ìãíîâåííî óìåíüøèòü ñâîå çíà÷åíèå). Â ðåçóëüòà-
òå îòíîñèòåëüíî íèçêî÷àñòîòíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðîÿâëÿþòñÿ êàê íåáîëüøèå
ïèêè íà íèñïàäàþùåì ôðîíòå, íà ôîíå êîòîðîãî îíè ÷àñòî íåçàìåòíû.

Ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñëåäóåò âñåãäà èñêëþ÷àòü.

Èñïîëüçîâàíèå îêîí

Ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå èìåþò äåëî ñ âðåìåííûì ðÿäîì, ÿâëÿþùèìñÿ
ðåçóëüòàòîì íàáëþäåíèÿ ñèãíàëà íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ. Êàê
ïîêàçàíî â ðàçäåëå 7.3, êîíå÷íîñòü âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëå-
íèþ ïðîñà÷èâàíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ¾çà-
ãðÿçíÿþòñÿ¿ ñîñåäíèìè îòñ÷åòàìè ñïåêòðà. Ïðîñà÷èâàíèå ñóùåñòâåííî èñ-
êàæàåò ñïåêòðû óçêîïîëîñíûõ ñèãíàëîâ, ïðèâîäÿ ê çàäèðàíèþ èõ âûñîêî-
÷àñòîòíîé ÷àñòè. Ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå âñåãäà ïðèìåíÿåòñÿ âðåìåíí�îå
îêíî, îáåñïå÷èâàþùåå ïîñòåïåííûé ââîä âðåìåííîãî ðÿäà íà èíòåðâàë íà-
áëþäåíèÿ è âûâîä èç íåãî, ÷òî óìåíüøàåò âëèÿíèå ýôôåêòà ïðîñà÷èâàíèÿ44.

Îáû÷íî èñïîëüçóþò äèñêðåòíîå îêíî Õàííà âèäà

gN(k) =
1

2

(
1− cos

2πk

N

)
,

ãäå N � äëèíà âðåìåííîãî ðÿäà. Ðàññìîòðèì âëèÿíèå îêíà Õàííà íà ñïåêòð
âðåìåííîãî ðÿäà. Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yk ïî ïðàâèëó yk = gN(k)xk.
Èç òåîðåìû î äèñêðåòíîé öèêëè÷åñêîé ñâåðòêå ñëåäóåò, ÷òî

Yn =
1

N

N−1∑
j=0

GjXn−j.

Âû÷èñëèì ñïåêòð îêíà Õàííà. Ïîñêîëüêó

gN(k) =
1

2
− 1

4
exp(i(2π/N)k)− 1

4
exp(−i(2π/N)k) =

1

2
− 1

4
W k

N − 1

4
W−k

N ,

òî

Gn =

{
−1/4 |n| = 1

1/2 n = 0
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Yn =
1

4
(−Xn−1 + 2Xn −Xn+1).

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå ñèãíàëà âî âðåìåííîé îáëàñòè íà îêíî Õàííà
ñîîòâåòñòâóåò ñãëàæèâàíèþ ñïåêòðà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè.

44data windowing
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Äîïîëíåíèå íóëÿìè

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ ïðîöåäóðû ÁÏÔ äëèíó ïðå-
îáðàçóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòü ðàâíîé öåëîé ñòåïåíè
äâîéêè. Ýòî óñëîâèå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ èçëèøíå ñòåñíÿþùèì.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÄÏÔ âðåìåííîãî ðÿäà, èìåþùåãî äëèíó, îòëè÷íóþ îò
öåëîé ñòåïåíè äâîéêè, ïðîèçâîäÿò îïåðàöèþ äîïîëíåíèÿ íóëÿìè45. Ïðè ýòîì
ê âðåìåííîìó ðÿäó äîáàâëÿþòñÿ íóëåâûå îòñ÷åòû òàê, ÷òîáû äëèíà ïîëó÷åí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îêàçàëàñü öåëîé ñòåïåíüþ äâîéêè.

Ïðè äîïîëíåíèè íóëÿìè ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ñäâèã íóëÿ äîëæåí âûïîë-
íÿòüñÿ äî äîïîëíåíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà íóëÿìè. Ïðè ýòîì øàã ïî ÷àñòîòå
â ïîëó÷åííîì ñïåêòðå îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé âñåé îáðàáàòûâàåìîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (âêëþ÷àÿ äîáàâëåííûå íóëè).

Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ëåæèò â îñíîâå ïðîñòîãî ìåòîäà ïîâûøåíèÿ ÷àñòîò-
íîãî ðàçðåøåíèÿ ñïåêòðà: óâåëè÷èâàÿ äëèíó âðåìåííîãî ðÿäà çà ñ÷åò äîïîë-
íåíèÿ åãî íóëÿìè, ìîæíî óâåëè÷èòü ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå. Ñëåäóåò îäíàêî
ïîìíèòü, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷àñòîòíîãî ðàçðåøåíèÿ ïóòåì äîïîëíåíèÿ íóëÿìè
íå ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ ðàçðåøåíèÿ äëÿ ìàëûõ ÷àñòîò. Êàê è ðàíüøå, ìè-
íèìàëüíàÿ èäåíòèôèöèðóåìàÿ ïî ñïåêòðó ÷àñòîòà îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü äëè-
íîé èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà (äî äîïîëíåíèÿ íóëÿìè). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
èäåíòèôèêàöèè ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà îòðåçêå
íàáëþäåíèÿ ïîìåùàëñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ïåðèîä ñîîòâåòñòâóþùåé ãàð-
ìîíèêè (íà ïðàêòèêå äëÿ óâåðåííîé èäåíòèôèêàöèè òðåáóåòñÿ 2�5 ïåðèîäîâ).
Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå äîïîëíåíèÿ íóëÿìè â ñïåêòðå ïîÿâëÿþòñÿ ëîæ-
íûå îòñ÷åòû â îáëàñòè ñàìûõ íèçêèõ ÷àñòîò.

9.4 Èíòåðïðåòàöèÿ ñïåêòðà

Ñïåêòð ñèãíàëà ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû,
îáðàçóþùèå ñèãíàë, è óêàçàòü èõ ÷àñòîòû. Äëÿ âèçóàëüíîãî àíàëèçà àìïëè-
òóäíûé ñïåêòð (èëè ñïåêòð ìîùíîñòè) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ãðàôèê
çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû (ñîîòâåòñòâåííî ìîùíîñòè) ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿ-
þùåé îò ÷àñòîòû.

Ïðè èíòåðïðåòàöèè ñïåêòðà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ïàðñåâàëÿ,
ïîçâîëÿþùàÿ èíòåðïðåòèðîâàòü ñïåêòð êàê ãðàôèê ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàð-
íîé ìîùíîñòè ñèãíàëà ïî ÷àñòîòàì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñïåêòð ìîùíîñòè |Xn|2
èñïîëüçóþò ÷àùå, ÷åì àìïëèòóäíûé ñïåêòð |Xn|.

Íà ïðàêòèêå âàæíî ÿñíî ïîíèìàòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýëåìåíòîâ ñïåêòðà,
÷òî òðåáóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîãî îïûòà, íî çàòî ïîçâîëÿåò äåëàòü íåêîòîðûå
âûâîäû î ïðèðîäå èññëåäóåìîãî ñèãíàëà óæå ïðè îäíîì âèçóàëüíîì ðàññìîò-

45zero padding
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Ðèñ. 10. Ñïåêòð ïðè T = 8

Ðèñ. 11. Ñïåêòð ïðè T = 10, ñïðàâà � ñ èñïîëüçîâàíèåì îêíà è ñëåâà � áåç

ðåíèè åãî ñïåêòðà ìîùíîñòåé. Ê ïðèìåðó, ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè-
÷åñêèå ïðîöåññû èìåþò ÿðêî âûðàæåííûé ëèíåé÷àòûé ñïåêòð, â òî âðåìÿ
êàê ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñïëîøíûì ñïåêòðîì, â êîòî-
ðîì îòäåëüíûå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðåäñòàâëåíû îáû÷íî â ðàâíîé
ñòåïåíè.

Õàðàêòåðíûé ñïåêòð

Ýêñïåðòû ÷àñòî èñïîëüçóþò ýìïèðè÷åñêîå ïîíÿòèå ¾÷åòêîãî ìàêñèìóìà¿
ñïåêòðà � ýòî âûñîêèé óçêèé ìàêñèìóì, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèñóòñòâóþùåé
â ñèãíàëå ÷àñòîòå, õîðîøî îòäåëåííûé îò ñîñåäíèõ ìàêñèìóìîâ ïðîìåæóòêà-
ìè ñ ïðàêòè÷åñêè íóëåâîé ìîùíîñòüþ. ¾Õàðàêò�åðíûì¿ íàçûâàþò ñïåêòð, ñî-
ñòîÿùèé èç îäíèõ ÷åòêèõ ìàêñèìóìîâ. Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè ñëåäóåò ñêàçàòü,
÷òî õàðàêòåðíûå ñïåêòðû â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àþòñÿ.
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìàêñèìóìû ñïåêòðà îêàçûâàþòñÿ ðàçìûòûìè (¾øèðî-
êèìè¿), çà÷àñòóþ ìîùíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñ øèðîêèì ìàêñèìó-
ìîì ¾ìàñêèðóåò¿ ñîñåäíèå ñîñòàâëÿþùèå � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàêñèìó-
ìû ñïåêòðà ïðèõîäÿòñÿ íà ôðîíòû áîëåå ìîùíîãî ìàêñèìóìà è îêàçûâàþòñÿ
íà åãî ôîíå åäâà çàìåòíûìè. Óñïåøíûé âèçóàëüíûé àíàëèç ñïåêòðîâ ÿâëÿ-
åòñÿ èñêóññòâîì, òðåáóþùèì íàëè÷èÿ îïûòà.
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Ñïåêòð ãàðìîíèêè

Îòñ÷åòû ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþò áåçðàçìåðíûì ÷àñòîòàì fn = n/N , êîòî-
ðûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî âñåìó äèàïàçîíó ÷àñòîò. Íàïðîòèâ, ïåðèîä
n-ãî ýëåìåíòà ñïåêòðà åñòü Tn = N/n, ïîýòîìó ïåðèîäû ðàñïðåäåëåíû íà îò-
ðåçêå [2, N ] íåðàâíîìåðíî � ïëîòíî â îáëàñòè âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé
è âåñüìà ðåäêî äëÿ íèçêî÷àñòîòíûõ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîé äëèíå
âðåìåííîãî ðÿäà âûñîêî÷àñòîòíûå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ìîãóò áûòü
ëîêàëèçîâàíû ïî ïåðèîäó âåñüìà òî÷íî, íèçêî÷àñòîòíûå æå ëîêàëèçóþòñÿ
ïëîõî è òåì õóæå, ÷åì íèæå èõ ÷àñòîòà. Òàêàÿ íåðàâíîìåðíîñòü � åùå îäíî
ïðîÿâëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè: ïåðèîä ãàðìîíè-
êè ëîêàëèçóåòñÿ òåì ëó÷øå, ÷åì áîëüøå îòíîñèòåëüíîå âðåìÿ íàáëþäåíèÿ
ïî îòíîøåíèþ ê ïåðèîäó ëîêàëèçóåìîé ãàðìîíèêè.

Ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ñèãíàëà ìû èäåíòèôèöèðóåì ñïåêòðàëüíóþ
êîìïîíåíòó ïî ðàñïîëîæåíèþ è âèäó ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ìàêñèìóìà ñïåê-
òðà. Åñëè ïåðèîä ãàðìîíèêè ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì îäíîãî èç ýëåìåíòîâ ñïåê-
òðà, òî ìû ìîæåì íàäåÿòüñÿ íà õàðàêòåðíûé ñïåêòð ñ ÷åòêèì ìàêñèìóìîì.
Åñëè æå ïåðèîä ãàðìîíèêè ðàñïîëîæåí äàëåêî îò ïåðèîäîâ ýëåìåíòîâ ñïåê-
òðà, òî ìîùíîñòü ãàðìîíèêè ðàçìàçûâàåòñÿ ïî ñîñåäíèì ýëåìåíòàì ñïåêòðà.
Èñïîëüçîâàíèå îêíà îñëàáëÿåò ýôôåêò ðàçìàçûâàíèÿ, íî ñàìî îêíî òàêæå
óõóäøàåò ëîêàëèçàöèþ ýëåìåíòîâ ñïåêòðà ïî ÷àñòîòå çà ñ÷åò ñãëàæèâàíèÿ.

Ïðèìåð. Ïóñòü äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà xk = sin(2πT−1k) ïðè 0 ⩽ k <
N âû÷èñëÿåòñÿ àìïëèòóäíûé ñïåêòð An = |Xn| ïðè N = 64. Íà ðèñóíêàõ 10
è 11 (ñëåâà) ïîêàçàí ëèíåé÷àòûé ñïåêòð äëÿ ñëó÷àåâ T = 8 è T = 10, êîòîðûå
ìàëî îòëè÷àþòñÿ ïî ÷àñòîòå. Âèäíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî T = N/8
îáåñïå÷èâàåò êà÷åñòâåííóþ ëîêàëèçàöèþ, âî âòîðîì æå ñëó÷àå íàáëþäàåò-
ñÿ ñèëüíîå ðàçìûòèå ìàêñèìóìà. Íà ðèñóíêå 11 ñïðàâà ïîêàçàí ñïåêòð ïðè
T = 10, íî â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ îêíà Õàííà. Ðàçìàçûâàíèå çäåñü ìåíåå
çàìåòíî, íî ìàêñèìóì ñòàë ìåíåå ÷åòêèì.

Êðàòíûå ãàðìîíèêè

×àñòî ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñèãíàëà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûÿâëåíèÿ õàðàê-
òåðíûõ äëÿ íåãî ïåðèîäè÷íîñòåé. Çäåñü èìåþòñÿ íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, êî-
òîðûå ðàññìîòðåíû íèæå.

Åñëè x(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T , òî åå ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp(i2πnf0t).
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Ðèñ. 12. Ñïåêòð ïðè T = 16 (ñëåâà) è T = 18 (ñïðàâà)

Ðèñ. 13. Ñïåêòð ïðè èñïîëüçîâàíèè îêíà (T = 18)

Ñïåêòð òàêîãî ñèãíàëà èìååò âèä:

X(f) =
∞∑

n=−∞
Cnδ(f − nf0).

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà îêàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì
è ñîäåðæèò ïîìèìî îñíîâíîé ÷àñòîòû f0, ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè kf0.
Ïðèìåð. Ïóñòü äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà xk = [sin(2πT−1k)]5 ïðè 0 ⩽
k < N âû÷èñëÿåòñÿ àìïëèòóäíûé ñïåêòð An = |Xn| ïðè N = 64. Íà ðèñóí-
êàõ 12 ïîêàçàí ëèíåé÷àòûé ñïåêòð äëÿ ñëó÷àåâ T = 16 è T = 18. Â ïåðâîì
ñëó÷àå ÿñíî âèäíû êðàòíûå ãàðìîíèêè, âî âòîðîì æå ñëó÷àå àìïëèòóäà êàæ-
äîé ãàðìîíèêè ðàçìàçûâàåòñÿ ïî ñîñåäíèì ÷àñòîòàì, ÷òî äåëàåò ñïåêòð åùå
áîëåå ñëîæíûì. Íà ðèñóíêå 13 ïîêàçàí ñïåêòð ïðè T = 18, íî â ñëó÷àå èñ-
ïîëüçîâàíèÿ îêíà Õàííà.

Ôóíêöèÿ x(t) íàçûâàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå

x(t) = φ(2πf1t, 2πf2t, . . . , 2πfmt),

ãäå ôóíêöèÿ φ(α1, . . . , αm) ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ïî êàæäîé ïåðåìåí-
íîé46, à ÷àñòîòû f1, . . . , fm íåñîèçìåðèìû47.

46Ò. å. ïðè ëþáûõ α1, . . . , αm è ëþáûõ öåëî÷èñëåííûõ n1, . . . , nm âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x(α1+2πn1, α2+
2πn2, . . . , αm + 2πnm) = x(α1, α2, . . . , αn).

47×èñëà f1, . . . , fm íàçûâàþòñÿ íåñîèçìåðèìûìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ÷èñëà f0, ÷òî âñå fk ÿâëÿ-
þòñÿ åãî öåëûìè êðàòíûìè.
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Âû÷èñëèì ñïåêòð êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì
φ(α1 . . . , αm) â êðàòíûé ðÿä Ôóðüå

48:

φ(α1, . . . , αm) =
∑

n1,...,nm

Cn1,...,nm
exp[i(n1α1 + . . .+ nmαm)].

Òîãäà

x(t) =
∑

n1,...,nm

Cn1,...,nm
exp[i2π(n1f1 + . . .+ nmfm)t].

Ñïåêòð òàêîãî ñèãíàëà èìååò âèä:

X(f) =
∑

n1,...,nm

Cn1,...,nm
δ[f − (n1f1 + . . .+ nmfm)].

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ñîäåðæèò âñåâîçìîæ-
íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè n1f1 + . . .+ nmfm åãî ÷àñòîò f1, . . . , fm.

Ôîðìà ñïåêòðà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ïðèðîäå ñèãíàëà. Ãàðìî-
íè÷åñêèé ñèãíàë èìååò èìïóëüñíûé ñïåêòð. Ñïåêòð íåãàðìîíè÷åñêîãî T -
ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòûì è ñîäåðæèò ñïåêòðàëüíûå ñî-
ñòàâëÿþùèå, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàòíûì ÷àñòîòàì nf0, ãäå f0 = 1/T � õà-
ðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà ñèãíàëà. Ñïåêòð êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ñ ÷àñòîòà-
ìè f1, . . . , fm òàêæå èìååò äèñêðåòíûé õàðàêòåð, íî ñîäåðæèò ñïåêòðàëüíûå
ñîñòàâëÿþùèå, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåâîçìîæíûì öåëî÷èñëåííûì ëèíåéíûì
êîìáèíàöèÿì õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò ñèãíàëà. Åñëè ÷èñëî õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò
âåëèêî, òî ëèíèè â ñïåêòðå ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû âåñüìà ãóñòî, íî ñïåêòð
ñîõðàíÿåò ëèíåé÷àòîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ñ óâåëè÷åíèåì ñëîæíîñòè ñèãíàëà
óâåëè÷èâàåòñÿ è êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñïåêòðà.

Çàäà÷à 9.1. Ñèãíàë, ñïåêòð êîòîðîãî ñîñòîèò èç äâóõ ñïåêòðàëüíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ ñ ÷àñòîòàìè 10 Ãö è 45 Ãö ñîîòâåòñòâåííî, äèñêðåòèçèðóåòñÿ
ñ ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 60 Ãö. Êàêèå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðèñóò-
ñòâóþò â äèñêðåòèçèðîâàííîì ñèãíàëå â ïîëîñå 0�60 Ãö.

Åäèíèöû èçìåðåíèÿ ìîùíîñòè

Ïðè èçìåðåíèè îòíîñèòåëüíûõ çíà÷åíèé ìîùíîñòè ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèôè÷åñêàÿ åäèíèöà èçìåðåíèÿ � äåöèáåë.
Ãîâîðÿò, ÷òî ìîùíîñòü P1 îòëè÷àåòñÿ îò ìîùíîñòè P2 íà

D = 10 log10
P1

P2

48Çäåñü ìû èñïîëüçóåì àïïàðàò ìíîãîìåðíûõ ðÿäîâ Ôóðüå, êîòîðûé îïèñàí â ãëàâå 11. ×èòàòåëü, íåçíà-
êîìûé ñ êðàòíûìè ðÿäàìè Ôóðüå, ìîæåò óæå ñåé÷àñ ðàçîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû ýòîé ãëàâû.
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Ðèñ. 14. Ñãëàæèâàþùåå îêíî |GT (f)| ïðè T = 10

äåöèáåë (îáîçíà÷àþò ýòó åäèíèöó òàê: äÁ èëè dB). Äåöèáåë ÿâëÿåòñÿ áåçðàç-
ìåðíîé îòíîñèòåëüíîé ëîãàðèôìè÷åñêîé åäèíèöåé èçìåðåíèÿ ìîùíîñòè.

Ââåäåííûå âûøå äåöèáåëû � ýòî òàê íàçûâàåìûå ¾äåöèáåëû ïî ìîùíî-
ñòè¿. Ïðè àíàëèçå àìïëèòóäíîãî ñïåêòðà èñïîëüçóþò òàêæå ¾äåöèáåëû ïî àì-
ïëèòóäå¿. Ïîñêîëüêó Pj = |Aj|2 (çäåñü Aj � àìïëèòóäà ñîîòâåòñòâóþùåé
ãàðìîíèêè), òî

D = 20 log10
A1

A2
.

Åñëè àìïëèòóäà ãàðìîíèêè óâåëè÷èòñÿ âäâîå, ò. å. íà 6 äÁ ¾ïî àìïëèòóäå¿,
òî åå ìîùíîñòü óâåëè÷èòñÿ â÷åòâåðî, íî ñíîâà íà 6 äÁ ¾ïî ìîùíîñòè¿.

Ïîëåçíî çàïîìíèòü íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé:

äÁ 3 6 10 20 40 60
P1/P2 2 4 10 100 104 106

A1/A2 1.41 2 3.16 10 100 1000

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà ìîùíîñòè îáåñïå÷èâàåò ïîñòîÿííóþ ñòåïåíü äå-
òàëèçàöèè âäîëü îñè ÷àñòîò è îáëåã÷àåò àíàëèç ñïåêòðîâ, ñîäåðæàùèõ êàê
âûñîêîàìïëèòóäíûå, òàê è ìàëîìîùíûå ñîñòàâëÿþùèå49. Ïîýòîìó ëîãàðèô-
ìè÷åñêèé ìàñøòàá îñè ìîùíîñòåé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ãðàôè÷åñêîì
èçîáðàæåíèè ñïåêòðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïî îñè îðäèíàò îòêëàäûâàþò îòíîñè-
òåëüíîå çíà÷åíèå â äåöèáåëàõ. Ïðè áîëüøîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû
ãàðìîíèê ëîãàðèôìè÷åñêèé ìàñøòàá ïîçâîëÿåò ëó÷øå ðàçãëÿäåòü íà îäíîì
è òîì æå ãðàôèêå è ìàëûå è áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñóíêå 14
ïîêàçàí ãðàôèê ñãëàæèâàþùåãî îêíà Õàííà ñ èñïîëüçîâàíèåì äåöèáåëîâ äëÿ

49Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà òàêæå íàèáîëåå åñòåñòâåííà äëÿ ñëóõà. Ýìïèðè÷åñêèé çàêîí Âåáåðà óòâåð-
æäàåò, ÷òî ñóáúåêòèâíàÿ ñèëà çâóêà ïðîïîðöèîíàëüíà ëîãàðèôìó åãî ìîùíîñòè.
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èçìåðåíèÿ àìïëèòóäû (ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî çíà÷åíèå îêîííîé ôóíêöèè
â äåöèáåëàõ). Âèäíî, ÷òî íåðàçëè÷èìûå íà ðèñóíêå 4 áîêîâûå ëåïåñòêè ñòàëè
çàìåòíû è ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü îöåíèòü èõ àìïëèòóäó ïî ãðàôèêó.

Àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèÿ è áèåíèÿ

Àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííûì ñèãíàëîì èëè ÀÌ-ñèãíàëîì íàçûâàåòñÿ
ñèãíàë âèäà

z(t) = [1 +Mx(t)]y(t).

Çäåñü M � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ãëóáèíó ìîäóëÿöèè, y(t) � íåñóùèé
ñèãíàë. Ãîâîðÿò, ÷òî íåñóùèé ñèãíàë y(t) ïðîìîäóëèðîâàí ñèãíàëîì x(t). Ñèã-
íàë x(t) íàçûâàåòñÿ îãèáàþùåé ÀÌ-ñèãíàëà z(t). Â ðîëè íåñóùåãî ñèãíàëà
îáû÷íî âûñòóïàåò ãàðìîíèêà exp(i2πf0t); åå ÷àñòîòà f0 íàçûâàåòñÿ íåñóùåé
÷àñòîòîé. Â ðàäèîòåõíèêå àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïåðå-
íîñà ñïåêòðà ñèãíàëà â îáëàñòü âûñîêèõ ÷àñòîò. Ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëè-
çå ñèãíàëîâ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàáëþäàåìûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ÀÌ-ñèãíàë, â êîòîðîì íåñóùàÿ ïðîìîäóëèðîâàíà èññëåäóåìûì ñèãíàëîì. Òàê
ïðîèñõîäèò, êîãäà ïàðàìåòðû íàáëþäàåìîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîöåññà çàâèñÿò
îò ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà íåñóùàÿ ãàðìîíèêà y(t) = cos 2πf0t ïðîìî-
äóëèðîâàíà ãàðìîíè÷åñêèì ñèãíàëîì x(t) = cos 2πft:

z(t) = [1 +M cos 2πft] cos 2πf0t.

Èçó÷èì ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ òàêîãî ÀÌ-ñèãíàëà. Èìååì

z(t) = cos 2πf0t+M cos 2πft cos 2πf0t =

= cos 2πf0t+
M

2
cos 2π(f0 + f)t+

M

2
cos 2π(f0 − f)t.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ÀÌ-ñèãíàë âûãëÿäèò
êàê ñèãíàë, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ � íåñóùåé ÷à-
ñòîòû f0 è äâóõ áîêîâûõ ïîëîñ ñ ÷àñòîòàìè f0 − f è f0 + f .

ßâëåíèå, ïîõîæåå íà àìïëèòóäíóþ ìîäóëÿöèþ èìååò ìåñòî, êîãäà ñìåøè-
âàþòñÿ äâà ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëà ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè f1 è f2:

A1 exp(i2πf1t) + A1 exp(i2πf2t) =

= exp(i2π(f1+f2)t/2) [A1 exp(i2π(f1 − f2)t/2) + A1 exp(−i2π(f1 − f2)t/2)] .

Â ýòîì ñëó÷àå ñìåñü ãàðìîíèê âûãëÿäèò êàê ÀÌ-ñèãíàë, â êîòîðîì âûñîêàÿ
÷àñòîòà (f1 + f2)/2 ïðîìîäóëèðîâàíà ìàëîé ÷àñòîòîé (f1 − f2)/2. Íàáëþäàå-
ìûå â ýòîì ñëó÷àå íèçêî÷àñòîòíûå îñöèëëÿöèè àìïëèòóäû âûñîêî÷àñòîòíîé
íåñóùåé íàçûâàþòñÿ áèåíèÿìè.
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Ïðèâåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ñïåêòðàëü-
íîì àíàëèçå ñëó÷àè ñëîæåíèÿ ãàðìîíèê ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè è àìïëèòóäíîé
ìîäóëÿöèè íåñóùåé ãàðìîíèêè ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìû. Âîçìîæíîñòü ïðà-
âèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ñïåêòðîâ â òàêîé ñèòóàöèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
àïðèîðíûìè äàííûìè è îïûòîì èññëåäîâàòåëÿ.

Íåëèíåéíûå ýôôåêòû

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà íàáëþäàåìûé ñèãíàë ïîäâåðãàåòñÿ íåëèíåé-
íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Ìû èññëåäóåì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ìàëîé êâàäðàòè÷-
íîé íåëèíåéíîñòè âèäà

y(t) = x(t) + ε[x(t)]2,

ãäå ε � ìàëûé êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîñòè. Çäåñü èìååòñÿ â âèäó, ÷òî x(t)
� èññëåäóåìûé ñèãíàë, à y(t) � íàáëþäàåìûé ñèãíàë.

Íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà ïðèâîäèò ê íåñêîëüêèì èíòåðåñíûì
ýôôåêòàì. Ïîïðîáóåì ïîäàòü íà âõîä òàêîãî íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ
÷èñòóþ ãàðìîíèêó x(t) = A cos(2πft). ßñíî, ÷òî íà âûõîäå ìû ïîëó÷èì ñèã-
íàë, íåñêîëüêî îòëè÷àþùèéñÿ îò ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ, � èìåþò ìåñòî
íåëèíåéíûå èñêàæåíèÿ. Èìååì

y(t) = A cos(2πft) + ε[A cos(2πft)]2 = A cos(2πft) +
ε

2
A2 +

ε

2
A2 cos(2π(2f)t).

Èòàê, íà âûõîäå, êðîìå èñõîäíîé ãàðìîíèêè, ìû ïîëó÷èëè òàêæå ãàðìîíèêó
ñ óäâîåííîé ÷àñòîòîé. Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âûñøèõ ãàðìîíèê. Êðîìå ýòîãî, â âûõîäíîì ñèãíàëå
ïðèñóòñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ A2ε/2, ñäâèãàþùàÿ ñðåäíåå çíà÷å-
íèå ñèãíàëà. Ýôôåêò ïîÿâëåíèÿ ñäâèãà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïðè íåëèíåéíîì
ïðåîáðàçîâàíèè íàçûâàåòñÿ äåòåêòèðîâàíèåì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà, ñîäåðæàùåãî äâå
ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå:

x(t) = A1 cos(2πf1t) + A2 cos(2πf2t).

Òîãäà

y(t) = x(t) + ε[A1 cos(2πf1t) + A2 cos(2πf2t)]
2 =

= x(t) + εA2
1[cos(2πf1t)]

2 + εA2
2[cos(2πf2t)]

2 + 2εA1A2 cos(2πf1t) cos(2πf2t).

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå äàåò èñõîäíîå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå, à âòîðîå �
ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ è âûñøèå ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòàìè 2f1 è 2f2. Ïî-
ñëåäíåå æå ñëàãàåìîå äåìîíñòðèðóåò åùå îäèí íåëèíåéíûé ýôôåêò � ìîäóëÿ-
öèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷àñòîòû f1 è f2 îòëè÷àþòñÿ çíà÷èòåëüíî (f1 ≪ f2),
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òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèãíàëå y(t) ïîÿâèëàñü ÀÌ-ñîñòàâëÿþùàÿ, â êîòî-
ðîé íåñóùàÿ ãàðìîíèêà cos(2πf2t) ïðîìîäóëèðîâàíà êîëåáàíèåì cos(2πf1t).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

2εA1A2 cos(2πf1t) cos(2πf2t) = εA1A2[cos(2π(f1 − f2)t) + cos(2π(f1 + f2)t)]

è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèãíàëå y(t) ïðîñòî ïîÿâèëèñü äâå íîâûå ñïåêòðàëü-
íûå ñîñòàâëÿþùèå ñ ÷àñòîòàìè f1 − f2 è f1 + f2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïèñàëè ðàçíîîáðàçíûå íåëèíåéíûå ýôôåêòû: ïîÿâëå-
íèå âûñøèõ ãàðìîíèê, äåòåêòèðîâàíèå è ìîäóëÿöèþ. Âñå íåëèíåéíûå ýôôåê-
òû îêàçàëèñü ïðîïîðöèîíàëüíû ïðîèçâåäåíèÿì àìïëèòóä ñèãíàëîâ, ïîýòîìó
ìîæíî îæèäàòü, ÷òî íåëèíåéíûå ýôôåêòû áóäóò ñèëüíåå ïðîÿâëÿòüñÿ äëÿ
âûñîêîàìïëèòóäíûõ ñèãíàëîâ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ðàññìîòðåííàÿ íàìè
êâàäðàòè÷íàÿ íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ òîëüêî âòîðîé ãàðìîíè-
êè, òî íåëèíåéíîñòè âûñøåãî ïîðÿäêà áóäóò äîáàâëÿòü áîëåå âûñîêèå ãàðìî-
íèêè. Âñå óñòðîéñòâà, èñïîëüçóåìûå äëÿ óñèëåíèÿ, ïåðåäà÷è è ðåãèñòðàöèè
ñèãíàëîâ âíîñÿò âî âõîäíîé ñèãíàë íåëèíåéíûå èñêàæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ñêàæåì, ÷òî óõî ÷åëîâåêà òàêæå íåëèíåéíîå óñòðîéñòâî. Ïðè áîëüøîé
ãðîìêîñòè äàæå äëÿ ÷èñòîãî òîíà ñîçäàåòñÿ îùóùåíèå, ÷òî â ñèãíàëå ïðèñóò-
ñòâóþò âûñøèå ãàðìîíèêè.

9.5 Ñõåìà ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà

Îïèñàííûå âûøå ïðîöåäóðû ïðåäîáðàáîòêè äàííûõ äëÿ ñïåêòðàëüíîãî
àíàëèçà âçàèìîñâÿçàíû è ïðåäïîëàãàþò íåêîòîðûé ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, íå èìååò ñìûñëà âûïîëíÿòü óìíîæåíèå íà îêíî èëè èñêëþ÷åíèå
ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé ïîñëå äîïîëíåíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà íóëÿìè. Ïðè
îïèñàíèè îòäåëüíûõ ïðîöåäóð áûëè ñäåëàíû íåîáõîäèìûå çàìå÷àíèÿ. Çäåñü
ïðèâåäåíà îêîí÷àòåëüíàÿ ñõåìà ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà âðåìåííîãî ðÿäà, ñóì-
ìèðóþùàÿ èíôîðìàöèþ î âçàèìîñâÿçè ïðîöåäóð ïðåäîáðàáîòêè:

1. Âûáîð èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè èëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû
ïî çàäàííîìó èíòåðâàëó äèñêðåòèçàöèè;

2. Âûáîð äëèíû àíàëèçèðóåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà èëè îöåíêà ÷àñòîòíîãî
ðàçðåøåíèÿ ïî çàäàííîé äëèíå âðåìåííîãî ðÿäà (íà ýòîì ýòàïå òàêæå
ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î íåîáõîäèìîñòè äîïîëíåíèÿ ðÿäà íóëÿìè);

3. Èñêëþ÷åíèå ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé è óìíîæåíèå âðåìåííîãî ðÿäà
íà ìóëüòèïëèêàòèâíîå îêíî;

4. Äîïîëíåíèå âðåìåííîãî ðÿäà íóëÿìè;
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5. Âûïîëíåíèå ïðîöåäóðû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå;

6. Ïåðåóïîðÿäî÷åíèå îòñ÷åòîâ ñïåêòðà (ïðè íåîáõîäèìîñòè) è ïåðåõîä
ê îäíîñòîðîííåìó ñïåêòðó.

Ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé è óìíîæåíèÿ íà ìóëü-
òèïëèêàòèâíîå îêíî òåñíî è íåòðèâèàëüíî âçàèìîñâÿçàíû. Ïðèìåíåíèå îêíà
ê äàííûì ñ ñèëüíî ñìåùåííûì ñðåäíèì ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ ïå-
ðåõîäíûõ ïîëîñ ïî êðàÿì âðåìåííîãî ðÿäà, êîòîðûå ñóùåñòâåííî èñêàæàþò
ñïåêòð, ïîýòîìó ïåðåä ïðèìåíåíèåì îêíà âñåãäà ïðîèçâîäèòñÿ èñêëþ÷åíèå
ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèìåíåíèå îêíà ìîæåò ïðèâå-
ñòè ê ñìåùåíèþ ñðåäíåãî, ïîýòîìó ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îêíà ñëåäóåò åùå ðàç
èñêëþ÷èòü ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâåííîå
ñìåùåíèå ñðåäíåãî ïðè ïðèìåíåíèè îêíà ãîâîðèò î íàëè÷èè â äàííûõ íåêî-
òîðûõ àíîìàëèé, êîòîðûå ñàìè ìîãóò çàòðóäíèòü ñïåêòðàëüíûé àíàëèç. Íà-
ïðèìåð, ê òàêèì àíîìàëèÿì îòíîñèòñÿ ïðèñóòñòâèå â äàííûõ âûðàæåííî-
ãî ìîíîòîííîãî íåëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ ñèãíàëà (òðåíäà), êîòîðîå ïðèâîäèò
ê ñèëüíîìó èñêàæåíèþ ñïåêòðà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ.

9.6 Íåäîñòàòêè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà Ôóðüå

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàõîäèò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â îáëàñòè
àíàëèçà è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ïî ïðè÷èíå ïðîñòîòû, íàãëÿäíîñòè è ïðîñòî-
òû ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ñïåêòðà Ôóðüå. Â òî æå âðåìÿ ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå èìååò ðÿä ñåðüåçíûõ íåäîñòàòêîâ, îñíîâíûå èç êîòîðûõ ìû ïåðå÷èñ-
ëèì.

Ïåðâûé íåäîñòàòîê çàêëþ÷àåòñÿ â íåâîçìîæíîñòè îäíîâðåìåííîé ëîêà-
ëèçàöèè ñèãíàëà è ñïåêòðà. Ýòî ñâîéñòâî ñïåêòðîâ Ôóðüå ìîæåò áûòü ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíî ïðèíöèïîì íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà, ïðåäåëüíàÿ ôîðìà
êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû î ëîêàëèçàöèè ñèãíàëà è ñïåêòðà.
Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîõàÿ âðåìåíí�àÿ ëîêàëèçàöèÿ áàçèñíûõ
ôóíêöèé Ôóðüå.

Âòîðîé íåäîñòàòîê ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ èíôîðìàöèè î ñïåêòðàëüíîì ñîñòàâå ñèãíàëà èñïîëüçóþòñÿ åãî çíà÷åíèÿ
íà âñåì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ, ïðè÷åì ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ñèãíàëà îñðåä-
íÿåòñÿ ïî âðåìåíè. Òàêîé ïîäõîä íåïðèåìëåì äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèãíà-
ëîâ, ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ðàçëè÷àåò äâà ñèãíàëà, îäèí èç êîòîðûõ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ãàðìîíèê ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè, à äðóãîé ñî-
äåðæèò òå æå ãàðìîíèêè, âêëþ÷àþùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îäíà çà äðóãîé.
Â íåêîòîðîé ñòåïåíè ýòîò íåäîñòàòîê ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà Ôóðüå ìîæíî
îáîéòè, ïðèìåíÿÿ ò. í. ëîêàëüíûé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç.
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Ðèñ. 15. Èçìåíåíèå ÷èñëà Âóëüôà ñ 1700 ïî 1987 ãîä

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëåäñòâèåì îñðåäíåíèÿ ñïåêòðà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå Ôóðüå èíôîðìàöèÿ îáî âñåõ ñïåêòðàëüíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ ïîëó÷àåòñÿ èç àíàëèçà âñåãî âðåìåííîãî ðÿäà. Â òî æå âðåìÿ
êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì ïîëó÷àòü èíôîðìàöèþ î ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
íà îñíîâå àíàëèçà ó÷àñòêà âðåìåííîãî ðÿäà, äëèíà êîòîðîãî ñîãëàñîâàíà ñ ÷à-
ñòîòîé ýòîé ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé. Äåéñòâèòåëüíî, èíôîðìàöèþ î âû-
ñîêî÷àñòîòíûõ ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ åñòåñòâåííî ïîëó÷àòü íà îñíîâå
àíàëèçà ìàëûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ. Â ðåçóëüòàòå ñïåêòðû Ôóðüå ÷àñòî
îêàçûâàþòñÿ íå ïîääàþùèìèñÿ èíòåðïðåòàöèè.

Ïåðå÷èñëåííûå íåäîñòàòêè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà Ôóðüå ðåøàþòñÿ
â ðàìêàõ âåéâëåòíîãî àíàëèçà. Âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îêàçûâàåòñÿ ñâî-
áîäíûì îò íåäîñòàòêîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � îíî îáåñïå÷èâàåò ëîêàëèçî-
âàííîñòü ñïåêòðà ôóíêöèé, ëîêàëèçîâàííûõ âî âðåìåíí�îé îáëàñòè è ïîçâîëÿ-
åò îïðåäåëÿòü ëîêàëüíûé ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ íåñòàöèîíàðíîãî ñèãíàëà. Ïî
ñïîñîáó ïðåîäîëåíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ òðóäíîñòåé âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
íàïîìèíàåò îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ïî ñàìîé ñâîåé ïðèðîäå îáëà-
äàåò ïîäâèæíûì ÷àñòîòíî-âðåìåííûì îêíîì, óçêèì íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ è
øèðîêèì íà áîëüøèõ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó, âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îñîáåííî
óäîáíî äëÿ àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ñ øèðîêèì ñïåêòðîì.

9.7 Ïðèìåð ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà

Èçâåñòíà ãèïîòåçà î ñâÿçè ìíîãèõ ÿâëåíèé íà Çåìëå ñ äèíàìèêîé ñîëíå÷-
íîé àêòèâíîñòè. Èíòåíñèâíîñòü ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè îöåíèâàåòñÿ ò. í. ÷èñ-
ëîì Âóëüôà, õàðàêòåðèçóþùèì íàáëþäàåìîå ñîñòîÿíèå ïîâåðõíîñòè ñîëíöà.
Îñîáåííî âàæíî, ÷òî äîñòóïíû ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèÿ ñîëíå÷-
íîé àêòèâíîñòè çà ïîñëåäíèå 300 ëåò. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èõ îáðàáîòêó
ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè è èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû äëÿ ñðàâíåíèÿ èíôîðìà-
òèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ àíàëèçà.

Çäåñü ìû ïðîâåäåì ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äàííûõ î ñðåäíåãîäîâîì èíäåêñå
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Ðèñ. 16. Ñïåêòð ìîùíîñòè ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè

ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè çà ïåðèîä ñ 1700 ïî 1987 ãîä, ÷òî ñîñòàâëÿåò 288 îò-
ñ÷åòîâ. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ ñðåäíåãîäîâîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà Âóëüôà ïðèâåäåí
íà ðèñóíêå 15. Ïðîñòîé âèçóàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò íàëè÷èå ìîùíîé ïå-
ðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ñ ïåðèîäîì ïðèìåðíî â 10 ëåò. Ïðîâåäåì ïîëíûé
ñïåêòðàëüíûé àíàëèç äàííûõ.

Èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè èçíà÷àëüíî çàäàí è ðàâåí 1 ãîäó. Ñîîòâåòñòâåííî
ïåðèîä ñàìîé âûñîêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èäåíòè-
ôèöèðîâàíà, ñîñòàâëÿåò 2 ãîäà. ßñíî, ÷òî íå ñëåäóåò íàäåÿòüñÿ íà óâåðåííóþ
èäåíòèôèêàöèþ ñîñòàâëÿþùèõ ñ ïåðèîäàìè êîðî÷å ÷åì 5 ëåò. Äëèíà âðåìåí-
íîãî ðÿäà ñîñòàâëÿåò 288 ëåò, ÷òî â òåîðèè îáåñïå÷èâàåò èäåíòèôèêàöèþ ãàð-
ìîíèê ñ ïåðèîäàìè âïëîòü äî 288 ëåò, íî íà ïðàêòèêå ìû ìîæåì äîâåðÿòü
èíôîðìàöèè òîëüêî äëÿ ãàðìîíèê ñ ïåðèîäàìè íå äëèííåå 100 ëåò.

Çíà÷åíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå âðåìåííîé ðÿä, ëåæàò â èíòåðâàëå îò 0.0
äî 190.2. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷íî îò íóëÿ (îíî ðàâíî 48.4), ïî-
ýòîìó íåîáõîäèìî èñêëþ÷åíèå ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî
ïðîèçâåñòè óìíîæåíèå íà îêíî Õàííà. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îêíà ñðåäíåå çíà-
÷åíèå ñèãíàëà ñòàíîâèòñÿ ðàâíî −1.4, ÷òî áîëåå ÷åì íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå
äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ, è ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá îòñóò-
ñòâèè ìîùíîãî íåëèíåéíîãî òðåíäà. Ïðîâåäåì âñå æå ïîâòîðíîå èñêëþ÷åíèå
ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé.

Ïåðåä ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû ÁÏÔ äîïîëíèì âðåìåííîé ðÿä íóëÿìè
äî äëèíû â 512 îòñ÷åòîâ. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ÁÏÔ ïîëó÷èì ìàññèâ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë èç 512 ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòîâ. Îòñ÷åòû ñ èíäåêñàìè 1 ⩽ n ⩽ 256
óìíîæèì íà 2 äëÿ ïîëó÷åíèÿ îäíîñòîðîííåãî ñïåêòðà. Â èòîãå ïîëó÷èì 257
ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòîâ. Íà ÷àñòîòå Íàéêâèñòà (îòñ÷åò ñ íîìåðîì 256) ñîñðå-
äîòî÷åíà ìîùíîñòü, ðàâíàÿ 5 · 10−3, ÷òî ñîñòàâëÿåò −37.8 äÁ ïî îòíîøåíèþ
ê ñàìîé ìîùíîé ñîñòàâëÿþùåé, è äèñêðåòèçàöèþ ìîæíî ñ÷èòàòü êîððåêòíîé.
Íà ÷àñòîòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îòñ÷åòàì ïðè n > 128, ñîñðåäîòî÷åíà ñóì-
ìàðíàÿ ìîùíîñòü, ðàâíàÿ 4.5, ÷òî, îäíàêî, ñîñòàâëÿåò âñåãî ëèøü −17.7 äÁ
ïî îòíîøåíèþ ê ñóììàðíîé ìîùíîñòè âñåõ ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïî-
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÷òè âñÿ ìîùíîñòü ñîñðåäîòî÷åíà â ñïåêòðàëüíûõ îòñ÷åòàõ ïðè 0 ⩽ n ⩽ 128,
êîòîðûå ïîêàçàíû â âèäå ãðàôèêà íà ðèñóíêå 16.

Äëÿ èíòåðïðåòàöèè ñïåêòðà ñëåäóåò âûÿñíèòü ìàñøòàá ïî îñè ÷àñòîò. Ïðè
âû÷èñëåíèè ñïåêòðà èñïîëüçîâàëñÿ âðåìåííîé ðÿä äëèíîé â 512 îòñ÷åòîâ, ïî-
ýòîìó ñïåêòðàëüíîìó îòñ÷åòó ñ èíäåêñîì n ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðàëüíàÿ êîì-
ïîíåíòà ñ ïåðèîäîì Tn = 512/n ëåò. Àíàëèç ñïåêòðà ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ñëå-
äóþùèå ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû (ìîùíîñòü ïðèâåäåíà â äåöèáåëàõ ïî îò-
íîøåíèþ ê ñàìîé ìîùíîé ñîñòàâëÿþùåé):

T (ëåò) 11.1 85.3 10.0 8.3
P (äÁ) 0.0 −4.2 −5.0 −9.6

Åñëè ïåðâûå äâå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåí-
íî îáíàðóæåíû ïðè âíèìàòåëüíîì èçó÷åíèè ðèñóíêà 15, òî ÷åòêî ðàçëè÷èìûå
ïåðèîäè÷íîñòè â 11.1, 10.0 è 8.3 ëåò íà ãðàôèêå ñîâåðøåííî íåîòëè÷èìû äðóã
îò äðóãà.

10 Ïðèëîæåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ

10.1 Èäåîëîãèÿ ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ

Îäèí èç íàèáîëåå îáùèõ ïîäõîäîâ ê îáðàáîòêå ñèãíàëîâ ñâÿçàí ñ âûäåëå-
íèåì íàáîðà õàðàêòåðíûõ ïðèçíàêîâ50, äîñòàòî÷íî ïîëíî îïèñûâàþùèõ ñèã-
íàë. Òàêèå ïðèçíàêè îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèãíà-
ëà, ÷èñëî êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ÷èñëà îòñ÷åòîâ ñèãíàëà. Òàêèì îá-
ðàçîì, îò ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà âåêòîðîì åãî îòñ÷åòîâ, èìåþùèì âûñîêóþ
ðàçìåðíîñòü, ìû ïåðåõîäèì ê òàê íàçûâàåìîìó ìàëîìîäîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ñèãíàëà íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê. Îñíîâíîé çàäà÷åé
ÖÎÑ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âûáîðà îïòèìàëüíîãî (ò. å. íàèáîëåå èíôîðìàòèâíî-
ãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøàåìîé çàäà÷è) ìàëîìîäîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëîâ.
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áåç òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæàùà-
ÿñÿ â ñèãíàëå, íå ìîæåò áûòü âûäåëåíà è îñìûñëåíà ÷åëîâåêîì.

Îäíà èç çàäà÷, ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ ìàëîìîäîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, � çà-
äà÷à êëàññèôèêàöèè ñèãíàëîâ ïî íåêîòîðîìó ïðèçíàêó (íàïðèìåð, õî÷åòñÿ
îòëè÷àòü øóì èñïðàâíîãî äâèãàòåëÿ îò øóìà, õàðàêòåðíîãî äëÿ íåêîòîðîé
íåèñïðàâíîñòè). Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ÷åëîâåêó íå óäàåòñÿ ïðîâåñòè òàêóþ
êëàññèôèêàöèþ ïóòåì âèçóàëüíîãî àíàëèçà ñèãíàëà.

Ïðè ìàëîìîäîâîì ïðåäñòàâëåíèè ñèãíàëà áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ¾ñæà-
òèå¿ ðåçóëüòàòîâ ìíîãî÷èñëåííûõ èçìåðåíèé äî ëåãêî îáîçðèìûõ ÷åëîâåêîì

50feature extraction
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ôîðì. Çäåñü ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî óïîìÿíóòîå ¾ñæàòèå¿ èíôîðìàöèè øè-
ðîêî ïðèìåíÿòñÿ ñïåöèàëèñòàìè âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, ãäå àíàëèç ñèãíàëîâ
ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷åé. Òàê, ïðè àíàëèçå ýëåêòðîêàðäèî-
ãðàììû (çàïèñè ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè ñåðäå÷íîé ìûøöû) îïðåäåëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí (âûñîòà è ïðîäîëæèòåëüíîñòü èì-
ïóëüñîâ, âðåìåííûå ïðîìåæóòêè ìåæäó íèìè), êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ âïî-
ñëåäñòâèè äëÿ ïîñòàíîâêè äèàãíîçà. Ïðè ïîñòàíîâêå äèàãíîçà âðà÷ ðóêîâîä-
ñòâóåòñÿ íåáîëüøèì íàáîðîì ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ, äîñòàòî÷íî ïîëíî õàðàê-
òåðèçóþùèõ èíòåðåñóþùèé åãî ïðîöåññ.

Ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà â âèäå âðåìåíí�îãî ðÿäà â áîëüøèíñòâå ñëó÷à-
åâ îêàçûâàåòñÿ ìàëîèíôîðìàòèâíûì ââèäó ñâîåé èçáûòî÷íîñòè. Îòäåëüíûå
êîìïîíåíòû âðåìåíí�ûõ ðÿäîâ âñåãäà ñèëüíî êîððåëèðîâàíû, ÷òî ÷àñòî ïðè-
âîäèò ê ïðîáëåìàì ïðè èõ ÷èñëåííîì àíàëèçå. Ïðè ïåðåõîäå ê ñïåêòðàëüíî-
ìó ïðåäñòàâëåíèþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà êîîðäèíàò è ïðîèñõîäèò
(ïðè íåêîòîðîé óäà÷å) òàê íàçûâàåìîå ðàñöåïëåíèå êîððåëÿöèé51: ýëåìåíòû
ñïåêòðà, ïðåäñòàâëÿþùèå âðåìåííîé ðÿä â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè, îêàçûâà-
þòñÿ ñëàáî êîððåëèðîâàííûìè52. Ñïåêòð ñèãíàëà èëè ïðîñòûå õàðàêòåðèñòè-
êè ñïåêòðà ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ìàëîìîäîâûõ ïðåäñòàâëå-
íèé ñèãíàëà. Ñâîéñòâî ðàñöåïëåíèÿ êîððåëÿöèé îñîáåííî øèðîêî ïðèìåíÿ-
åòñÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ èçáûòî÷íîñòè (ñæàòèÿ) èçîáðàæåíèé è çâóêà.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ðàçëî-
æåíèé â ñìûñëå ðàñöåïëåíèÿ êîððåëÿöèé çàâèñèò îò ¾åñòåñòâåííîñòè¿ èñ-
ïîëüçóåìîãî íàáîðà áàçèñíûõ ôóíêöèé, ò. å. îò òîãî, íàñêîëüêî ýëåìåíòû
áàçèñà õàðàêòåðíû äëÿ äèíàìèêè èññëåäóåìîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Åñòåñòâåí-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ òîãî èëè èíîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ òðåáóåò â êàæ-
äîì ñëó÷àå îòäåëüíîãî ñåðüåçíîãî îáñóæäåíèÿ. Ñëåäóåò ÿñíî ïîíèìàòü, ÷òî
íèêàêèå ñêîëü óãîäíî ýëåãàíòíûå ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ íå áóäóò ýôôåê-
òèâíû äëÿ îáðàáîòêè ñèãíàëà, åñëè ïðèðîäà áàçèñà âõîäèò â ÿâíîå ïðîòèâî-
ðå÷èå ñ ïðîèñõîæäåíèåì ñèãíàëà.

Â òåîðèè öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ èññëåäóåìóþ ôóíêöèþ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñïåêòðîì è îïåðàöèè íàä ôóíêöèåé ñâîäÿò ê ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðà-
öèÿì íàä åå ñïåêòðîì. Òàêîé ïîäõîä âî ìíîãîì àíàëîãè÷åí ïðèåìó, èñïîëüçó-
åìîìó â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ àíàëèçà, êîãäà ôóíêöèþ çàìåíÿþò åå ïîëèíîìè-
àëüíîé àïïðîêñèìàöèåé, à îïåðàöèè íàä ôóíêöèåé ñâîäÿò ê îïåðàöèÿì íàä
àïïðîêñèìèðóþùèì åå ìíîãî÷ëåíîì53. Èñïîëüçîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ðàçëî-

51decorrelation
52Èçâåñòíî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó (ðàçëîæåíèå Êàðóíåíà-Ëîýâà), îïòè-

ìàëüíîå â ñìûñëå íàèìåíüøåé êîððåëÿöèè ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíòîâ, îäíàêî ÷àùå ïðèìåíÿþòñÿ ñïåê-
òðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, äîïóñêàþùèå áîëåå ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ.

53Îòìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ óçëàõ tk êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè xk = x(tk) ôóíêöèè x(t) â óçëàõ. Ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè âñå îïåðàöèè
íàä èñõîäíîé ôóíêöèåé ñâîäÿòñÿ ê îïåðàöèÿì íàä äèñêðåòíûì íàáîðîì åå çíà÷åíèé xk â óçëàõ àïïðîêñè-
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æåíèé Ôóðüå, ò. å. ðàçëîæåíèé ïî ãàðìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåò ñïåöèôèêó öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Òîëüêî â ïîñëåäíåå âðå-
ìÿ â öèôðîâóþ îáðàáîòêó ñèãíàëîâ íà÷àëè ïðîíèêàòü ìåòîäû, îñíîâàííûå
íà ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ, îòëè÷íûõ îò ðàçëîæåíèé Ôóðüå (íàïðèìåð,
âåéâëåòíûå ñïåêòðû).

Äðóãèì ìàëîìîäîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ åãî àâòîðåãðåññè-
îííàÿ ìîäåëü. Ïðåäñòàâëåíèå ñèãíàëà êîýôôèöèåíòàìè àâòîðåãðåññîðà îñî-
áåííî ïîïóëÿðíî â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè è èäåíòèôèêàöèè ñèãíàëîâ. Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ÿâëÿ-
þòñÿ äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèãíàëà, ïîçâîëÿþ-
ùèìè âûÿâèòü åãî ïðèðîäó.

10.2 Êëàññèôèêàöèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé

Â çàâèñèìîñòè îò ïðèðîäû ñèãíàëà èñïîëüçóåòñÿ îäíî èç ðàññìîòðåííûõ
âûøå ñïåêòðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Â ýòîì ðàçäåëå ñäåëàíà ïîïûòêà íåêîòî-
ðîé ñèñòåìàòèçàöèè ñâîéñòâ èçó÷åííûõ íàìè ñïåêòðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

• Íåïåðèîäè÷åñêèé àíàëîãîâûé ñèãíàë x(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
íåïåðèîäè÷åñêèì àíàëîãîâûì ñïåêòðîì X(f):

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp(i2πft)df,

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−i2πft)dt.

• T -ïåðèîäè÷åñêèé àíàëîãîâûé ñèãíàë x(t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåïåðèîäè÷å-
ñêèì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì Cn:

x(t) =
∞∑

n=−∞
Cn exp[i(2π/T )nt],

Cn =
1

T

∫ T

0

x(t) exp[−i(2π/T )nt]dt.

• Íåïåðèîäè÷åñêèé äèñêðåòíûé ñèãíàë xk ïðåäñòàâëÿåòñÿ 1-

ìàöèè. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â òåîðèè äèñêðåòèçàöèè, êîãäà ñïåêòð îêàçûâàåòñÿ
îäíîçíà÷íî çàäàí äèñêðåòíûìè îòñ÷åòàìè èñõîäíîãî ñèãíàëà è âñå îïåðàöèè íàä ñïåêòðîì ñâîäÿòñÿ ê îïå-
ðàöèÿì íàä îòñ÷åòàìè.
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ïåðèîäè÷íûì àíàëîãîâûì ñïåêòðîì X(f):

xk =

∫ 1/2

−1/2

X(f) exp(i2πfk)df,

X(f) =
∞∑

k=−∞

xk exp(−i2πfk).

• N -ïåðèîäè÷åñêèé äèñêðåòíûé ñèãíàë xk ïðåäñòàâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì
N -ïåðèîäè÷íûì ñïåêòðîì Xn:

xk =

N/2∑
n=−N/2

Xn exp[i(2π/N)kn],

Xn =
1

N

N/2∑
n=−N/2

xk exp[−i(2π/N)kn].

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

• ïåðèîäè÷åñêèì ñèãíàëàì ñîîòâåòñòâóþò äèñêðåòíûå ñïåêòðû,
à íåïåðèîäè÷åñêèì � àíàëîãîâûå;

• äèñêðåòíûì ñèãíàëàì ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå ñïåêòðû, à àíà-
ëîãîâûì � íåïåðèîäè÷åñêèå.

10.3 Ïåðåäèñêðåòèçàöèÿ

Ïåðåäèñêðåòèçàöèåé54 âðåìåííîãî ðÿäà íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà èçìåíåíèÿ
èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè. Ïðè óâåëè÷åíèè èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè îáû÷íî
ãîâîðÿò î äåöèìàöèè ñèãíàëà, à óìåíüøåíèå èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè íàçû-
âàþò èíòåðïîëÿöèåé ñèãíàëà.

Ïóñòü âðåìåííîé ðÿä xk ïîëó÷åí äèñêðåòèçàöèåé ñèãíàëà x(t) ïðè èí-
òåðâàëå äèñêðåòèçàöèè τ . Ïðè ïåðåäèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåííîìó ðÿäó xk
ïîëó÷àþò íîâûé âðåìåííîé ðÿä x′k, ñîîòâåòñòâóþùèé äèñêðåòèçàöèè ñèãíà-
ëà x(t) ïðè íîâîì çíà÷åíèè τ ′ èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè. ßñíî, ÷òî åñëè ìû
èìååì òîëüêî âðåìåííîé ðÿä xk ñ èçâåñòíûì èíòåðâàëîì äèñêðåòèçàöèè τ ,
òî çàäà÷à ïåðåäèñêðåòèçàöèè â îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò áûòü ðåøåíà � èìå-
åòñÿ ñêîëüêî óãîäíî ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ, ïðèíèìàþùèõ çàäàííûå çíà÷åíèÿ
â òî÷êàõ äèñêðåòèçàöèè.

54resampling
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Òåîðåìà î íàëîæåíèè ãàðàíòèðóåò âîçìîæíîñòü ïåðåäèñêðåòèçàöèè
â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèãíàëîâ ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî
ïî ñïåêòðó äèñêðåòèçàöèè âîññòàíîâèòü ñïåêòð èñõîäíîãî ñèãíàëà. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó Íàéêâèñòà-Øåííîíà, ìîæíî âûïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ïåðåäèñ-
êðåòèçàöèè ñèãíàëà ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì. Ïóñòü ñèãíàë x(t) èìååò ôèíèò-
íûé ñïåêòð, îãðàíè÷åííûé ÷àñòîòîé f∗, è äëÿ èñõîäíîé äèñêðåòèçàöèè xk
âûïîëíåíî óñëîâèå Íàéêâèñòà: τ < 1/2f∗. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé
Íàéêâèñòà-Øåííîíà ïî îòñ÷åòàì xk ìîæíî âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ôóíêöèþ:

x(t) =
∞∑

j=−∞
xj sinc 2πf∗(t− jτ).

Òåïåðü ïåðåäèñêðåòèçàöèÿ ìîæåò áûòü òðèâèàëüíî ïîëó÷åíà êàê äèñêðåòè-
çàöèÿ âîññòàíîâëåííîé ôóíêöèè x(t) ïðè íîâîì çíà÷åíèè èíòåðâàëà äèñêðå-
òèçàöèè τ ′:

x′k =
∞∑

j=−∞
xj sinc 2πf∗(kτ

′ − jτ).

ßñíî, ÷òî ïåðåäèñêðåòèçàöèÿ èìååò ñìûñë, òîëüêî åñëè íîâîå çíà÷åíèå
èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Íàéêâèñòà. Åñëè èñõîäíàÿ
äèñêðåòèçàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Íàéêâèñòà, òî èìååò ñìûñë ëþáàÿ ïå-
ðåäèñêðåòèçàöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê óìåíüøåíèþ èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ ñèãíàëà ñ ôèíèòíûì ñïåêòðîì ïî èñõîäíîé êîððåêòíîé
äèñêðåòèçàöèè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî ìåëêóþ äèñêðåòèçàöèþ.

Îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïåðåäèñêðåòèçàöèè âðåìåííîãî ðÿäà ñâîäèòñÿ
ê âåñüìà òðóäîåìêèì âû÷èñëåíèÿì. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ sinc(x) î÷åíü ìåä-
ëåííî çàòóõàåò, ïðè âû÷èñëåíèè êàæäîãî îòñ÷åòà âðåìåííîãî ðÿäà x′k ïðèõî-
äèòñÿ ïðîèçâîäèòü ñóììèðîâàíèå ïî âñåì çíà÷åíèÿì èíäåêñà j, ñîîòâåòñòâó-
þùèì íåíóëåâûì îòñ÷åòàì xj. Òàêèì îáðàçîì, ïðè τ ′ = τ/M ïåðåäèñêðåòè-
çàöèÿ âðåìåííîãî ðÿäà èç N îòñ÷åòîâ, äàþùàÿ íîâûé âðåìåííîé ðÿä èç MN
îòñ÷åòîâ, òðåáóåò âûïîëíåíèÿMN 2 = O(N2) îïåðàöèé óìíîæåíèÿ (çäåñü ìû
íå ó÷èòûâàåì çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè sinc(x)). Èñïîëüçî-
âàíèå ÁÏÔ ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü áûñòðóþ ïåðåäèñêðåòèçàöèþ âðåìåííîãî
ðÿäà.

Ïóñòü èñõîäíûé âðåìåííîé ðÿä xk ñîäåðæèò N îòñ÷åòîâ. Âû÷èñëèì
ñïåêòð Xn âðåìåííîãî ðÿäà xk. Â ïîëó÷åííîì ñïåêòðå èíòåðâàë äèñêðåòè-
çàöèè ïî ÷àñòîòå ðàâåí ∆f = 1/Nτ , à îòñ÷åòó ñ íîìåðîì n ñîîòâåòñòâóåò
÷àñòîòà fn = n∆f . Îòñ÷åòó ñ íîìåðîì N/2 ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòà fN/2 =
(N/2)∆f = 1/2τ , ðàâíàÿ ÷àñòîòå Íàéêâèñòà f∗. Ïîñêîëüêó äëÿ èñõîäíîé
äèñêðåòèçàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûì óñëîâèå Íàéêâèñòà, â ñïåêòðå
èñõîäíîãî ñèãíàëà îòñóòñòâóþò ñîñòàâëÿþùèå ñ ÷àñòîòàìè, áîëüøèìè f∗.

112



Ïóñòü τ ′ = τ/M , ò. å. ðåçóëüòèðóþùèé âðåìåííîé ðÿä x′k ñîäåðæèò N ′ =
MN îòñ÷åòîâ. Â ñïåêòðå X ′

n âðåìåííîãî ðÿäà x′k èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè
ïî ÷àñòîòå ðàâåí ∆f ′ = 1/N ′τ ′ = [(MN)(τ/M)]−1 = ∆f . Îòñ÷åòó ñ íîìåðîì
N/2, êàê è ðàíüøå, ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòà fN/2 = (N/2)∆f ′ = (N/2)∆f =
f∗. Îòñ÷åòàì ïðè n > N/2 ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòû fn > f∗, îòñóòñòâóþùèå
â ñïåêòðå èñõîäíîãî ñèãíàëà. Ïîýòîìó ñïåêòð X ′

n âðåìåííîãî ðÿäà x′k ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí ïóòåì ïðîñòîãî äîïîëíåíèÿ íóëÿìè ñïåêòðà Xn âðåìåííîãî
ðÿäà xk.

Ïóñòü òåïåðü N = 2n è M = 2m. Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà Xn è ïå-
ðåõîäà îò ñïåêòðà X ′

n ê âðåìåííîìó ðÿäó x′k ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðîöå-
äóðà ÁÏÔ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðåäèñêðåòèçàöèè òðåáóåòñÿ âû-
ïîëíèòü N logN +N ′ logN ′ = N logN +MN(logN +logM) = O(MN logN)
óìíîæåíèé. Çäåñü óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó ñäâèãà íóëÿ: x̂k = (−1)kxk.
Òîãäà ïðè 1 ⩽ n ⩽ N − 1 ïîëó÷àåì:

X̂ ′
d+n = X̂n, d = (N ′ −N)/2.

Îòäåëüíî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü íåïàðíûé îòñ÷åò ñ èíäåêñîì n = 0, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé â ñïåêòðå X̂n ÷àñòîòå Íàéêâèñòà, êîòîðûé ïåðåñòàåò áûòü íåïàð-
íûì â ñïåêòðå X̂ ′

n. Ìîùíîñòü ýòîé ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé äîëæíà áûòü
ðàñïðåäåëåíà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè îòñ÷åòàìè ñïåêòðà X̂ ′

n:

X̂ ′
d = X̂ ′

d+N = X̂0/2.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðó áûñòðîé ïåðåäèñêðåòèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü
è äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ, äëèíà êîòîðûõ N íå ÿâëÿåòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ äâîé-
êè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåä âûïîëíåíèåì ÁÏÔ ïðîâîäÿò äîïîëíåíèå âðåìåííîãî
ðÿäà íóëÿìè. Ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà x′k ñëåäóåò óñå÷ü åãî
äî äëèíû N ′ = MN . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíîå èñêëþ÷åíèå ïî-
ñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé óìåíüøàåò ïîòåðè òî÷íîñòè ïðè ÁÏÔ, à ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ïðîöåäóðû äîïîëíåíèÿ íóëÿìè îíî ñòàíîâèòñÿ íåîáõîäèìûì.

Çàäà÷à 10.1. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, âûïîëíÿþùóþ ïðîöåäóðó áûñòðîé
ïåðåäèñêðåòèçàöèè ñ ïîìîùüþ ÁÏÔ.

10.4 Ôèëüòðàöèÿ ïðè äåöèìàöèè

×àñòî ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïðîðåäèòü
âðåìåííîé ðÿä, ò. å. çàìåíèòü åãî áîëåå êîðîòêèì âðåìåííûì ðÿäîì. Ïðî-
ðåæèâàíèå îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïðîñòîãî îòáðàñûâàíèÿ îòñ÷åòîâ.
Íàïðèìåð ïðè ïðîðåæèâàíèè âäâîå îòáðàñûâàþò êàæäûé âòîðîé îòñ÷åò èñ-
õîäíîãî ñèãíàëà. Îïåðàöèÿ ïðîðåæèâàíèÿ ñèãíàëà â öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèã-
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íàëîâ íàçûâàåòñÿ äåöèìàöèåé55. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè â ýòîì ðàçäåëå ïîä äå-
öèìàöèåé áóäåì ïîíèìàòü ïðîðåæèâàíèå ñèãíàëà âäâîå.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàöèÿ äåöèìàöèè êîððåêòíà
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëó÷àþùèéñÿ ïîñëå íåå èíòåðâàë äèñêðåòèçà-
öèè ïðîäîëæàåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Íàéêâèñòà. Ïóñòü èñõîäíûé ñèãíàë
ïðè ÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè f1 = τ−1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Íàéêâèñòà. Òî-
ãäà ñïåêòð ñèãíàëà îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷àñòîòîé f∗ = f1/2. Ïîñëå äåöèìàöèè
÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè ñòàíåò ðàâíà f2 = f1/2 = (2τ)−1 è ñïåêòð äîëæåí
áûòü îãðàíè÷åí ñâåðõó óæå ÷àñòîòîé f∗∗ = f2/2 = f∗/2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
êîððåêòíîñòè äåöèìàöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ñïåêòðå îòñóòñòâîâàëè ñîñòàâ-
ëÿþùèå â äèàïàçîíå ÷àñòîò [f∗/2, f∗], ò. å. ïðàâàÿ ïîëîâèíà ñïåêòðà ñèãíàëà
äîëæíà áûòü íóëåâîé.

Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ äåöèìàöèÿ ñèãíàëà, ñîäåðæàùåãî ñïåêòðàëüíûå ñî-
ñòàâëÿþùèå ñ ÷àñòîòàìè f > f∗/2. Ïî òåîðåìå î íàëîæåíèè ñïåêòð ïîëó÷åí-
íîãî ïîñëå äåöèìàöèè ñèãíàëà èìååò âèä

X2(f) = f2 [X(f − f2) +X(f) +X(f + f2)] ,

ãäå X(f) � ñïåêòð èñõîäíîãî ñèãíàëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f2 = f∗, ïðèõîäèì ê âû-
âîäó, ÷òî â ñïåêòðàëüíûé îòñ÷åò ñ ÷àñòîòîé 0 ⩽ f < f∗/2 âíåñåò âêëàä òàêæå
è ñïåêòðàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñ ÷àñòîòîé f∗/2 < f∗ − f ⩽ f∗. Ñïåêòðàëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ ñ ÷àñòîòîé f∗ − f > f∗/2, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ êàê ñîñòàâëÿþùàÿ
ñ ÷àñòîòîé f < f∗/2, íàçûâàåòñÿ ¾äóõîì¿56. Äëÿ çâóêîâûõ ñèãíàëîâ ¾äóõè¿
ïðîÿâëÿþòñÿ êàê íåïðèÿòíûé ìåòàëëè÷åñêèé ëÿçã.

Íà ïðàêòèêå îïåðàöèÿ ïðîðåæèâàíèÿ óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà ñóì-
ìàðíàÿ ìîùíîñòü, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ÷àñòîòàõ èç äèàïàçîíà [f∗/2, f∗] ìà-
ëà è åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ ïðîñòî ïðîðåäèòü
ñèãíàë, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå åãî ñïåêòð â äèàïàçîíå [0, f∗/2] îêàæåòñÿ
çàãðÿçíåí ¾äóõàìè¿. Ïåðåä äåöèìàöèåé íåîáõîäèìî ïóòåì ôèëüòðàöèè ïîäà-
âèòü ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñ ÷àñòîòàìè f > f∗/2.

Îïèøåì çäåñü ïðîñòóþ ñõåìó ïðåäâàðèòåëüíîé ôèëüòðàöèè, ïîçâîëÿþ-
ùåé èçáàâèòüñÿ îò äóõîâ ïðè äåöèìàöèè. Ïóñòü èñõîäíûé ñèãíàë xk îáðàáî-
òàí ôèëüòðîì

yk =
1

3
(xk + xk+1 + xk+2),

à çàòåì ñèãíàë yk, â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàáîòàí ôèëüòðîì

zk =
1

4
(yk + yk+1 + yk+2 + yk+3).

55decimation
56alias frequency
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Ðèñ. 17. À×Õ ôèëüòðà-äåöèìàòîðà

Äëÿ ïåðâîãî ôèëüòðà àìïëèòóäíàÿ ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âû÷èñëÿåòñÿ
òðèâèàëüíî:

Axy(f) = |1 + 2 cos(2πf)|/3.
Äëÿ âòîðîãî ôèëüòðà èìååì

Hyz(f) =
1

4
[1 + exp(−i2πf) + exp(−i2π(2f)) + exp(−i2π(3f))] =

=
1

4
· 1− exp(−i2π(4f))

1− exp(−i2πf)
=

exp(−i2π(2f))

4 exp(−i2πf/2)
· exp(i2π(2f))− exp(−i2π(2f))

exp(i2πf/2)− exp(−i2πf/2)
,

îòêóäà

Ayz(f) =

∣∣∣∣ sin 2π(2f)4 sin 2πf/2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ sin 4πf4 sin πf

∣∣∣∣ .
Ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëó, íåïîñðåäñòâåííî âûðàæàþùóþ zk ÷åðåç xk:

zk =
1

12
(xk + 2xk+1 + 3xk+2 + 3xk+3 + 2xk+4 + xk+5).

×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà, ïðåîáðàçóþùåãî xk â zk, ïîëó÷àåòñÿ êàê
ïðîèçâåäåíèå ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê Axy(f) è Ayz(f):

Axz(f) =

∣∣∣∣ sin 4πf12 sin πf
[1 + 2 cos(2πf)]

∣∣∣∣ .
Íà ðèñóíêå 17 ïîêàçàíà À×Õ ïîñòðîåííîãî ôèëüòðà â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñ-
øòàáå.

10.5 Ôèëüòðû â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè

Çäåñü ðàññìîòðåíà ðåàëèçàöèÿ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ â ñïåêòðàëüíîé îá-
ëàñòè. Èíîãäà ñïåêòðàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ôèëüòðîâ îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
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óäîáíîé, íåñìîòðÿ íà íåâîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé ðåàëèçàöèè äëÿ
ôèëüòðàöèè â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè. Êðîìå ëèíåéíûõ ÖÔ, â ñïåê-
òðàëüíîé îáëàñòè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû íåêîòîðûå ïðîñòûå íåëèíåéíûå
ñõåìû ôèëüòðàöèè.

Ëèíåéíûé ôèëüòð â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè

Òåîðèÿ öèôðîâûõ ôèëüòðîâ áûëà ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà âûøå, íî
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ
è íåñêîëüêî áîëåå îãðàíè÷åííàÿ ñõåìà. Îïèñàííûé âàðèàíò ôèëüòðà îòëè-
÷àåòñÿ ïðîñòîòîé ðåàëèçàöèè, íî, íåñìîòðÿ íà ýòî, ìîæåò áûòü ñ óñïåõîì
èñïîëüçîâàí äëÿ ïðîñòîé îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ðàññìîòðèì âðåìåííîé ðÿä xk ïðè 0 ⩽ k < N , ñî ñïåêòðîì Xn. Ïóñòü
âðåìåííîé ðÿä xk ïîëó÷åí äèñêðåòèçàöèåé èñõîäíîãî ñèãíàëà ñ èíòåðâàëîì
äèñêðåòèçàöèè τ . Òîãäà îòñ÷åò ñïåêòðà ñ èíäåêñîì n ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ñ ÷àñòîòîé fn = n∆f , ãäå ∆f = 1/(Nτ). Ïóñòü ñïåêòð Yn

ïîëó÷åí èç ñïåêòðà Xn ïî ïðàâèëó

Yn = H(n∆f)Xn,

ãäå H(f) � ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôèëüòðà. Ïåðåéäåì òåïåðü îò ñïåê-
òðà Yn ê ñèãíàëó yk. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ðåàëèçóåò ôèëüòð ñ ÷àñòîòíîé
õàðàêòåðèñòèêîé H(f) â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Îòìåòèì, ÷òî òàêóþ ðåàëè-
çàöèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî â ñèòóàöèè, êîãäà âñå îòñ÷åòû èñõîäíîãî
âðåìåííîãî ðÿäà çàðàíåå èçâåñòíû. Îïèñàííàÿ ñõåìà íåïðèìåíèìà, êîãäà îò-
ñ÷åòû âðåìåííîãî ðÿäà ïîñòóïàþò â ïðîöåññå èõ èçìåðåíèÿ è äîëæíû îáðà-
áàòûâàòüñÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè. Ôèëüòðû, äîïóñêàþùèå ðàáîòó â ðåàëüíîì
âðåìåíè, ðåàëèçóþòñÿ âî âðåìåííîé îáëàñòè è çàäàþòñÿ èìïóëüñíîé õàðàê-
òåðèñòèêîé.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè
îïèñàííîé ñõåìû. ÑïåêòðXn èñõîäíîãî ñèãíàëà ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ èñïîëüçî-
âàíèåì îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà, çà èñêëþ÷åíèåì
ïðèìåíåíèÿ âçâåøèâàþùåãî îêíà âî âðåìåííîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì ïðèõîäèò-
ñÿ ñìèðèòüñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ, âíîñèìîé çà ñ÷åò ïðîñà÷èâàíèÿ çà-
äåðæèâàåìûõ ÷àñòîò â îáëàñòü ïðîïóñêàíèÿ ôèëüòðà ïðè ñâåðòêå ñî ñïåêòðîì
ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà. Ïðîöåäóðû äîïîëíåíèÿ ñèãíàëà íóëÿìè è èñêëþ÷åíèÿ
ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé èñïîëüçóþòñÿ â íåèçìåííîì âèäå.

Ïðè çàäàíèè ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî åå
ñâîéñòâà äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ñ ïîðÿäêîì îòñ÷åòîâ ñïåêòðà Xn. Çäåñü
óäîáíî ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó ñäâèãà íóëÿ è ïåðåéòè ê ñèãíàëó x̂k = (−1)kxk.
Â ýòîì ñëó÷àå è ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ïðèõîäèòñÿ ñäâèãàòü âïðàâî
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íà 1/2τ :

Ŷn = H((n−N/2)∆f)X̂n.

Äëÿ ñèãíàëà ŷk ïðîèçâîäèòñÿ îáðàòíûé ñäâèã íóëÿ: yk = (−1)kŷk.

Íåëèíåéíàÿ ïîðîãîâàÿ ôèëüòðàöèÿ

Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ îïèñàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñõåìû ôèëü-
òðàöèè, ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ ïîäàâëåíèÿ ìàëîìîùíûõ ñëó÷àéíûõ øóìîâ.
Âî âñåõ âðåìåííûõ ðÿäàõ, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå íàòóðíûõ èçìåðåíèé,
ïðèñóòñòâóåò øóì (ïîìåõè), îáóñëîâëåííûé ðàçëè÷íûìè íàâîäêàìè. Îáðà-
çóåì ñïåêòð Yn èç ñïåêòðà Xn èñõîäíîãî ñèãíàëà xk ïî ïðàâèëó

Yn =


X0 n = 0

0 n = N/2

θε(Xn) else

,

ãäå

θε(s) =

{
s 2|s|2 > ε

0 2|s|2 ⩽ ε

è ε > 0 � ïîðîã ïðîïóñêàíèÿ ôèëüòðà. Ýòà ôîðìóëà óæå ó÷èòûâàåò ñïå-
öèôè÷åñêóþ ñèììåòðè÷íóþ ñòðóêòóðó äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè âåùå-
ñòâåííîãî ñèãíàëà. Ôèëüòð ïðîïóñêàåò âûñîêîàìïëèòóäíûå ñïåêòðàëüíûå ñî-
ñòàâëÿþùèå, çàäåðæèâàÿ íèçêîàìïëèòóäíûå. Â êà÷åñòâå ïîðîãà ïðîïóñêàíèÿ
÷àñòî âûáèðàþò íåêîòîðóþ äîëþ îò ìîùíîñòè ñàìîé ìîùíîé ñïåêòðàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ñèãíàëà. Ïðåäâàðèòåëüíîå èñêëþ÷åíèå ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü ïîòåðè òî÷íîñòè ïðè ÁÏÔ, à äîïîëíåíèå íóëÿìè
èñïîëüçóåòñÿ â íåèçìåííîì âèäå. Òàêàÿ íåëèíåéíàÿ ïîðîãîâàÿ ôèëüòðàöèÿ
áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåì ïðåäïîëîæåíèè: â øóìå ïðèñóòñòâóþò âñå ÷àñòîòû
è ìîùíîñòü øóìà ¾ðàçìàçûâàåòñÿ¿ ïî âñåé îñè ÷àñòîò. Ïðè ýòîì è òàê ìà-
ëàÿ ìîùíîñòü øóìà îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî îñè ÷àñòîò,
ïîðîæäàÿ óæå ñîâñåì ìàëîìîùíûå øóìîâûå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå.

Íåëèíåéíàÿ ïîðîãîâàÿ ôèëüòðàöèÿ èíîãäà îêàçûâàåòñÿ óäèâèòåëüíî ýô-
ôåêòèâíûì ìåòîäîì. Îñîáåííî óäîáíî èñïîëüçîâàòü òàêîé ôèëüòð â çàäà÷å
óäàëåíèÿ øóìà èç çàïèñè óçêîïîëîñíîãî ïðîöåññà. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðè-
ìåð ïðèìåíåíèÿ ïîðîãîâîé ôèëüòðàöèè.

Ðàññìîòðèì ñèãíàë x∗k âèäà

x∗k = sin

(
2πf1

k

128

)
+ cos

(
2πf2

k

128

)
, 0 ⩽ k < 128

117



Ðèñ. 18. Ñëåâà � èñõîäíûé ñèãíàë x∗k, ñïàâà � çàøóìëåííûé ñèãíàë xk

Ðèñ. 19. Ñëåâà � ñïåêòð ñèãíàë xk, ñïàâà � ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè

ïðè f1 = 7 è f2 = 12. Ãðàôèê ýòîãî ñèãíàëà ïîêàçàí íà ðèñóíêå 18 ñëåâà.
Ñïðàâà ïîêàçàí ¾çàøóìëåííûé¿ âàðèàíò ýòîãî ñèãíàëà xk, êîòîðûé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé

xk = x∗k + sk,

ãäå sk � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [−1, 1].
Âû÷èñëèì ñïåêòð Xn ñèãíàëà xk. Ñïåêòð ìîùíîñòè ïîêàçàí íà ðèñóíêå 19

ñëåâà. Èñõîäíûé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ óçêîïîëîñíûì, ïîýòîìó åãî ìîùíîñòü âñÿ
ñîñðåäîòî÷åíà â óçêîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå è ñïåêòðàëüíûì ñîñòàâëÿþùèì
ñèãíàëà ñîîòâåòñòâóþò âûñîêîàìïëèòóäíûå êîìïîíåíòû ñïåêòðà. Íàîáîðîò,
ñïåêòð øóìà øèðîêîïîëîñåí è ìîùíîñòü øóìà îêàçûâàåòñÿ ¾ðàçìàçàííîé¿
ïî âñåìó ÷àñòîòíîìó äèàïàçîíó, ïîýòîìó àìïëèòóäà êàæäîé øóìîâîé ñïåê-
òðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé îêàçûâàåòñÿ íåáîëüøîé.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíó ε = 0.03. Âû÷èñëÿÿ
îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ñïåêòðà Yn, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èñõîäíûé ñèã-
íàë x∗k, âûäåëèâ åãî èç øóìà. Ðåçóëüòèðóþùèé ñèãíàë ïîêàçàí íà ðèñóíêå 19
ñïðàâà. Âèäíî, ÷òî èñõîäíûé ñèãíàë âîññòàíîâëåí ñ íåïëîõîé òî÷íîñòüþ, ïðè
áîëüøîé àìïëèòóäå øóìà.

10.6 Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ðàçíîñòíûõ ñõåì

Ðàçíîñòíûå ñõåìû, ïðèìåíÿåìûå â ÷èñëåííîì àíàëèçå, ñ òî÷êè çðåíèÿ
öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ÿâëÿþòñÿ öèôðîâûìè ôèëüòðàìè è ìîãóò àíà-
ëèçèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçâèòûõ íàìè ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ. Îêàçûâàåò-

118



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Ðèñ. 20. ×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñõåìû ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî

ñÿ, ÷òî òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì è ïîçâîëÿåò ëåãêî âû-
ÿñíèòü íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà øèðîêî óïîòðåáëÿåìûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå

Ïðè îáðàáîòêå ðåàëüíûõ äàííûõ ÷àñòî èñïîëüçóþò ïðîöåäóðó, íàçûâàå-
ìóþ ñãëàæèâàíèåì ïî ìåòîäó ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî57 è îïèñûâàåìóþ â ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî 3-òî÷å÷íîãî ñãëàæèâàíèÿ ôîðìóëîé:

yk =
1

3
(xk−1 + xk + xk+1).

Âû÷èñëèì ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïîëî-
æèì äëÿ ýòîãî

xk = exp(i2πfk).

Òîãäà

yk =
1

3
[exp(i2πf(k − 1)) + exp(i2πfk) + exp(i2πf(k + 1))] =

=
1

3
[exp(−i2πf) + 1 + exp(i2πf)] exp(i2πfk)

è

H(ω) =
1

3
[exp(−i2πf) + 1 + exp(i2πf)] =

1

3
(1 + 2 cos 2πf).

Ãðàôèê àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà ñãëàæèâà-
íèÿ ïîêàçàí íà ðèñóíêå 20. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çäåñü ìû ïðîñòî èìååì äåëî
ñ ôèëüòðîì íèçêèõ ÷àñòîò. Âîîáùå âñå ñãëàæèâàþùèå ôèëüòðû ÿâëÿþòñÿ
ïî ñóòè ôèëüòðàìè íèçêèõ ÷àñòîò.
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Ðèñ. 21. À×Õ ôèëüòðîâ èç äâóïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà

Äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôèëüòðîâ

Ðàññìîòðèì äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ôèëüòðîâ

yk = axk−2 + bxk−1 + cxk + bxk+1 + axk+2.

Òàêîé ôèëüòð èìååò ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó âèäà

H(f) = a exp(−i4πf) + b exp(−i2πf) + c+ b exp(i2πf) + a exp(i4πf) =

= 2a cos(4πf) + 2b cos(2πf) + c.

Áóäåì ïîäáèðàòü ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷àëñÿ ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò,
óäîâëåòâîðÿþùèé íåêîòîðûì óñëîâèÿì. Òàê êàê ìû ñèíòåçèðóåì ôèëüòð íèç-
êèõ ÷àñòîò, òî åñòåñòâåííî ïîëîæèòü H(0) = 1 è H(1/2) = 0. Ýòè óñëîâèÿ
ïîçâîëÿþò èñêëþ÷èòü äâà èç òðåõ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ:

H(0) = 2a+ 2b+ c = 1,

H(1/2) = 2a− 2b+ c = 0,

îòêóäà b = 1/4, c = 1/2− 2a è

H(f) = 2a cos(4πf) +
1

2
cos(2πf) +

1

2
− 2a.

Çíà÷åíèå îñòàâøåãîñÿ ïàðàìåòðà ìîæíî ïîäîáðàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî,
ðàññìàòðèâàÿ ãðàôèêè ôóíêöèèH(f) ïðè ðàçíûõ a è âûáèðàÿ íàèáîëåå óäà÷-
íûé. Ìû çäåñü ïîñòóïèì èíà÷å � äîáàâèì ê óæå ñôîðìóëèðîâàííûì óñëîâè-
ÿì íà ïàðàìåòðû åùå îäíî íåçàâèñèìîå óñëîâèå, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåå
ïàðàìåòð a. Âûáðàòü òàêîå óñëîâèå ìîæíî ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ.

57moving average (MA)
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Óñëîâèå ñèìåòðè÷íîñòè. Âûáîð óñëîâèÿ

H(1/4) = 1/2

äàåò a = 0 è c = 1/2 è ïðèâîäèò ê ôèëüòðó ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé

1

4
(0, 1, 2, 1, 0).

Ýòîò ôèëüòð â íåêîòîðîì ñìûñëå ¾ñàìûé ñèììåòðè÷íûé¿ ñðåäè ôèëüòðîâ
íàøåãî ñåìåéñòâà.
Óñëîâèå âûñîêîãî êà÷åñòâà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ. Âûáîð óñëîâèÿ

H(1/4) = 1

äàåò a = −1/8 è c = 3/4 è ïðèâîäèò ê ôèëüòðó ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòè-
êîé

1

8
(−1, 2, 6, 2,−1).

Ýòîò ôèëüòð õîðîøî ïðîïóñêàåò ÷àñòîòû èç îòðåçêà [0, 1/4].
Óñëîâèå âûñîêîãî êà÷åñòâà âáëèçè íóëÿ. Âûáîð óñëîâèÿ

H ′′(0) = 0

äàåò a = −1/16 è c = 5/8 è ïðèâîäèò ê ôèëüòðó ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòè-
êîé

1

16
(−1, 4, 10, 4,−1).

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè â íóëå ðàâíà
íóëþ âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïàðàìåòðà a. Ýòîò ôèëüòð î÷åíü õîðîøî
ïðîïóñêàåò ÷àñòîòû, áëèçêèå ê íóëåâîé ÷àñòîòå.

Ãðàôèêè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê âñåõ îïèñàííûõ â ýòîì ïóíêòå ôèëü-
òðîâ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 21.

Äèôôåðåíöèðóþùèå ôèëüòðû

Ðàññìîòðèì äâå ðàñïðîñòðàíåííûå ñõåìû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âðåìåííîãî
ðÿäà:

yk = xk − xk−1,

yk = (xk+1 − xk−1)/2.

×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ôèëüòðîâ ìîãóò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíû:

H(f) = 2 sin(πf)i exp(−iπf),

H(f) = i sin(2πf).
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Ðèñ. 22. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè äèôôåðåíöèðóþùèõ ôèëüòðîâ
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Ðèñ. 23. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè èíòåãðèðóþùèõ ôèëüòðîâ

Àìïëèòóäíûå õàðàêòåðèñòèêè îáåèõ ñõåì ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 22. Èç ðèñóí-
êà âèäíî, ÷òî âòîðàÿ ñõåìà îáëàäàåò çíà÷èòåëüíî ëó÷øèìè ñïåêòðàëüíûìè
ñâîéñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâàÿ ñõåìà óäâàèâàåò
àìïëèòóäó øóìà ñ ÷àñòîòîé Íàéêâèñòà, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ ñõåìà òàêîé
øóì ( è âñå âûñîêî÷àñòîòíûå øóìû) ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïîäàâëÿåò.

Èíòåãðèðóþùèå ôèëüòðû

Ðàññìîòðèì òðè ðàçíîñòíûå ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà:

yk = yk−1 + xk,

yk = yk−1 + (xk + xk−1)/2,

yk = yk−2 + (xk + 4xk−1 + xk−2)/3,

â êîòîðûõ ëåãêî óçíàòü ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òðàïåöèé
è Ñèìïñîíà èíòåãðèðîâàíèÿ ñåòî÷íîé (äèñêðåòèçèðîâàííîé) ôóíêöèè.

Ëåãêî îòûñêàòü ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðîâ, çàäàííûõ ïðèâå-
äåííûìè âûøå ôîðìóëàìè. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïåð-
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Ðèñ. 24. Îòíîøåíèå A(ω)/A∗(ω) äëÿ èíòåãðèðóþùèõ ôèëüòðîâ

âîãî èç âûïèñàííûõ ôèëüòðîâ. Ïîëîæèì xk = exp(i2πfk). Òîãäà

H(f) exp(i2πfk) = H(f) exp(i2πf(k − 1)) + exp(i2πfk)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
H(f)(1− exp(−i2πf)) = 1,

îòêóäà
H(f) = [1− exp(−i2πf)]−1.

Âûïèøåì ðåçóëüòàò äëÿ àìïëèòóäíûõ õàðàêòåðèñòèê:

A(f) = |2 sin(πf)|−1

A(f) = | cos(πf)| · |2 sin(πf)|−1

A(f) = (2 + cos(2πf)) · |3 sin(2πf)|−1.

Ãðàôèêè àìïëèòóäíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 23.
Èäåàëüíûì èíòåãðèðóþùèì ôèëüòðîì íàçûâàåòñÿ ôèëüòð, ïðåîáðàçóþ-

ùèé ñèãíàë xk = x(kτ) â ñèãíàë yk = y(kτ), ãäå

y(t) =

∫ t

−∞
x(s)ds.

Ëåãêî âû÷èñëèòü àìïëèòóäíóþ õàðàêòåðèñòèêó èäåàëüíîãî èíòåãðàòîðà:
A∗(ω) = |2πf |−1.

Âû÷èñëèì äëÿ êàæäîãî èç ðàññìîòðåííûõ èíòåãðèðóþùèõ ôèëüòðîâ îò-
íîøåíèå åãî àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêè ê õàðàêòåðèñòèêå èäåàëüíîãî èí-
òåãðàòîðà. Ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî:

A(f)/A∗(f) = |πf | · | sin(πf)|−1,

A(f)/A∗(f) = |πf | · | sin(πf)|−1 · | cos(πf)|,
A(f)/A∗(f) = |2πf | · | sin(2πf)|−1 · (2 + cos(2πf))/3.
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Íà ðèñóíêå 24 ïîêàçàíû ãðàôèêè âû÷èñëåííûõ îòíîøåíèé. Íà íèçêèõ
÷àñòîòàõ çàìåòíî ïðåâîñõîäñòâî ôîðìóëû Ñèìïñîíà � ñîîòâåòñòâóþùèé åé
ãðàôèê îòíîøåíèÿ A(f)/A∗(f) ëåæèò áëèæå äðóãèõ ê åäèíèöå. Îäíàêî ïðè
íàëè÷èè â ñèãíàëå âûñîêî÷àñòîòíûõ øóìîâ (ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê ÷àñòîòå
Íàéêâèñòà) ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ñèìïñîíà ñòàíîâèòñÿ îïàñíûì, ò. ê. øóì
íà ÷àñòîòå Íàéêâèñòà óñèëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ôèëüòðîì â áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç! Çäåñü óæå ëó÷øåé ñòàíîâèòñÿ ôîðìóëà òðàïåöèé, êîòîðàÿ âîâñå
íå ïðîïóñêàåò âûñîêî÷àñòîòíûé øóì.

Âûâîäû è çàìå÷àíèÿ

Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ èñïîëüçóåìûõ íàìè ìåòîäîâ îáðàáîòêè äàííûõ
ÿâëÿåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü (èëè íåóñòîé÷èâîñòü) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èç-
ìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ìàëîå øåâåëåíèå ðåøàåìîé
çàäà÷è äîëæíî ïðèâîäèòü ê ìàëîìó èçìåíåíèþ îòâåòà. Ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå
â ñèòóàöèè îòñóòñòâèÿ óñòîé÷èâîñòè, âåðîÿòíî, ëèøåíî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.
Â òî æå âðåìÿ äëÿ áîëüøèíñòâà ìåòîäîâ äîñòàòî÷íî ïîëíîå èññëåäîâàíèå èõ
ñâîéñòâ îòñóòñòâóåò. Áîëåå òîãî, ìåòîäû, óñòîé÷èâûå â îäíîé ñèòóàöèè, ìîãóò
îêàçàòüñÿ íåóñòîé÷èâûìè â äðóãîé. Ñâîéñòâà èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà îáðàáîò-
êè ïî îòíîøåíèþ ê øóìó âî âõîäíûõ äàííûõ ÿâëÿþòñÿ ìîùíåéøåé èç äî-
ñòóïíûõ õàðàêòåðèñòèê óñòîé÷èâîñòè. Ëþáàÿ øèðîêî èñïîëüçóåìàÿ ÷èñëåí-
íàÿ ôîðìóëà äîëæíà áûòü èññëåäîâàíà ñ òî÷êè çðåíèÿ åå îòíîøåíèÿ ê íàëè-
÷èþ øóìà. Òàêîé ïîäõîä äàåò íîâûé âçãëÿä íà ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîñêîëüêó
áîëüøèíñòâî ïîïóëÿðíûõ ôîðìóë âûñîêîãî ïîðÿäêà îêàçûâàþòñÿ íåóäîâëå-
òâîðèòåëüíûìè â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Êðîìå òîãî, ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà
ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ ÷àñòî ïîçâîëÿþò ãëóáæå ïîíÿòü èõ ïðèðîäó.

Çäåñü ìû ïðîöèòèðóåì îòðûâîê èç êíèãè [Õåììèíã, 1972], ÷òîáû îáðàòèòü
âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà íåêîòîðûå îïàñíûå ïîäâîäíûå êàìíè, õàðàêòåðíûå äëÿ
ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíûõ äàííûõ:

¾Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî êàêóþ-íèáóäü ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
íåêîòîðóþ ¾ôèëüòðàöèþ¿ ôóíêöèè. Â ïðîøëîì, ïîêà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ òåîðèÿ íå áûëà äîñòàòî÷íî ÿñíà, íåðåäêî ñëó÷àëîñü,
÷òî íåêîòîðûå íåâèííî âûãëÿäåâøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, âûïîëíåí-
íûå íà ðàííåé ñòàäèè âû÷èñëåíèé, ñóùåñòâåííî âëèÿëè íà ïîëó-
÷åííûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé çàòåì èíòåðïðåòèðîâàëñÿ êàê ôèçè÷å-
ñêèé ýôôåêò, à íå êàê ýôôåêò îáðàáîòêè äàííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäñòàâèì ñåáå áåëûé øóì (â êîòîðîì,
êàê è â áåëîì ñâåòå, ïðèñóòñòâóþò âñå ÷àñòîòû ñ îäèíàêîâîé àì-
ïëèòóäîé, íî ñëó÷àéíîé ôàçîé) è ïðè îáðàáîòêå åãî óäàëèì ïî-
÷òè âñå ÷àñòîòû, êðîìå íåáîëüøîãî èíòåðâàëà; òîãäà ïîñëåäóþ-
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Ðèñ. 25. Àäàïòèâíûé ôèëüòð

ùèé àíàëèç ïîêàçàë áû íàëè÷èå ïðåîáëàäàþùåé ÷àñòîòû, è îäíà
è òà æå ÷àñòîòà ïîÿâëÿëàñü áû íåçàâèñèìî îò èñòî÷íèêà áåëîãî
øóìà, áóäü òî ðûíî÷íûå öåíû èëè êîëè÷åñòâî ïÿòåí íà Ñîëíöå.¿

10.7 Àäàïòèâíûå ôèëüòðû

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû âñåãäà ðàññìàòðèâàëè ñòàòè÷åñêèå ôèëüòðû, ñòðóê-
òóðà êîòîðûõ âûáèðåòñÿ íà ýòàïå ñèíòåçà è îñòàåòñÿ íåèçìåííîé â ïðîöåññå
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè àäàïòèâ-
íûå ñõåìû ôèëüòðàöèè, â êîòîðûõ ñòðóêòóðà ôèëüòðà äèíàìè÷åñêè èçìåíÿ-
åòñÿ âî âðåìÿ åãî ðàáîòû. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå àäàïòèâíûé ôèëüòð58 ñîñòîèò
èç îáû÷íîãî ÊÈÕ-ôèëüòðà è àëãîðèòìà àäàïòàöèè, äèíàìè÷åñêè èçìåíÿþ-
ùåãî êîýôôèöèåíòû ôèëüòðà. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîé ôèëüòð íå ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé ñèñòåìîé, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ÊÈÕ-ôèëüòðà çàâèñÿò îò âõîä-
íîãî ñèãíàëà. Çäåñü ìû îïèøåì ïðîñòåéøóþ è íàèáîëåå óïîòðåáèìóþ ñõåìó
àäàïòèâíîé ôèëüòðàöèè, ïðèíàäëåæàùóþ Âèäðîó è Õîôôó59.

Íà ðèñóíêå 25 ïîêàçàíà îáùàÿ ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà àäàïòèâíîãî ôèëüòðà.
Áëîê, îáîçíà÷åííûé áóêâàìè AF (adaptive �lter), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîá-
ñòâåííî àäàïòèâíûé ôèëüòð. Íà âõîä àäàïòèâíîãî ôèëüòðà ïîäàåòñÿ âõîäíîé
ñèãíàë xk è ñèãíàë îøèáêè εk. Âûõîäíîé ñèãíàë yk îáðàçóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ ôîðìóëîé

yk =
n−1∑
j=0

akjxk−j,

ãäå n � ïîðÿäîê ôèëüòðà, à akj � åãî êîýôôèöèåíòû íà k-ì øàãå. Ñ÷èòàåò-
ñÿ, ÷òî îòñ÷åòû âõîäíîãî ñèãíàëà xk ïîäàþòñÿ íà âõîä àäàïòèâíîãî ôèëüòðà
ïî îäíîìó â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè. Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòì àäàï-
òàöèè ïðîèçâîäèò èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ôèëüòðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

58adaptive �lter
59Widrow B., Winter R. Neural Nets for Adaptive Filtering and Adaptive Pattern Recognition //Computer.

1988. N 3.
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ïî âîçìîæíîñòè ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíèé êâàäðàò ñèãíàëà îøèáêè εk:

E =
⟨
ε2k
⟩
→ min .

Ñèãíàë îøèáêè ïîëó÷àåòñÿ êàê ðàçíîñòü âûõîäíîãî ñèãíàëà ôèëüòðà è öåëå-
âîãî ñèãíàëà dk:

εk = dk − yk.

Ïî ñóòè, àëãîðèòì àäàïòàöèè èçìåíÿåò ñòðóêòóðó ôèëüòðà òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âûõîäíîé ñèãíàë êàê ìîæíî ìåíüøå îòëè÷àëñÿ îò öåëåâîãî ñèãíàëà:

E =
⟨
(dk − yk)

2
⟩
→ min .

Àëãîðèòì àäàïòàöèè

Îïèøåì àëãîðèòì àäàïòàöèè, ïðåäëîæåííûé Âèäðîó è Õîôôîì è íàçûâà-
åìûé òàêæå äåëüòà-ïðàâèëîì Âèäðîó�Õîôôà60. Ðàññìîòðèì âåêòîð Ak ∈ Rn

êîýôôèöèåíòîâ ôèëüòðà íà k-ì øàãå61:

Ak = [a0, . . . , an−1]
T .

Íà êàæäîì øàãå âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó ∆Ak ∈ Rn:

Ak+1 = Ak +∆Ak.

Ðàññìîòðèì òàêæå âõîäíîé âåêòîð Xk, ñîñòîÿùèé èç òåõ îòñ÷åòîâ âõîäíî-
ãî ñèãíàëà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ k-ãî îòñ÷åòà âûõîäíîãî
ñèãíàëà yk:

Xk = [xk, xk−1, . . . , xk−(n−1)]
T .

Âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà äëÿ k-ãî îòñ÷åòà âûõîäíîãî ñèãíàëà yk
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

yk = XT
k Ak.

Ñîîòâåòñòâåííî ñèãíàë îøèáêè εk ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå:

εk = dk −XT
k Ak.

Èçìåíåíèå k-ãî îòñ÷åòà ñèãíàëà îøèáêè εk ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíî:

∆εk = ∆(dk −XT
k Ak) = −XT

k ∆Ak.

60Widrow-Ho� delta rule
61Çäåñü ñèìâîë T â êà÷åñòâå âåðõíåãî èíäåêñà îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû.
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Àëãîðèòì àäàïòàöèè Âèäðîó�Õîôôà çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåíåíèè êîýôôè-
öèåíòîâ ôèëüòðà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∆Ak = αεk
Xk

|Xk|
.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîé ñõåìû àäàïòàöèè äåéñòâèòåëüíî ïðî-
èñõîäèò óìåíüøåíèå îøèáêè:

∆εk = ε′k − εk = −αεk
XT

k Xk

|Xk|
= −αεk.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

ε′k = (1− α)εk.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

0 < α < 1,

òî íà êàæäîì øàãå àäàïòàöèè ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå îøèáêè. Âûáîð âåëè-
÷èíû α îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ïðîöåññà àäàïòàöèè.

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àäàïòèâíîãî ôèëüòðà äëÿ
ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ.
Âûäåëåíèå ñèãíàëà èç øóìà. Ïóñòü ïîëåçíûé ñèãíàë sk íàáëþäàåòñÿ
íà ôîíå ìîùíîãî àääèòèâíîãî øóìà nk:

s′k = sk + nk.

Ïóñòü íàáëþäàåìûé çàøóìëåííûé ñèãíàë s′k ïîäàåòñÿ íà öåëåâîé âõîä dk
àäàïòèâíîãî ôèëüòðà. Ïóñòü òàêæå íàáëþäàåòñÿ øóìîâîé ñèãíàë nk, íî ðå-
çóëüòàòîì íàáëþäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë n′

k, ñêîððåëèðîâàííûé ñ çàøóìëÿþ-
ùèì ñèãíàëîì nk. Ñèãíàë n

′
k ïîäàäèì íà âõîä xk àäàïòèâíîãî ôèëüòðà. Ñõåìà

ôèëüòðà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 26. Ôèëüòð ïîëó÷àåò íà âõîä øóì n′
k, ôèëüòðó-

åò åãî è âû÷èòàåò ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè èç çàøóìëåííîãî ñèãíàëà sk + nk.
Âûõîäîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë îøèáêè εk àäàïòèâíîãî ôèëüòðà. Â ïðî-
öåññå àäàïòàöèè ôèëüòð íà÷èíàåò îöåíèâàòü øóì nk ïî âõîäíîìó øóìó n′

k.
Ýòà îñîáåííîñòü îïèñàííîé ñõåìû ôèëüòðàöèè ïîçâîëÿåò óñïåøíî èñïîëüçî-
âàòü åå äëÿ âûäåëåíèÿ ñëàáûõ ñèãíàëîâ èç ìîùíûõ øóìîâ.

Ïðîàíàëèçèðóåì ðàáîòó îïèñàííîãî àäàïòèâíîãî ôèëüòðà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñèãíàëû sk, nk è n′

k ñòàöèîíàðíû è öåíòðèðîâàíû. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,

127



AF
n′
k

sk + nk Σ+ −

-

yk = n̄k

εk = s̄k

-

- �

6q

Ðèñ. 26. Àäàïòèâíàÿ ñèñòåìà ïîäàâëåíèÿ øóìà

÷òî ñèãíàë sk íå êîððåëèðóåò ñ øóìàìè nk è n′
k. Ïî óñëîâèþ øóì n′

k ñêîððå-
ëèðîâàí ñ øóìîì nk. Ðàññìîòðèì âûõîä ñèñòåìû:

εk = sk + nk − yk. (∗)

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà:⟨
ε2k
⟩
=
⟨
s2k
⟩
+
⟨
(nk − yk)

2
⟩
+ 2

⟨
sk(nk − yk)

2
⟩
.

Ïîñêîëüêó ñèãíàë sk íå êîððåëèðîâàí ñ øóìîì nk (ïî óñëîâèþ) è âûõîäîì
àäàïòèâíîãî ôèëüòðà yk (êàê ðåçóëüòàòîì ôèëüòðàöèè nk), òî ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî ïðèíèìàåò âèä: ⟨

ε2k
⟩
=
⟨
s2k
⟩
+
⟨
(nk − yk)

2
⟩
.

Àäàïòèâíûé ôèëüòð ìèíèìèçèðóåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå îøèáêè εk,
ïðè÷åì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå

⟨
s2k
⟩
ñèãíàëà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, ïî-

ýòîìó ôàêòè÷åñêè ïðîèñõîäèò ìèíèìèçàöèÿ âåëè÷èíû:⟨
(nk − yk)

2
⟩
→ min .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîöåññå àäàïòàöèè ïðîèñõîäèò ïîäñòðîéêà êîýôôèöèåíòîâ
ôèëüòðà òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî âûõîä yk îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé îöåíêîé
øóìà nk:

yk = n̄k.

Èç ðàâåíñòâà (∗) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû
⟨
(nk − yk)

2
⟩
îä-

íîâðåìåííî ïðîèñõîäèò ìèíèìèçàöèÿ âåëè÷èíû
⟨
(εk − sk)

2
⟩
, òàê ÷òî ñèãíàë

îøèáêè εk àäàïòèâíîãî ôèëüòðà îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé îöåíêîé ïîëåçíîãî
ñèãíàëà sk:

εk = s̄k.

Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû. Ïóñòü èìååòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà F íåèçâåñòíîé
ñòðóêòóðû, ïðåîáðàçóþùàÿ âõîäíîé ñèãíàë sk â âûõîäíîé ñèãíàë s′k. Îäèí
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yk = s̄′kxk = sk

dk = s′k

εk

Σ+ −F
sk - -

-

6

�q

Ðèñ. 27. Àäàïòèâíàÿ ïðÿìàÿ ìîäåëü

AF
yk = s̄k−mxk = s′k

dk = sk−m

εk

Σ+ −

F

τ−m

sk-

-

-

�

6

q

-

Ðèñ. 28. Àäàïòèâíàÿ îáðàòíàÿ ìîäåëü

èç ñïîñîáîâ èçó÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ñèñòåìû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè åå ìîäåëè,
ò. å. ñèñòåìû ñ èçâåñòíîé ñòðóêòóðîé, âûïîëíÿþùåé òîæå ïðåîáðàçîâàíèå
âõîäíîãî ñèãíàëà.

Ïðè ïðÿìîì ìîäåëèðîâàíèè íà âõîä xk àäàïòèâíîãî ôèëüòðà ïîäàåòñÿ
âõîäíîé ñèãíàë sk ñèñòåìû F , à åå âûõîä (ñèãíàë s′k) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
öåëåâîé âõîä dk àäàïòèâíîãî ôèëüòðà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà àäàïòèâíîãî
ôèëüòðà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 27. Ìèíèìèçèðóåìàÿ îøèáêà εk åñòü îòêëîíå-
íèå ðåàêöèè àäàïòèâíîãî ôèëüòðà îò ðåàêöèè ñèñòåìû F íà îáùèé âõîäíîé
ñèãíàë. Â ðåçóëüòàòå àäàïòàöèè êîýôôèöèåíòîâ ñòðîèòñÿ ìîäåëü ñèñòåìû F
� ñèñòåìà çàäàííîãî ïîðÿäêà, îïòèìàëüíî ïðèáëèæàþùàÿ ïîâåäåíèå ñèñòå-
ìû F . Ïðè ýòîì âûõîä yk àäàïòèâíîãî ôèëüòðà îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé
îöåíêîé îòêëèêà ñèñòåìû F íà âõîäíîé ñèãíàë: yk = s̄′k. Åñëè ïîðÿäîê ìî-
äåëèðóþùåé ñèñòåìû âûáðàí âåðíî, òî ïîñëå îáó÷åíèÿ îíà áóäåò â îòâåò
íà ïðîèçâîëüíûé âõîäíîé ñèãíàë âûäàâàòü òîò æå îòêëèê, ÷òî è ìîäåëè-
ðóåìàÿ ñèñòåìà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûå ïîñëå àäàïòàöèè êîýôôèöèåíòû
àäàïòèâíîãî ôèëüòðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê èìïóëüñíóþ õà-
ðàêòåðèñòèêó ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû.

Âîçìîæåí äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ � òàê íàçû-
âàåìîå îáðàòíîå ìîäåëèðîâàíèå62. Ïðè îáðàòíîì ìîäåëèðîâàíèè íà âõîä xk

62inverse modeling
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yk = s̄kxk = sk−m

dk = sk

εk

Σ+ −

τ−m

SF -

6 6 6 6

sk

sk s̄k+m

-

-

-

- �

6

q

Ðèñ. 29. Àäàïòèâíûé ïðåäèêòîð

àäàïòèâíîãî ôèëüòðà ïîäàåòñÿ âûõîäíîé ñèãíàë s′k ñèñòåìû F , à íà öåëåâîé
âõîä dk ïîäàåòñÿ åå âõîäíîé ñèãíàë sk, çàäåðæàííûé íà m îòñ÷åòîâ. Ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ñõåìà àäàïòèâíîãî ôèëüòðà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 28. Íà ýòîì
ðèñóíêå áëîê, îáîçíà÷åííûé ñèìâîëîì τ−m, îñóùåñòâëÿåò çàäåðæêó âõîäíîãî
ñèãíàëà íà m îòñ÷åòîâ, ò. å. âûõîäíûì ñèãíàëîì ýòîãî áëîêà ÿâëÿåòñÿ ñèãíàë
sk−m. Ôàêòè÷åñêè ïðè îáðàòíîì ìîäåëèðîâàíèè ñòðîèòñÿ ñèñòåìà, îáðàòíàÿ
ê èññëåäóåìîé.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíèðîâàíèå ñõåìû îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñíà÷à-
ëà ïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû m = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà⟨
ε2k
⟩
áóäåò ìàëîé, åñëè ñèñòåìà F è àäàïòèâíûé ôèëüòð, âêëþ÷åííûå ïîñëå-

äîâàòåëüíî è ðàññìàòðèâàåìûå êàê åäèíûé ôèëüòð, áóäóò îñóùåñòâëÿòü òîæ-
äåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå âõîäíîãî ñèãíàëà. Ïðè ýòîì àëãîðèòì àäàïòàöèè
ïîñòðîèò ôèëüòð ñ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé, îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ÷à-
ñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå ñèñòåìû F . Âûáîð íåíóëåâîé âåëè÷èíû çàäåðæêè m
ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷åñòü âîçìîæíûé ôàçîâûé ñäâèã ñèãíàëà,
îñóùåñòâëÿåìûé èññëåäóåìîé ñèñòåìîé.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðåäèêöèÿ. Ïîä ñòàòèñòè÷åñêîé ïðåäèêöèåé ïîíèìàåòñÿ
ïðåäñêàçàíèå áóäóùèõ çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà íà îñíîâå äàííûõ î åãî ïî-
âåäåíèè â ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Âîçìîæíîñòü ñòàòèñòè÷åñêîé
ïðåäèêöèè îñíîâàíà íà íàëè÷èè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæäó ñîñåäíèìè îò-
ñ÷åòàìè âðåìåííîãî ðÿäà.

Ðàññìîòðèì ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ îïòèìàëüíóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðåäèê-
öèþ íà áàçå àäàïòèâíîãî ôèëüòðà. Íà âõîä xk àäàïòèâíîãî ôèëüòðà ïîäà-
åòñÿ èñõîäíûé ñèãíàë sk, çàäåðæàííûé íà m îòñ÷åòîâ (ò. å. ñèãíàë sk−m),
à íà öåëåâîé âõîä dk ïîäàåòñÿ òåêóùèé îòñ÷åò sk âõîäíîãî ñèãíàëà. Ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ñõåìà àäàïòèâíîãî ôèëüòðà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 29. Â ðåçóëü-
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òàòå àäàïòàöèè êîýôôèöèåíòû ôèëüòðà íàñòðàèâàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
àäàïòèâíûé ôèëüòð îñóùåñòâëÿåò îïòèìàëüíîå îöåíèâàíèå òåêóùåãî îòñ÷åòà
âõîäíîãî ñèãíàëà ïî çíà÷åíèÿì åãî n îòñ÷åòîâ (ãäå n � ïîðÿäîê àäàïòèâíîãî
ôèëüòðà), îòñòîÿùèõ îò òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè íà m åäèíèö. Ïîëó÷åí-
íûå êîýôôèöèåíòû èìïîðòèðóþòñÿ âî âñïîìîãàòåëüíûé ôèëüòð SF (slave
�lter). Ýòîò ôèëüòð ïîëó÷àåò íà âõîä òåêóùèé îòñ÷åò sk âõîäíîãî ñèãíàëà
áåç çàäåðæêè è ôîðìèðóåò îïòèìàëüíóþ ïðåäèêöèþ îòñ÷åòà sk+m.

11 Äâóìåðíûå ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò êðàòêî îïèñàíû íåêîòîðûå ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû
îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé èñêëþ÷èòåëüíî ñ öåëüþ äåìîíñòðàöèè ýôôåêòèâ-
íîñòè ñïåêòðàëüíîãî ïîäõîäà â çàäà÷àõ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé. Â îòëè÷èå
îò äðóãèõ ðàçäåëîâ, çäåñü ìû èçëàãàåì òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë êîíñïåêòèâ-
íî, ïîëàãàÿñü íà îïûò ðàáîòû ñî ñïåêòðàìè, êîòîðûé ÷èòàòåëü óæå ïðèîáðåë.
Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî êëþ÷åâûì èäåÿì è îòëè÷èÿì îò îäíîìåðíîãî ñëó-
÷àÿ.

Îáû÷íî ïîä ñèãíàëîì ïîíèìàåòñÿ ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ çà èçìåíåíèåì
íåêîòîðîé âåëè÷èíû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãîâûé ñèãíàë
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, à äèñêðåòíûé ñèãíàë
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë, çàíóìåðîâàííûõ ñ ïîìîùüþ îäíîãî èíäåêñà.
Âàæíûì ñâîéñòâîì òàêîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ò. í. ëèíåéíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ
ñòðóêòóðà îáðàçóþùåé åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë. Ñîñåäíèå îòñ÷åòû ñèã-
íàëà âñåãäà îêàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ñèãíàëà íå ìîæåò
ñèëüíî èçìåíèòüñÿ çà âðåìÿ, ðàâíîå èíòåðâàëó äèñêðåòèçàöèè.

Âàæíûì íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àé äâóìåðíîé êîððåëÿöèîííîé
ñòðóêòóðû, êîòîðîé îáëàäàåò, íàïðèìåð, ïëîñêîå äèñêðåòíîå èçîáðàæåíèÿ
â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî63. Çäåñü ñîñåäíèå (íà ïëîñêîñòè) îòñ÷åòû (ïèêñåëû) èçîá-
ðàæåíèÿ çàâèñèìû, ïîñêîëüêó ÿðêîñòü êàðòèíêè îáû÷íî èçìåíÿåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ìåäëåííî îò ïèêñåëà ê ïèêñåëó. Äâóìåðíûå ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû ïîç-
âîëÿþò èñïîëüçîâàòü ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé îñíîâíóþ èäåþ ñïåêòðàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � èíôîðìàöèÿ î âíóòðåííåé êîððåëÿöèîííîé ñòðóêòóðå
äàííûõ ¾óïàêîâûâàåòñÿ¿ â èñïîëüçóåìûé áàçèñ.

11.1 Äâóìåðíûå ðÿäû Ôóðüå

Ôóíêöèÿ äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x(t1, t2) íàçûâàåòñÿ (T1, T2)-
ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë k1 è k2 ðàâåíñòâî

x(t1 + k1T1, t2 + k2T2) = x(t1, t2)

63grayscale image
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âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïî ïåðåìåííûì t1 è t2.
Ïóñòü çàäàíà (T1, T2)-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ x(t1, t2). Çàôèêñèðóåì t2

è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ xt2(t1) = x(t1, t2). Ôóíêöèÿ xt2(t1) ÿâëÿåòñÿ T1-ïå-
ðèîäè÷åñêîé è ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t2 â ðÿä Ôóðüå:

xt2(t1) = x(t1, t2) =
∞∑

n1=−∞
Cn1

(t2) exp(i2πn1f
0
1 t1),

ãäå f 0
1 = 1/T1.

Ïðè êàæäîì t2 çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà Cn1
(t2) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî

ïî ôîðìóëå:

Cn1
(t2) =

1

T1

∫ T1

0

x(s1, t2) exp(−i2πn1f
0
1 s1)ds1.

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñðàçó ñëåäóåò T2-ïåðèîäè÷íîñòü êîýôôèöèåíòà
Cn1

(t2) êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé t2 è âîçìîæíîñòü ñëåäóþùåãî ðàçëîæåíèÿ:

Cn1
(t2) =

∞∑
n2=−∞

Cn1n2
exp(i2πn2f

0
2 t2),

ãäå f 0
2 = 1/T2 è êîýôôèöèåíòû Cn1n2

ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå

Cn1n2
=

1

T2

∫ T2

0

Cn1
(s2) exp(−i2πn2f

0
2 s2)ds2.

Âûïèøåì òåïåðü ïîëíîñòüþ ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè x(t1, t2):

x(t1, t2) =
∞∑

n1,n2=−∞
Cn1n2

exp[i2π(n1f
0
1 t1 + n2f

0
2 t2)].

Ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Cn1n2
òàêæå ìîæåò áûòü âûïèñàíà ÿâíî:

Cn1n2
=

1

T1T2

∫ T1

0

∫ T2

0

x(s1, s2) exp[−i2π(n1f
0
1 s1 + n2f

0
2 s2)]ds1ds2.

Ïðèåì, ïðèìåíåííûé íàìè ïðè âûâîäå ôîðìóë äâóìåðíîãî ðÿäà Ôó-
ðüå, íîñèò íàçâàíèå ïåðåðàçëîæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ è øèðîêî ïðèìåíÿ-
åòñÿ â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îäíîìåðíûõ ìåòîäîâ
íà äâóìåðíûå äàííûå. Ôàêòè÷åñêè ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ â äâóìåðíûé ðÿä Ôóðüå ïðîèñõîäèò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó âèäà

en1,n2
(t1, t2) = exp[i2π(n1f

0
1 s1 + n2f

0
2 s2)] = exp(i2πn1f

0
1 s1) exp(i2πn2f

0
2 s2).
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Ôóíêöèÿ ýòîãî áàçèñà ñ èíäåêñîì (n1, n2) ïîëó÷åíà ïåðåìíîæåíèåì ôóíêöèé
ñ èíäåêñàìè n1 è n2 èç îáû÷íîãî áàçèñà Ôóðüå. Äâóìåðíûé áàçèñ, îáðàçîâàí-
íûé òàêèì ñïîñîáîì èç îäíîìåðíûõ áàçèñîâ, íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì áàçèñîâ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü áàçèñ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåð-
íîñòè.

11.2 Äâóìåðíîå ÄÏÔ è ÁÏÔ

Äâóìåðíóþ äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ x[k1, k2] (0 ⩽ k1 ⩽ N1 − 1, 0 ⩽
k2 ⩽ N2 − 1) ìîæíî ñ÷èòàòü ðåçóëüòàòîì äèñêðåòèçàöèè äâóìåðíîé (T1, T2)-
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t1, t2):

x[k1, k2] = x(k1τ1, k2τ2),

ãäå τ1 = T1/N1 è τ2 = T2/N2 � èíòåðâàëû äèñêðåòèçàöèè ïî ïåðâîìó è âòîðî-
ìó àðãóìåíòó ñîîòâåòñòâåííî. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âû-
øå îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òåîðèÿ äèñêðåòèçàöèè äëÿ
ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Ìû íå áóäåì çäåñü ïîäðîáíî çàíèìàòüñÿ ýòèìè
âîïðîñàìè.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ïóòåì ôîðìàëüíîé äèñêðåòèçàöèè ôîðìó-
ëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ôîðìóëû äâóìåðíîãî
äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

X[n1, n2] =
1

N1N2

N1−1∑
k1=0

N2−1∑
k2=0

x[k1, k2]W
−n1k1
N1

W−n2k2
N2

,

x[k1, k2] =

N1−1∑
n1=0

N2−1∑
n2=0

X[n1, n2]W
n1k1
N1

W n2k2
N2

.

Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë X[n1, n2] íàçûâàåòñÿ äâóìåðíûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì
ôóíêöèè x[k1, k2].

Ôîðìóëó äëÿ äâóìåðíîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X[n1, n2] =
1

N1

N1−1∑
k1=0

(
1

N2

N2−1∑
k2=0

x[k1, k2]W
−n2k2
N2

)
W−n1k1

N1
.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé áûñòðûé àë-
ãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äâóìåðíîãî ÄÏÔ ñ ïîìîùüþ îäíîìåðíîãî ÁÏÔ, íàçûâà-
åìûé äâóìåðíûì ÁÏÔ. Ïóñòü ôóíêöèÿ x[k1, k2] çàäàíà â âèäå ìàòðèöû èç N1

ñòðîê è N2 ñòîëáöîâ è ïåðâûé èíäåêñ îçíà÷àåò íîìåð ñòðîêè. Äëÿ êàæäîé
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43 12

34

Ðèñ. 30. Ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ äâóìåðíîãî ñïåêòðà

ñòðîêè ìàòðèöû x[k1, k2] âû÷èñëèì ÁÏÔ è ðåçóëüòàò ïîìåñòèì â ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ñòðîêó ìàòðèöû f [k1, n2]. Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû
f [k1, n2] òàêæå âû÷èñëèì ÁÏÔ è ðåçóëüòàò ýòîé îïåðàöèè äàñò íàì ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñòîëáåö èñêîìîé ìàòðèöû X[n1, n2]. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí áûñòðûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî äâóìåðíîãî
ÄÏÔ, íàçûâàåìûé äâóìåðíûì îáðàòíûì ÁÏÔ. Òðóäîåìêîñòü äâóìåðíîãî
ÁÏÔ ïðè N1 = N2 = N ñîñòàâëÿåò O(N2 logN) óìíîæåíèé.

Ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ äâóìåðíîãî ñïåêòðà X[n1, n2] îïðåäåëÿåòñÿ åãî ïåðèî-
äè÷íîñòüþ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó:

X[N1 − n1, n2] = X[−n1, n2],

X[n1, N2 − n2] = X[n1,−n2]

è ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàí ðèñóíêîì 30. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îïèñàí-
íûé ïîðÿäîê îòñ÷åòîâ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì íåçàâèñèìîãî ïðèìåíåíèÿ ê ñòðî-
êàì è ñòîëáöàì ìàòðèöû ïðàâèëà ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèÿ îòñ÷åòîâ îäíîìåð-
íîãî ñïåêòðà. Ó÷èòûâàòü ïðàâèëî ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèÿ îòñ÷åòîâ äâóìåðíî-
ãî ñïåêòðà íà ïðàêòèêå îêàçûâàåòñÿ îáðåìåíèòåëüíî, ïîýòîìó â äâóìåðíûõ
ñïåêòðàëüíûõ àëãîðèòìàõ ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿþò ìåòîä ñäâèãà íóëÿ. Åñëè
èçîáðàæåíèå x[k1, k2] èìååò ñïåêòð X[n1, n2], òî èçîáðàæåíèþ

x′[k1, k2] = (−1)k1+k2x[k1, k2]

ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòð

X ′[n1, n2] = X[n1 −N1/2, n2 −N2/2].

Â ìàòðèöå X ′[n1, n2] íóëåâîé ÷àñòîòå ñîîòâåòñòâóåò îòñ÷åò X ′[N1/2, N2/2],
÷àñòîòå Íàéêâèñòà � îòñ÷åò X ′[0, 0] è ñïåêòðàëüíûå îòñ÷åòû ðàñïîëîæåíû
â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå.
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Ðèñ. 31. Äâóìåðíàÿ ãàðìîíèêà

11.3 Èäåîëîãèÿ äâóìåðíûõ ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå âàæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè ïîíÿòèå, ýêâè-
âàëåíòíîå ÷àñòîòå îäíîìåðíîé ãàðìîíèêè. Ðàññìîòðèì âåêòîð t = (t1, t2)

T ∈
R2, âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè n = (n1, n2)

T ∈ Z2 è âåêòîð
fn = (n1f

0
1 , n2f

0
2 )

T ∈ R2. Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
äâóìåðíîé ôóíêöèè ïðèíèìàåò âèä:

x(t) =
∑
n∈Z2

Cn exp(i2πf
T
n t),

ãäå

Cn =
1

T1T2

∫
V

x(t) exp(−i2πfT
n t)dt,

ãäå V = [0, T1]× [0, T2]. Âåêòîð fn = (n1f
0
1 , n2f

0
2 )

T ∈ R2 íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì
âåêòîðîì, èëè âåêòîðîì ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò äâóìåðíîé ãàðìîíèêè

gn(t) = exp(i2πfT
n t).

Ðàññìîòðèì êîîðäèíàòíûé âåêòîð t(s) ∈ R2, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà
s ∈ R ïî çàêîíó t(s) = st0, ãäå t0 ∈ R2 è |t0| = 1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
fT
n t ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå γ · |fn| · |t|, ãäå γ � êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòî-
ðàìè t è fn. Â ñëó÷àå îïèñàííîé âûøå çàâèñèìîñòè âåêòîðà t(s) îò ïàðàìåòðà
s âåëè÷èíà γ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè èçìåíåíèè s, à |t(s)| èçìåíÿåòñÿ ïî çà-
êîíó |t(s)| = |t0| · |s| = |s|. Òîãäà fT

n t = γ · |fn| · |t(s)| = γ · |fn| · |s|, îòêóäà
ïîëó÷àåì:

gn(t(s)) = exp(i2πγ|fn| · |s|).
Òàêèì îáðàçîì, îäíîìåðíîå ñå÷åíèå äâóìåðíîé ãàðìîíèêè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ãàðìîíèêó ñ ÷àñòîòîé γ|fn|. ×àñòîòà ïîëó÷åííîé ãàðìîíèêè çàâèñèò
îò âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ, âäîëü êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ ñå÷åíèå, è âåëè-
÷èíû ìîäóëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà fn. Ìîäóëü âîëíîâîãî âåêòîðà fn ãàðìîíèêè
gn(t) = exp(i2πfT

n t) íàçûâàåòñÿ åå âîëíîâûì ÷èñëîì.
Ãàðìîíèêà gn(t) = exp(i2πfT

n t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ ãàðìîíèê exp(i2πn1f

0
1 t1) è exp(i2πn2f

0
2 t2) è ÿâëÿåòñÿ T1-ïåðèîäè÷åñêîé

135



ôóíêöèåé êîîðäèíàòû t1 (ïðè T1 = 1/f 0
1 ) è T2-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé êî-

îðäèíàòû t2 (ïðè T2 = 1/f 0
2 ). Ïðÿìîóãîëüíèê [0, T1]× [0, T2] íàçûâàåòñÿ âîë-

íîâîé ÿ÷åéêîé. Ñòðóêòóðà äâóìåðíîé ãàðìîíèêè íà âîëíîâîé ÿ÷åéêå âïîëíå
âûÿñíÿåòñÿ ðèñóíêîì 31, íà êîòîðîì ïîêàçàí çíàê âåùåñòâåííîé ÷àñòè ãàð-
ìîíèêè â êâàäðàíòàõ âîëíîâîé ÿ÷åéêè. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå äâóìåðíîé
ôóíêöèè åñòü ïðåäñòàâëåíèå åå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè äâóìåðíûõ ãàð-
ìîíèê ñî âñåâîçìîæíûìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè. Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè
èíôîðìàöèÿ î äâóìåðíîé ñòðóêòóðå ôóíêöèè îêàçûâàåòñÿ óïàêîâàííîé â áà-
çèñ, à êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ óæå ëèøåíû äâóìåðíîé êîððåëÿöèîííîé
ñòðóêòóðû.

Çàäà÷à 11.1. Ðåàëèçîâàòü âû÷èñëåíèå ñïåêòðà èçîáðàæåíèÿ è åãî âûâîä
â âèäå èçîáðàæåíèÿ â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî. Äëÿ ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð (òî÷êà, ïðÿìûå ïîä ðàçëè÷íûìè óãëàìè, ñåòêà èç ðàâíîîòñòîÿùèõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ ïîä ðàçëè÷íûìè óãëàìè ê ãîðèçîíòàëè) ïîñòðîèòü ñïåêòð
è îáúÿñíèòü åãî ñòðóêòóðó.

11.4 Äâóìåðíûå ôèëüòðû

Ïóñòü äâóìåðíàÿ äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ x[k1, k2] (èçîáðàæåíèå) ïðåäñòàâëå-
íà ñâîèì äâóìåðíûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì X[n1, n2]. Îòñ÷åò X[n1, n2] ñïåê-
òðà ñîîòâåòñòâóåò ãàðìîíèêå ñ âîëíîâûì âåêòîðîì fn = (n1f

0
1 , n2f

0
2 )

T , ãäå
n = (n1, n2)

T , f 0
1 = 1/N1 è f

0
2 = 1/N2. Ïî çàäàííîé ôóíêöèèH(f) = H(f1, f2),

ãäå f ∈ R2 îáðàçóåò äèñêðåòíóþ ôóíêöèþ

H[n1, n2] = H(n1f
0
1 , n2f

0
2 ) = H(fn).

Äèñêðåòíûé ñïåêòð Y [n1, n2] îáðàçóåì ïî ïðàâèëó

Y [n1, n2] = H(fn)X[n1, n2] = H[n1, n2]X[n1, n2].

Ñïåêòðó Y [n1, n2] ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ y[k1, k2], êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç íåãî
ïóòåì ïðèìåíåíåÿ îáðàòíîãî äâóìåðíîãî ÄÏÔ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâî-
ðèòü î äâóìåðíîé ôèëüòðàöèè ôóíêöèè (èçîáðàæåíèÿ) x[k1, k2] ôèëüòðîì
ñ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé H(f).

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå óæå çàäàíèå ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ñîñòàâëÿåò
îïðåäåëåííóþ òðóäíîñòü, ïîñêîëüêó ó ÷åëîâåêà îòñóòñòâóåò ôèçè÷åñêàÿ èí-
òóèöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîíÿòèåì âîëíîâîãî âåêòîðà. Îáû÷íî èñïîëüçóþò îñå-
ñèììåòðè÷íûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè âèäà

H(f) = H(|f |),

ïðèäàâàÿ âîëíîâîìó ÷èñëó |f | ñìûñë ñðåäíåé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ÿðêîñòè
èçîáðàæåíèÿ ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàò. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå áîëüøîå çíà÷å-
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íèå ïðèîáðåòàåò ïðîñòîå îïèñàíèå âèçóàëüíîãî ýôôåêòà, ê êîòîðîìó ïðèâî-
äèò îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ ôèëüòðîì. Â ñëó÷àå ôèëüòðîâ íèçêîé ÷àñòîòû
îáû÷íî ãîâîðÿò î ñãëàæèâàíèè èçîáðàæåíèÿ è óñòðàíåíèè ìåëêèõ äåòàëåé,
à â ñëó÷àå ôèëüòðîâ âûñîêîé ÷àñòîòû � î âûÿâëåíèè êîíòóðîâ è óâåëè÷åíèè
êîíòðàñòíîñòè.

Äâóìåðíûå ôèëüòðû îáû÷íî ðåàëèçóþò â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ñ ïîìî-
ùüþ ïðîöåäóðû ñäâèãà íóëÿ. Ïóñòü

x′[k1, k2] = (−1)k1+k2x[k1, k2]

è
X ′[n1, n2] = X[n1 −N1/2, n2 −N2/2].

Òîãäà

Y ′[n1, n2] = Y [n1 −N1/2, n2 −N2/2] =

= H[n1 −N1/2, n2 −N2/2]X[n1 −N1/2, n2 −N2/2] =

= H[n1 −N1/2, n2 −N2/2]X
′[n1, n2].

Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàÿ

Ĥ[n1, n2] = H[n1 −N1/2, n2 −N2/2],

èìååì
Y ′[n1, n2] = Ĥ[n1, n2]X

′[n1, n2]

è
y[k1, k2] = (−1)k1+k2y′[k1, k2].

Êàê è â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ñèãíàëà, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿ-
åìîãî äâóìåðíûì ôèëüòðîì, ìîæåò áûòü çàïèñàíà ôîðìóëà, äåéñòâóþùàÿ
íåïîñðåäñòâåííî íà ôóíêöèþ x[k1, k2] âî âðåìåíí�îé îáëàñòè:

y[k1, k2] =
∑
j1

∑
j2

h[j1, j2]x[k1 − j1, k2 − j2],

ãäå ìàòðèöà h[j1, j2] íàçûâàåòñÿ äâóìåðíîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé.
Èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó äâóìåðíîãî ôèëüòðà íàçûâàþò òàêæå ôóíêöèåé
ðàññåÿíèÿ òî÷êè, ïîñêîëüêó äëÿ âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç îäíîé
ñâåòëîé òî÷êè íà òåìíîì ôîíå ðåçóëüòàò ôèëüòðàöèè îêàæåòñÿ ïðîïîðöèî-
íàëåí èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêå.

Ôîðìàëüíî ïîäñòàâèâ âìåñòî x[k1, k2] ôóíêöèþ exp[i2π(f1k1 + f2k2)], ïî-
ëó÷èì:

y[k1, k2] = exp[i2π(f1k1 + f2k2)]
∑
j1

∑
j2

h[j1, j2] exp[−i2π(f1j1 + f2j2)].
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Ôóíêöèÿ

H(f1, f2) =
∑
j1

∑
j2

h[j1, j2] exp[−i2π(f1j1 + f2j2)]

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ôèëüòðà.
Ñèíòåç íåòðèâèàëüíûõ äâóìåðíûõ ôèëüòðîâ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé,

ïîýòîìó îáû÷íî âî âðåìåííîé îáëàñòè ðàáîòàþò òîëüêî ñ ïðîñòûìè ôèëüòðà-
ìè ìàëîãî ïîðÿäêà. ×àùå âñåãî èñïîëüçóþò ñèììåòðè÷íûé ñãëàæèâàþùèé
ôèëüòð ñ èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé âèäà1 1 1

1 2 1
1 1 1

 .

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêîé ñãëàæèâàþùèé ôèëüòð îòíîñèòñÿ ê êëàññó ôèëü-
òðîâ íèçêèõ ÷àñòîò.

Çàäà÷à 11.2. Ðåàëèçîâàòü ñõåìó ôèëüòðàöèè èçîáðàæåíèÿ â ñïåêòðàëü-
íîé îáëàñòè. Ðåàëèçîâàòü ÔÍ×, ÔÂ× è ïîëîñîâîé ôèëüòðû, ïðîêîììåíòè-
ðîâàòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû íà ïðèìåðå ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

11.5 Ïîêîîðäèíàòíûå ôèëüòðû

Ðàññìîòðèì äâà îäíîìåðíûõ ôèëüòðà ñ èìïóëüñíûìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè hk è gk è ÷àñòîòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè H(f) è G(f) ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåîáðàçóåì èçîáðàæåíèå x[k1, k2], îáðàáîòàâ ôèëüòðîì hk ñòðîêè ìàòðèöû
x[k1, k2] è çàòåì îáðàáîòàâ ôèëüòðîì gk ñòîëáöû ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Â ðå-
çóëüòàòå ìû ïîëó÷èì èçîáðàæåíèå y[k1, k2]:

y[k1, k2] =
∑
j1

gj1
∑
j2

hj2x[k1 − j1, k2 − j2] =
∑
j1

∑
j2

gj1hj2x[k1 − j1, k2 − j2].

Ðåçóëüòèðóþùèé äâóìåðíûé ôèëüòð èìååò èìïóëüñíóþ õàðàêòåðèñòèêó

h[j1, j2] = gj1hj2.

Ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîcòðîåííîãî äâó-
ìåðíîãî ôèëüòðà:

H(f1, f2) =
∑
j1

∑
j2

gj1hj2 exp[−i2π(f1j1 + f2j2)] =

=
∑
j1

gj1 exp(−i2πf1j1)
∑
j2

hj2 exp(−i2πf2j2) = G(f1)H(f2).
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìîòðåííîé ñõåìû ïîêîîðäèíàòíîé ôèëüòðàöèè èìå-
åò ìåñòî ôàêòîðèçàöèÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè � ÷àñòîòíàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà îêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåííîé â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòîòíûõ õàðàê-
òåðèñòèê îäíîìåðíûõ ôèëüòðîâ.

Ñõåìà ïîêîîðäèíàòíîé ôèëüòðàöèè ïîçâîëÿåò ñòðîèòü äâóìåðíûå ôèëü-
òðû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ äëÿ îäíîìåðíûõ ôèëüòðîâ. Íàïðè-
ìåð, äâóìåðíûé ÔÍ× ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïîñðåäñòâîì ïîêîîðäèíàòíîé îá-
ðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ îäíîìåðíûì ÔÍ×. Â òî æå âðåìÿ ôîðìóëà äëÿ ÷à-
ñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîêîîðäèíàòíîãî ôèëüòðà ïîêàçûâàåò, ÷òî äâóìåð-
íûé ôèëüòð ìîæåò ðàáîòàòü êàê ôèëüòð íèçêèõ ÷àñòîò ïî îäíîé êîîðäèíàòå
è ôèëüòð âûñîêèõ ÷àñòîò ïî äðóãîé êîîðäèíàòå. Ê ñîæàëåíèþ, îòñóòñòâó-
þò ïðîñòûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ âèçóàëüíûõ ýôôåêòîâ, ê êîòîðûì ïðèâîäèò
îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ òàêèì ôèëüòðîì.

Çàäà÷à 11.3. Ðåàëèçîâàòü ñõåìó ïîêîðäèíàòíîé ôèëüòðàöèè èçîáðàæå-
íèÿ. Ðåàëèçîâàòü ÔÍ×, ÔÂ× è ïîëîñîâîé ôèëüòð, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êëàññè÷åñêèå ôèëüòðû, ïðîêîììåíòèðîâàòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû íà ïðè-
ìåðå ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

11.6 Ïåðåäèñêðåòèçàöèÿ èçîáðàæåíèé

Â ðàçäåëå 10.3 ìû óæå ðàññìàòðèâàëè çàäà÷ó ïåðåäèñêðåòèçàöèè îäíî-
ìåðíîãî ñèãíàëà. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåäèñêðåòèçàöèåé íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà
èçìåíåíèÿ èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè. Â ñëó÷àå èçîáðàæåíèé ïåðåäèñêðåòè-
çàöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê óìåíüøåíèþ èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè, îçíà÷àåò ïî-
âûøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçðåøåíèÿ64. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî óâåëè÷å-
íèå ðàçðåøåíèÿ ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûì óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà èíôîð-
ìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â èçîáðàæåíèè. Ïðè ýòîì íà íåì ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå
áîëåå ìåëêèå äåòàëè, à äëÿ êðóïíûõ äåòàëåé óëó÷øàåòñÿ ïðîðàáîòêà. Íà ïåð-
âûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî óâåëè÷èòü ðàçðåøåíèå
èçîáðàæåíèÿ, íå èìåÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè. Ñïåêòðàëüíàÿ ïåðåäèñ-
êðåòèçàöèÿ èñõîäèò èç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî âîîáðàæàåìîå èäåàëüíîå
èçîáðàæåíèå ñ á�îëüøèì ðàçðåøåíèåì íå ñîäåðæèò ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ â ïðàâîé (âûñîêî÷àñòîòíîé) ÷àñòè ñïåêòðà ïî êàæäîé êîîðäèíàòå. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè ðàçðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîé ïåðåäèñêðå-
òèçàöèè íà èçîáðàæåíèè íå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íîâûå áîëåå ìåëêèå äåòàëè, íî
ïðîðàáîòêà ïðèñóòñòâóþùèõ íà èçîáðàæåíèè äåòàëåé ñóùåñòâåííî óëó÷øà-
åòñÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óâåëè÷åíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Ïóñòü èñõîäíîå
èçîáðàæåíèå x[k1, k2] ðàçìåðîì N1 ×N2 èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð X[n1, n2],

64resolution
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à èçîáðàæåíèþ x′[k1, k2] ðàçìåðîì N ′
1 × N ′

2, ïîëó÷åííîìó ïîñëå ïåðåäèñêðå-
òèçàöèè, ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòð X ′[n1, n2]. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî N ′

1 = M1N1

è N ′
2 = M2N2. Ñïåêòð X ′[n1, n2] ïîëó÷àåòñÿ èç ñïåêòðà X[n1, n2] ïóòåì äî-

ïîëíåíèÿ åãî íóëÿìè. Åñëè N1 = 2r1 è N2 = 2r2, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà
X[n1, n2] ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðîöåäóðà ÁÏÔ. Åñëè òàêæå M1 = 2p1

è M2 = 2p2, òî ÁÏÔ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ
x′[k1, k2].

Ïðè ñïåêòðàëüíîé ïåðåäèñêðåòèçàöèè èçîáðàæåíèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü
ïðîöåäóðó ñäâèãà íóëÿ. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ñäâèãà íóëÿ íóëåâîé
÷àñòîòå ñîîòâåòñòâóåò îòñ÷åò (N1/2, N2/2) ñïåêòðà X̂[n1, n2]. Äîïîëíåíèå íó-
ëÿìè ñëåäóåò âûïîëíÿòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îòñ÷åò, ñîîòâåòñòâóþùèé íó-
ëåâîé ÷àñòîòå, îêàçàëñÿ â ñïåêòðå X̂ ′[n1, n2] â ïîçèöèè (N ′

1/2, N
′
2/2):

X̂ ′[d1 + n1, d2 + n2] = X̂[n1, n2],

ãäå 1 ⩽ n1 ⩽ N1 − 1, 1 ⩽ n2 ⩽ N2 − 1 è

d1 = (N ′
1 −N1)/2,

d2 = (N ′
2 −N2)/2.

Ñëåäóåò òàêæå ïîìíèòü, ÷òî íåïàðíûå îòñ÷åòû ñïåêòðà ïðè n1 = 0 è n2 = 0
ïåðåñòàþò áûòü íåïàðíûìè â ñïåêòðå X̂ ′[n1, n2]. Ìîùíîñòü ýòèõ ñïåêòðàëü-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ äîëæíà áûòü ðàñïðåäåëåíà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè îò-
ñ÷åòàìè ñïåêòðà X̂ ′[n1, n2]:

X̂ ′[d1, d2 + n2] = X̂ ′[d1 +N1, d2 + n2] = X̂[0, n2]/2,

X̂ ′[d1 + n1, d2] = X̂ ′[d1 + n1, d2 +N2] = X̂[n1, 0]/2,

ãäå 1 ⩽ n1 ⩽ N1 − 1 è 1 ⩽ n2 ⩽ N2 − 1. Ìîùíîñòü îòñ÷åòà X̂[0, 0] ðàñïðåäå-

ëÿåòñÿ ìåæäó ÷åòûðüìÿ îòñ÷åòàìè ñïåêòðà X̂ ′[n1, n2]:

X̂ ′[d1, d2] = X̂ ′[d1, d2+N2] = X̂ ′[d1+N1, d2] = X̂ ′[d1+N1, d2+N2] = X̂[0, 0]/4.

Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ èçîáðàæåíèé, ðàçìåðû
êîòîðûõ N1 è N2 íå ÿâëÿþòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ äâîéêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåä
âûïîëíåíèåì ÁÏÔ ïðîâîäÿò äîïîëíåíèå èçîáðàæåíèÿ íóëÿìè ñïðàâà è ñíè-
çó. Ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèå x′[k1, k2] óñåêàþò äî ðàçìåðîâ N

′
1×N ′

2.
Êàê îáû÷íî, ïðåäâàðèòåëüíîå èñêëþ÷åíèå ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé æåëà-
òåëüíî, à ïðè èñïîëüçîâàíèè äîïîëíåíèÿ íóëÿìè � íåîáõîäèìî.

11.7 Ñõåìà JPEG ñæàòèÿ èçîáðàæåíèé

Ñæàòèå èíôîðìàöèè îñíîâàíî íà âûÿâëåíèè â íåé è óòèëèçàöèè èçáûòî÷-
íîñòè, êîòîðàÿ îáû÷íî ïðîÿâëÿåòñÿ êàê âíóòðåííÿÿ êîððåëÿöèîííàÿ ñòðóê-
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òóðà � îòäåëüíûå ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè îêàçûâàþòñÿ çàâè-
ñèìûìè. Â ñëó÷àå èçîáðàæåíèé î÷åâèäíàÿ èçáûòî÷íîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî
ñîñåäíèå òî÷êè èçîáðàæåíèÿ èìåþò îáû÷íî áëèçêóþ ÿðêîñòü. Îñíîâíàÿ òðóä-
íîñòü çàäà÷è ñæàòèÿ èçîáðàæåíèé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî äëÿ èçîáðàæåíèé õàðàê-
òåðíà äâóìåðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðóþ ñëîæíî óòèëèçèðîâàòü
òðàäèöèîííûìè àëãîðèòìàìè ñæàòèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ñïåêòðàëüíîé ïðåäîá-
ðàáîòêè ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü ýòó ïðîáëåìó � äâóìåðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ
ñòðóêòóðà âñÿ îêàçûâàåòñÿ ñîñðåäîòî÷åííîé â âûáðàííîì áàçèñå, à êîýôôè-
öèåíòû ðàçëîæåíèÿ óæå ëèøåíû òàêîé ñòðóêòóðû. Ïîðàçèòåëüíàÿ ýôôåêòèâ-
íîñòü ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ ñæàòèÿ èçîáðàæåíèé â ñðàâíåíèè ñ ïîëíîé áåñ-
ïîìîùíîñòüþ òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ äåìîíñòðèðóåò àäåêâàòíîñòü îïèñàííî-
ãî ïîäõîäà.

Íàèáîëåå èçâåñòíûé ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ñæàòèÿ èçîáðàæåíèé ðàçðàáî-
òàí â êîíöå 80-õ ãîäîâ XX âåêà ãðóïïîé JPEG (Joint Photographic Experts
Group). Ñòàíäàðò JPEG ïðåäóñìàòðèâàåò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ñæàòèÿ è ìíî-
æåñòâî òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé èõ ðåàëèçàöèè. Â ñòàíäàðò âõîäÿò êàê ìåòîäû
ñæàòèÿ áåç ïîòåðü, êîãäà ñæàòîå èçîáðàæåíèå òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíî-
ìó, òàê è ìåòîäû ñæàòèÿ ñ ïîòåðÿìè, êîãäà ïðè ñæàòèè â èñõîäíîå èçîáðàæå-
íèå âíîñÿòñÿ èñêàæåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ ñæàòèÿ ñ ïîòåðÿìè ïîçâî-
ëÿåò äîñòè÷ü ñóùåñòâåííî ëó÷øèõ êîýôôèöèåíòîâ ñæàòèÿ ïðè îòíîñèòåëüíî
íåâûñîêîì óðîâíå âíîñèìûõ èñêàæåíèé. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì òîëüêî áàçî-
âûé âàðèàíò ñæàòèÿ ñ ïîòåðÿìè, ïðè÷åì äëÿ ïðîñòîòû ìû îïóñêàåì áîëü-
øèíñòâî òåõíè÷åñêèõ ïîäðîáíîñòåé. Êðîìå òîãî, îïèñûâàåòñÿ ñõåìà ñæàòèÿ
èçîáðàæåíèÿ â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî65. Ñæàòèå ïîëíîöâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ ïðî-
èñõîäèò àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â êàæäîé èç öâåòîâûõ ïëîñêîñòåé, íî ïðåäâà-
ðèòåëüíî ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä îò öâåòîâîãî ïðîñòðàíñòâà RGB ê öâåòîâîìó
ïðîñòðàíñòâó YCrCb (ÿðêîñòü-êðàñíîå-ñèíåå), èñïîëüçóåìîìó â òåëåâèäåíèè.
Öâåòîâûå êîìïîíåíòû Cr è Cb ìîæíî ñæèìàòü ñ á�îëüøèìè ïîòåðÿìè, ïî-
ñêîëüêó ãëàç áîëåå ÷óâñòâèòåëåí ê ÿðêîñòè, ÷åì ê öâåòó.

Äèñêðåòíîå êîñèíóñíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Åñëè âðåìåííîé ðÿä xj ïðè j = 0, . . . , N äîîïðåäåëèòü ïî ÷åòíîñòè íà èí-
òåðâàë −(N − 1) ⩽ j ⩽ N äëèíîé 2N , òî äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

65Îòìåòèì, ÷òî ÿðêîñòü òî÷êè, öâåò êîòîðîé çàäàí öâåòîâûìè êîìïîíåíòàìè RGB, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå Y = 0.299R+ 0.587G+ 0.114B. Ïðèâåäåííûå êîýôôèöèåíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýêñïåðèìåíòàëüíî
îïðåäåëåííûå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ãëàçà ê ñîîòâåòñòâóþùèì öâåòàì.
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ïðåâðàùàåòñÿ â ðàçëîæåíèå ñèãíàëà ïî êîñèíóñàì:

Xn =
1

2N

N∑
j=−(N−1)

xj exp

(
−i

2π

2N
jn

)
=

=
1

2N

[
x0 + 2

N−1∑
j=1

xj cos
( π

N
jn
)
+ (−1)nxN

]
=

1

2N

N∑
j=0

C(j)xj cos
( π

N
jn
)
,

ãäå

C(j) =


1 j = 0

2 1 ⩽ j ⩽ N − 1

1 j = N

.

Ñïåêòð Xn òàêæå îïðåäåëåí ïðè n = 0, . . . , N è ñèììåòðè÷åí (X−n = Xn),
ïîýòîìó ôîðìóëó îáðàòíîãî ÄÏÔ óäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü àíàëîãè÷íûì îáðà-
çîì:

xj =
N∑

n=−(N−1)

Xn exp

(
−i

2π

2N
jn

)
=

= X0 + 2
N−1∑
n=1

Xn cos
( π

N
jn
)
+ (−1)jXN =

N∑
n=0

C(n)Xn cos
( π

N
jn
)
.

Î÷åâèäíàÿ ñèììåòðèÿ ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü èõ
â îäíó ôîðìóëó. Îïðåäåëèì îïåðàòîð DCTn[xj], ïðåîáðàçóþùèé âðåìåííîé
ðÿä xj, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

DCTn[xj] =
1√
2N

N∑
j=0

C(j)xj cos
( π

N
jn
)
.

Òîãäà Xn = DCTn[xj]/
√
2N è xj =

√
2N DCTj[Xn] è ÿñíî, ÷òî xj =

DCTj[DCTn[xj]]. Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííîå íàìè ïðåîáðàçîâàíèå îêàçûâàåò-
ñÿ âçàèìíî îáðàòíûì ñàìîìó ñåáå. Ïðåîáðàçîâàíèå, îñóùåñòâëÿåìîå îïåðà-
òîðîì DCT, íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì êîñèíóñíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (ÄÊÏ).

Äâóìåðíîå äèñêðåòíîå êîñèíóñíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

DCTnm[xjk] =
1

2
√
NM

N∑
j=0

M∑
k=0

C(j)C(k)xjk cos
( π

N
jn
)
cos
( π

M
km
)
.

Â [Numerical Recipes, 1997] îïèñàíà ñõåìà è ïðèâåäåíà ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà
áûñòðîãî îäíîìåðíîãî è äâóìåðíîãî ÄÊÏ. Â èäåéíîì ïëàíå àëãîðèòì áûñò-
ðîãî ÄÊÏ àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó ÁÏÔ.
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Ïðè ñæàòèè àëãîðèòìîì JPEG èçîáðàæåíèÿ â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî íà ïåð-
âîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ñåãìåíòàöèÿ èçîáðàæåíèÿ íà íåïåðåêðûâàþùèåñÿ êâàä-
ðàòíûå áëîêè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ áëîêè ðàçìåðîì
8× 8 ïèêñåëîâ. Äëÿ êàæäîãî áëîêà âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà ÄÊÏ, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ
ê åãî ñïåêòðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Áàçîâàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì,
÷òî äëÿ âèçóàëüíîãî âîñïðèÿòèÿ èçîáðàæåíèÿ ÷åëîâåêîì íàèáîëåå âàæíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ íèçêî÷àñòîòûå êîìïîíåíòû ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ïëàâíîìó èçìåíåíèþ ÿðêîñòè. Îòáðàñûâàÿ íàèìåíåå çíà÷èìûå
ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå, ìîæíî âûáèðàòü ìåæäó êà÷åñòâîì èçîáðàæå-
íèÿ è ñòåïåíüþ ñæàòèÿ.

Êâàíòîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ

Â ìàòðèöå ÄÊÏ ýëåìåíòû, ñòîÿùèå â ëåâîì âåðõíåì óãëó, ñîîòâåòñòâó-
þò ñïåêòðàëüíûì êîìïîíåíòàì ñ íèçêîé ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòîé è íàè-
áîëåå âàæíû äëÿ êà÷åñòâåííîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Ýëåìåíòû,
ñòîÿùèå â ïðàâîì íèæíåì óãëó, íàïðîòèâ, ñîîòâåòñòâóþò âûñîêèì ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ÷àñòîòàì è íåñóò ìåíüøóþ âèçóàëüíóþ èíôîðìàöèþ. Êîìïîíåí-
òû ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âûñîêèì ÷àñòîòàì ìîãóò
êîäèðîâàòüñÿ ñ á�îëüøèìè ïîòåðÿìè áåç ñóùåñòâåííîãî èñêàæåíèÿ èçîáðàæå-
íèÿ. Îïèñàííûé íèæå ïðîöåññ îêðóãëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ÄÊÏ ðåàëè-
çóåò èäåþ î ðàçëè÷íîé âàæíîñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò äëÿ âèçóàëüíîãî
âîñïðèÿòèÿ èçîáðàæåíèÿ.

Îêðóãëåíèå ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ ÷èñëà áèòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ õðà-
íåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ÄÊÏ çà ñ÷åò ïîòåðè òî÷íîñòè.
Îêðóãëåíèå ìàòðèöû ÄÊÏ ïðîèçâîäèòñÿ ïîñðåäñòâîì ìàòðèöû îêðóãëåíèÿ
Rnm. Ïðîöåññ îêðóãëåíèÿ êîýôèèöèåíòîâ ÄÊÏ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîýëåìåíòíîì
äåëåíèè ìàòðèöû ÄÊÏ íà ìàòðèöó îêðóãëåíèÿ R ñ ïîñëåäóþùèì îêðóãëå-
íèåì ðåçóëüòàòà äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà. ×åì áîëüøå ýëåìåíò ìàòðèöû
îêðóãëåíèÿ, òåì áîëüøå òåðÿåòñÿ èíôîðìàöèè î çíà÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî
êîýôôèöèåíòà. Çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû îêðóãëåíèÿ ðàñòóò ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ñëåâà íàïðàâî è ñâåðõó âíèç. Îò âûáîðà ìàòðèöû îêðóãëåíèÿ çàâèñèò
áàëàíñ ìåæäó êà÷åñòâîì èçîáðàæåíèÿ è ñòåïåíüþ ñæàòèÿ. Ñòàíäàðò JPEG
ðåêîìåíäóåò èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó îêðóãëåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

Rnm = 1 +Q(1 + n+m),

ãäå Q � ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà. Ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ðîñòà
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû îêðóãëåíèÿ. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà Q ïðî-
èñõîäèò á�îëüøàÿ ïîòåðÿ êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ ïðè ñîîòâåòñòâåííî á�îëüøèõ
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êîýôôèöèåíòàõ ñæàòèÿ. Ïðèâåäåì âèä ìàòðèöû îêðóãëåíèÿ äëÿ õàðàêòåðíî-
ãî çíà÷åíèÿ Q = 2:

R =



3 5 7 9 11 13 15 17
5 7 9 11 13 15 17 19
7 9 11 13 15 17 19 21
9 11 13 15 17 19 21 23
11 13 15 17 19 21 23 25
13 15 17 19 21 23 25 27
15 17 19 21 23 25 27 29
17 19 21 23 25 27 29 31


Êîäèðîâàíèå ñïåêòðàëüíîé èíôîðìàöèè

Ïîëó÷åííàÿ ïîñëå ÄÊÏ è êâàíòîâàíèÿ ñîâîêóïíîñòü ìàòðèö êîäèðóåòñÿ
íà ñëåäóþùåì øàãå ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ èçáûòî÷íîñòè.

Êîýôôèöèåíò ñ èíäåêñàìè (0, 0) â ìàòðèöå ÄÊÏ ïðåäñòàâëÿåò ñðåäíþþ
ÿðêîñòü òî÷åê áëîêà. ßñíî, ÷òî ñðåäíÿÿ ÿðêîñòü ìåíÿåòñÿ îò áëîêà ê áëîêó
îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî. Ïîýòîìó çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà (0, 0) çàìåíÿåòñÿ
íà ðàçíîñòü ìåæäó åãî çíà÷åíèåì è çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöè-
åíòà â ïðåäûäóùåé ìàòðèöå (áëîêè îáõîäÿòñÿ â ïîðÿäêå ñâåðõó âíèç è ñëåâà
íàïðàâî), ÷òî äàåò ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà è, ñîîòâåòñòâåííî,
áîëüøåå ÷èñëî íóëåé â åãî äâîè÷íîé çàïèñè.

Íà ñëåäóþùåì øàãå ïðîèçâîäèòñÿ ðàçâåðòêà êàæäîé ìàòðèöû ÄÊÏ â ëè-
íåéíûé âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ ýòîãî ìàòðèöà ÄÊÏ îáõîäèòñÿ çèãçàãî-
îáðàçíî â ïîðÿäêå, ïîêàçàííîì íèæå:

0 1 5 6 14 15 27 28
2 4 7 13 16 26 29 42
3 8 12 17 25 30 41 43
9 11 18 24 31 40 44 53
10 19 23 32 39 45 52 54
20 22 33 38 46 51 55 60
21 34 37 47 50 56 59 61
35 36 48 49 57 58 62 63

.

Çäåñü ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ìåñòå ýëåìåíòà ìàòðèöû ÄÊÏ, � ýòî èíäåêñ â ëè-
íåéíîì âåêòîðå, ïðèïèñûâàåìûé ñîîòâåòñòâóþùåìó êîýôôèöèåíòó ÄÊÏ ïðè
ðàçâåðòêå.

Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ê êàæäîìó âåêòîðó ïðèìåíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ ñåðèé (RLE) è àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ ýíòðîïèè (êî-
äèðîâàíèå Õàôôìàíà èëè àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå). Ýòè àëãîðèòìû îá-
ùåèçâåñòíû, è èõ îïèñàíèå íå âõîäèò â íàøè çàäà÷è.
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