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Ââåäåíèå

Çàäà÷à êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè � âèçóàëèçàöèÿ, òî åñòü ñîçäàíèå
èçîáðàæåíèÿ. Âèçóàëèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ, èñõîäÿ èç îïèñàíèÿ (ìî-
äåëè) òîãî, ÷òî íóæíî îòîáðàæàòü. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ìåòîäîâ è àë-
ãîðèòìîâ âèçóàëèçàöèè, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîþ â çà-
âèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî è êàê îòîáðàæàòü. Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå
òîãî, ÷òî ìîæåò áûòü òîëüêî â âîîáðàæåíèè ÷åëîâåêà � ãðàôèê
ôóíêöèé, äèàãðàììà, ñõåìà, êàðòà. Èëè íàîáîðîò, èìèòàöèÿ òð¼õ-
ìåðíîé ðåàëüíîñòè � èçîáðàæåíèÿ ñöåí â êîìïüþòåðíûõ ðàçâëå-
÷åíèÿõ, õóäîæåñòâåííûõ ôèëüìàõ, òðåíàæ¼ðàõ, â ñèñòåìàõ àðõè-
òåêòóðíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Âàæíûìè è ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé
ôàêòîðàìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êàäðîâ, íàñûùåí-
íîñòü ñöåíû îáúåêòàìè, êà÷åñòâî èçîáðàæåíèÿ, ó÷¼ò îñîáåííîñòåé
ãðàôè÷åñêîãî óñòðîéñòâà.

Íàèáîëåå èçâåñòíû äâà ñïîñîáà âèçóàëèçàöèè: ðàñòðîâûé è âåê-
òîðíûé. Ïåðâûé ñïîñîá àññîöèèðóåòñÿ ñ òàêèìè ãðàôè÷åñêèìè
óñòðîéñòâàìè, êàê äèñïëåé, òåëåâèçîð, ïðèíòåð. Âòîðîé èñïîëüçó-
åòñÿ â âåêòîðíûõ äèñïëåÿõ, ïëîòòåðàõ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ðàñòðîâûé.

Ðàñòðîâàÿ âèçóàëèçàöèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè èçîá-
ðàæåíèÿ íà ýêðàíå èëè áóìàãå â âèäå ñîâîêóïíîñòè îòäåëüíûõ òî-
÷åê (ïèêñåëåé). Âìåñòå ïèêñåëè îáðàçóþò ðàñòð. Êàæäûé ïèêñåëü
ìîæåò èìåòü ñâîé öâåò. Ñîâîêóïíîñòü ïèêñåëåé ðàçëè÷íîãî öâå-
òà îáðàçóåò èçîáðàæåíèå. Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ ïèêñå-
ëåé â ïðîñòðàíñòâå ðàçëè÷àþò êâàäðàòíûé, ïðÿìîóãîëüíûé, ãåê-
ñàãîíàëüíûé ðàñòðû èëè èíûå òèïû. Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïîëîæå-
íèÿ ïèêñåëåé èñïîëüçóþò ðàçíîîáðàçíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îá-
ùèì äëÿ âñåõ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîîðäèíàòû ïèêñåëåé
îáðàçóþò äèñêðåòíûé ðÿä çíà÷åíèé (íåîáÿçàòåëüíî öåëûå ÷èñëà).
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïðè÷¼ì
êàæäûé ïèêñåëü èìååò öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû.
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1. Çàäà÷è âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè

Ïåðâàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà çàäà÷àì âû÷èñëèòåëü-
íîé ãåîìåòðèè, îñíîâíûì åå îáúåêòàì (òî÷êà, ïðÿìàÿ, îòðåçîê,
ïëîñêîñòü è ò. ä.), ñïîñîáàì çàäàíèÿ ýòèõ îáúåêòîâ è àëãîðèòìàì
äëÿ ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.

1.1. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 1

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ çàäàíèé, ëàòèíñêàÿ
áóêâà îïðåäåëÿåò âàðèàíò. Â ïåðâîì è âòîðîì çàäàíèÿõ òî÷êè çà-
äàíû íà ïëîñêîñòè, à â òðåòüåì è ÷åòâ¼ðòîì � â ïðîñòðàíñòâå (åñëè
íå óêàçàíî èíîå).

1. (a) Äâå òî÷êè çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Ñîñòàâèòü óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè.

(b) Òî÷êè A, B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Íàéòè óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C, è ïàðàëëåëü-
íîé ïðÿìîé AB.

(c) Tî÷êèA,B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Íàéòè óðàâ-
íåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó C, è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ïðÿìîé AB.

(d) Îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà ïðÿìîé. Òî÷êà çàäà-
íà êîîðäèíàòàìè, ïðÿìàÿ � êîýôôèöèåíòàìè.

(e) Òðè òî÷êè çàäàíû ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè. Îïðåäåëèòü,
ëåæàò ëè îíè íà îäíîé ïðÿìîé.

(f) Îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
(ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ïî ðàçíûå ñòîðîíû, íà ïðÿ-
ìîé). Ïðÿìàÿ çàäàíà ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè, òî÷êè �
êîîðäèíàòàìè.

(g) Äâå ïðÿìûå çàäàíû ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè. Îïðåäå-
ëèòü èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå (ïåðåñåêàþòñÿ, íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ, ñîâïàäàþò).

(h) Tî÷êè A, B, C, D çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäå-
ëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ AB è CD (ïåðåñå-
êàþòñÿ, íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñîâïàäàþò).
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2. (a) Tî÷êè A, B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäå-
ëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà C îòðåçêó AB.

(b) Tî÷êè A, B, C, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, çàäàíû ñâîèìè
êîîðäèíàòàìè. Îïðåäåëèòü ðàñïîëîæåíèå òî÷êè C îòíî-
ñèòåëüíî îòðåçêà AB (ìåæäó òî÷êàìè A è B, âíå îòðåçêà
çà òî÷êîé A, âíå îòðåçêà çà òî÷êîé B).

(c) Tî÷êè A, B, C, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, çàäàíû ñâîèìè
êîîðäèíàòàìè. Îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç íèõ ëåæèò ìåæäó
äâóìÿ äðóãèìè.

(d) Tî÷êè A, B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäå-
ëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà C ëó÷ó AB.

(e) Tî÷êè A, B, C, D, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, çàäàíû
ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäåëèòü, ïåðåñåêàþòñÿ ëè îò-
ðåçêè AB è CD.

(f) Tî÷êè A, B, C, D, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, çàäàíû
ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäåëèòü, ïåðåñåêàþòñÿ ëè ëó-
÷è AB è CD.

(g) Tî÷êè A, B, C, D, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, çàäàíû
ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäåëèòü, ïåðåñåêàþòñÿ ëè ëó÷
AB è îòðåçîê CD.

(h) Tî÷êè A, B, C, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, çàäàíû ñâî-
èìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäåëèòü ðàñïîëîæåíèå òî÷êè C
îòíîñèòåëüíî ëó÷à AB.

3. (a) Tî÷êè A, B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäåëèòü
âèä óãëà ABC (îñòðûé, òóïîé èëè ïðÿìîé).

(b) Tî÷êè A, B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäåëèòü
âèä òðåóãîëüíèêà ABC (îñòðîóãîëüíûé, òóïîóãîëüíûé
èëè ïðÿìîóãîëüíûé).

(c) Tî÷êè A, B, C, D çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Ïåðïåí-
äèêóëÿðíû ëè ïðÿìûå AB è CD?

(d) Tî÷êè A, B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè íà ïëîñêî-
ñòè. Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îáõîä ABC îáõîäîì ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ.
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(e) Tî÷êè A, B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Íàéòè ïëî-
ùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

(f) Tî÷êè A, B, C, D çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Âûÿñíè-
òå, ëåæèò ëè òî÷êà D âíóòðè óãëà ABC? Èìååòñÿ â âèäó
òîò èç óãëîâ ABC, êîòîðûé çàìåòàåòñÿ ëó÷îì ïðè ïîâî-
ðîòå îò BA ê BC ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

(g) Tî÷êè A, B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäåëèòü
âèä óãëà ABC (îñòðûé, òóïîé èëè ïðÿìîé).

(h) Tî÷êè A, B, C çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè íà ïëîñêî-
ñòè. Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îáõîä ABC îáõîäîì ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ.

4. (a) Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè
òî÷êè (x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3).

(b) Tî÷êè A, B, C, D çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Íàéòè
óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó D, è ïà-
ðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè ABC.

(c) Òî÷êè A, B, C, D, E çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Íàé-
òè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè D è E,
è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ABC.

(d) Çàäàíû êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè è êîîðäèíà-
òû òî÷êè. Îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà ïëîñêîñòè.

(e) ×åòûðå òî÷êè çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè. Îïðåäå-
ëèòü, ëåæàò ëè îíè â îäíîé ïëîñêîñòè.

(f) Îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòè (ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè, ïî ðàçíûå ñòîðîíû,
íà ïëîñêîñòè). Ïëîñêîñòü çàäàíà ñâîèìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, òî÷êè � êîîðäèíàòàìè.

(g) Òðè òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.
Îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè îíè íà îäíîé ïðÿìîé.

(h) Îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò ëè äàííàÿ òî÷êà ïðÿìîé, çà-
äàííîé äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè. Ïëîñêîñòè çàäàíû ñâîèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, òî÷êà � êîîðäèíàòàìè.
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Êîììåíòàðèè ê çàäàíèþ

1. Êàæäîå çàäàíèå äîëæíî áûòü îôîðìëåíî îòäåëüíîé ïðîöåäó-
ðîé èëè ôóíêöèåé.

2. Âõîäíûå äàííûå ÷èòàþòñÿ èç ôàéëà, à ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðî-
ãðàììû âûâîäèòñÿ â êîíñîëü.

2. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäñòàâèòü èçîáðàæåíèå íà ýêðàíå êîìïüþòåðà,
íåîáõîäèì ñïîñîá îïèñàíèÿ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè. Ïîä îïèñàíèåì
îáúåêòà áóäåì ïîíèìàòü èíôîðìàöèþ î ïîëîæåíèè êàæäîé òî÷êè
îáúåêòà íà ïëîñêîñòè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî óäîáíî
èñïîëüçîâàòü äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü ñòàòè÷íîå
ïîëîæåíèå îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî äëÿ ïðîâåäåíèÿ êàêèõ-
ëèáî äåéñòâèé íàä îáúåêòàìè íåîáõîäèìî èìåòü äîïîëíèòåëüíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè. Â êà÷åñòâå îäíîé èç òàêèõ êîíñòðóê-
öèé èñïîëüçóþò ðàäèóñ-âåêòîðû. Ðàäèóñ-âåêòîðû îáëàäàþò âñåìè
ñâîéñòâàìè âåêòîðîâ, íî èìåþò îäíó îñîáåííîñòü: íà÷àëî ðàäèóñ-
âåêòîðà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à êîíåö ðàäèóñ-âåêòîðà �
íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè.

Äâóìåðíûå ìàòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ òî÷êà A ñ êîîðäèíà-
òàìè (x, y) ïåðåõîäèò â òî÷êó A′ ñ êîîðäèíàòàìè (x′, y′).

Ïåðåíîñ

Îïåðàöèÿ ïåðåíîñà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïåðåìåùåíèå òî÷êè A
â òî÷êó A′. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòîò ïåðåíîñ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìî-
ùüþ âåêòîðà ïåðåíîñà AA′. Ïóñòü R = (Rx, Ry) ðàäèóñ-âåêòîð, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ýòîìó âåêòîðó ïåðåíîñà. Òîãäà ïåðåõîä èç òî÷êè A
â òî÷êó A′ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âåêòîðíîé çàïèñè A′ = A+R, ò. å.
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äëÿ ïåðåíîñà òî÷êè â íîâîå ïîëîæåíèå íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê åå êî-
îðäèíàòàì íåêîòîðûå ÷èñëà � êîîðäèíàòû âåêòîðà ïåðåíîñà.

Îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñåé

Ðàññìîòðèì îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè OX. Ïðè òàêîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè ìåíÿåòñÿ çíàê îðäèíàòû èñõîäíîé òî÷êè, ò. å. â ìàòðè÷-
íîì âèäå ýòî îòðàæåíèå âûãëÿäèò òàê:

(
x′

y′

)
=

(
1 0
0 −1

)(
x
y

)
.

Ìàñøòàáèðîâàíèå

Ìàñøòàáèðîâàíèåì îáúåêòîâ íàçûâàåòñÿ ðàñòÿæåíèå îáúåêòîâ
âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Ýòà îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê êàæäîé òî÷êå îáúåêòà ïóò¼ì
óìíîæåíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê íà íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïóñòü Mx,
My � êîýôôèöèåíòû ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Òîãäà äëÿ òî÷åê A è A'
îïåðàöèÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ â ìàòðè÷íîì âèäå áóäåò âûãëÿäåòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

(
x′

y′

)
=

(
Mx 0
0 My

)(
x
y

)
.

Ïîâîðîò

Ðàññìîòðèì äàëåå îïåðàöèþ âðàùåíèÿ òî÷êè íà íåêîòîðûé óãîë
α îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ò. å. ðàäèóñ-âåêòîð A′ ïîëó÷àåòñÿ
èç ðàäèóñ-âåêòîðà A′ ïóò¼ì åãî ïîâîðîòà íà óãîë α ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Òîãäà â ìàòðè÷íîì âèäå âðàùåíèå òî÷êè A íà óãîë α âû-
ãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
x′

y′

)
=

(
cosα sinα
− sinα cosα

)(
x
y

)
.
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Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

è ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

äâóìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Ñðåäè ðàññìîòðåííûõ ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé òîëüêî îäíà �
îïåðàöèÿ ïåðåíîñà � íå ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèöû íà äâóìåðíûé âåêòîð. Âìåñòå ñ òåì ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé, çàïèñàííûõ â ìàòðè÷íîì âè-
äå, ìîæíî âû÷èñëèòü ðåçóëüòèðóþùóþ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ,
âû÷èñëèâ ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö èñïîëüçóåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî óäîáíåå ïðèìåíÿòü ðåçóëüòèðóþùóþ ìàòðèöó,
âìåñòî òîãî ÷òîáû êàæäûé ðàç çàíîâî âû÷èñëÿòü ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèö. Îäíàêî òàêèì ñïîñîáîì íåëüçÿ ïîëó÷èòü ðåçóëüòèðóþ-
ùóþ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ, åñëè ñðåäè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïåðåíîñ. Áûëî áû óäîáíåå
èìåòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé âêëþ÷àòü â êîìïî-
çèöèè ïðåîáðàçîâàíèé âñå èç óêàçàííûõ âûøå îïåðàöèé. Ïðè ýòîì
ïîëó÷èëñÿ áû çíà÷èòåëüíûé âûèãðûø â ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé. Îä-
íîðîäíûå êîîðäèíàòû è åñòü ýòîò ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

Äâóìåðíûé âåêòîð (x, y) â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå (x, y, 1). Òåïåðü òî÷êè äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäóò
îïèñûâàòüñÿ òð¼õýëåìåíòíûìè âåêòîð-ñòîëáöàìè, ïîýòîìó è ìàò-
ðèöû ïðåîáðàçîâàíèé, íà êîòîðûå áóäåò óìíîæàòüñÿ âåêòîð òî÷êè,
áóäóò èìåòü ðàçìåðû 3× 3.

Çàïèøåì ìàòðè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàöèè ïåðåíîñà äëÿ îä-
íîðîäíûõ êîîðäèíàò:

x′y′
1

 =

1 0 Rx

0 1 Ry

0 0 1

xy
1

 .

Çàïèøåì ìàòðè÷íûé âèä îïåðàöèè ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

x′y′
1

 =

Sx 0 0
0 Sy 0
0 0 1

xy
1

 .
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Äëÿ îïåðàöèè ïîâîðîòà ìàòðè÷íûé âèä áóäåò òàêîé:x′y′
1

 =

 cosα sinα 0
− sinα cosα 0

0 0 1

xy
1

 .

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç îïèñàííûõ
îïåðàöèé â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà îä-
íîé ìàòðèöåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö äàííûõ îïå-
ðàöèé. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ãîðàçäî ïðîùå è áûñòðåå
ïðèìåíÿòü ìàòðèöó óæå ãîòîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, âìåñòî òîãî ÷òî-
áû ïðèìåíÿòü èõ ïîñëåäîâàòåëüíî îäíó çà äðóãîé.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîâîðîòà òî÷êè íà ïëîñêîñòè
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè B. Ïîêà ìû óìååì
ïîâîðà÷èâàòü îáúåêòû òîëüêî âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîýòîìó
ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàð-
íûõ îïåðàöèé:

1. Ïåðåíîñ, ïðè êîòîðîì òî÷êà B ïåðåõîäèò â íà÷àëî êîîðäèíàò.

2. Ïîâîðîò íà çàäàííûé óãîë îòíîñèòåëüíî íîâîãî íà÷àëà êîîð-
äèíàò.

3. Ïåðåíîñ, ïðè êîòîðîì òî÷êà èç íà÷àëà êîîðäèíàò âîçâðàùà-
åòñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè B.

2.1. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 2

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïî-
ñâÿùåíà ïðåîáðàçîâàíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð íà ïëîñêîñòè, âòî-
ðàÿ � ñîçäàíèþ àíèìàöèè íà îñíîâå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïåðâàÿ ÷àñòü

Ðåàëèçîâàòü ñ çàäàííîé ñîâîêóïíîñòüþ ôèãóð (ïî âàðèàíòàì,
èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 1) ïðåîáðàçîâàíèÿ:

• ïåðåíîñ âäîëü îñè OX,

• ïåðåíîñ âäîëü îñè OY ,
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Ðèñ. 1. Âàðèàíòû ïåðâîé ÷àñòè ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû 2

• îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè OX,

• îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè OY ,

• îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé Y = X,

• ìàñøòàáèðîâàíèå íåçàâèñèìî ïî îáåèì îñÿì,

• ïîâîðîò íà çàäàííûé óãîë îòíîñèòåëüíî öåíòðà êîîðäèíàò

• ïîâîðîò íà çàäàííûé óãîë îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè,
óêàçûâàåìîé â õîäå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû.

Âòîðàÿ ÷àñòü

Íà îñíîâå ïåðâîé ÷àñòè ñîçäàòü ïðîãðàììó, ðàáîòàþùóþ ñ äâóõ-
ìåðíûìè îáúåêòàìè ïî âàðèàíòàì.

1. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ïîêàçûâàþùóþ êîëåñî ñî ñïèöàìè, êà-
òÿùååñÿ ïî íàêëîííîé ïîâåðõíîñòè.
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2. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, èìèòèðóþùóþ ìåõàíè÷åñêèå ÷àñû.

3. Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó, ïîêàçûâàþùóþ ïîëåò âðàùàþùåãîñÿ
áóìåðàíãà.

4. Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó, èìèòèðóþùóþ ïàäåíèå ëèñòà ñ äåðå-
âà.

5. Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó, èìèòèðóþùóþ ïàäåíèå ñíåæèíîê.

6. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ïîêàçûâàþùóþ ïàäàþùèå ôèãóðû
¾Òåòðèñà¿; ïðè íàæàòèè íà êëàâèøè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîâîðîò
ôèãóð è èõ îêîí÷àòåëüíîå ïàäåíèå.

7. Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó, îòîáðàæàþùóþ òðè âçàèìîñâÿçàí-
íûõ âðàùàþùèõñÿ øåñòåðíè.

8. Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó, èìèòèðóþùóþ èãðó â íàñòîëüíûé
òåííèñ (âèä ñâåðõó).

9. Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó, îòîáðàæàþùóþ ïóëüñèðóþùåå ñåðä-
öå.

10. Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó, îòîáðàæàþùóþ ëåòÿùèé ñàìîë¼ò
ñ âðàùàþùèìñÿ âèíòîì.

11. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, âûâîäÿùóþ íà ýêðàí øàãàþùåãî ÷åëî-
âå÷êà.

12. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, âûâîäÿùóþ íà ýêðàí âçëåòàþùóþ ðàêå-
òó. Ñ óäàëåíèåì îò çåìëè ðàêåòà óìåíüøàåòñÿ.

Êîììåíòàðèè ê çàäàíèþ

Ïåðâàÿ ÷àñòü

1. Óïðàâëåíèå îðãàíèçîâàòü ÷åðåç ìåíþ, êíîïêè è ò. ä.

2. Ïðåäóñìîòðåòü âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîé ïîçèöèè ôèãóð.

3. Ïðåäóñìîòðåòü ïðèìåíåíèå íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé.
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4. Íà÷àëî êîîðäèíàò äîëæíî áûòü ðàñïîëîæåíî â öåíòðå îêíà.

5. Îáÿçàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îäíîðîäíûõ êîîðäè-
íàò.

6. Ìåòîä äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð äîëæåí áûòü
îôîðìëåí îòäåëüíîé ïðîöåäóðîé.

3. Àëãîðèòìû ðàñòåðèçàöèè îòðåçêà

è îêðóæíîñòè

Áîëüøèíñòâî ãðàôè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ÿâëÿþòñÿ ðàñòðîâûìè,
ïðåäñòàâëÿÿ èçîáðàæåíèå â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû (ñåòêè,
öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè) ïèêñåëåé (ðàñòðà), è áîëüøèíñòâî ãðàôè-
÷åñêèõ áèáëèîòåê ñîäåðæàò âíóòðè ñåáÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî
ïðîñòåéøèõ ðàñòðîâûõ àëãîðèòìîâ.

Ñôîðìèðîâàòü ðàñòðîâîå èçîáðàæåíèå ìîæíî ïî-ðàçíîìó.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîçäàòü èçîáðàæåíèå íà ðàñòðîâîì äèñïëåå, ìîæ-
íî ïðîñòî ñêîïèðîâàòü ãîòîâûé ðàñòð â âèäåîïàìÿòü. Ýòîò ðàñòð
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ñêàíåðà èëè öèôðîâî-
ãî ôîòîàïïàðàòà. À ìîæíî ñîçäàâàòü èçîáðàæåíèå îáúåêòà ïóò¼ì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðèñîâàíèÿ îòäåëüíûõ ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðîñòûå ýëåìåíòû, èç êîòîðûõ ñêëàäûâàþòñÿ ñëîæíûå îáúåê-
òû, áóäåì íàçûâàòü ãðàôè÷åñêèìè ïðèìèòèâàìè. Èõ ìîæíî âñòðå-
òèòü ïîâñþäó. Íàïðèìåð, äëÿ ïîñòðîåíèÿ èçîáðàæåíèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ íåêîòîðûé íàáîð ïðèìèòèâîâ, êîòîðûå ïîääåðæèâàþòñÿ îïðå-
äåëåííûìè ãðàôè÷åñêèìè óñòðîéñòâàìè âûâîäà. Ãðàôè÷åñêèå ïðè-
ìèòèâû òàêæå ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ
îáúåêòîâ â áàçå äàííûõ êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû � ìîäåëè îáúåêòîâ.
Ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà ïðèìèòèâîâ äëÿ ìî-
äåëè è äëÿ àëãîðèòìîâ îòîáðàæåíèÿ. Óäîáíî, êîãäà ýòè ìíîæåñòâà
ñîâïàäàþò, òîãäà óïðîùàåòñÿ ïðîöåññ îòîáðàæåíèÿ.

Ïðîñòåéøèì è âìåñòå ñ òåì íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì ðàñòðîâûì
ãðàôè÷åñêèì ïðèìèòèâîì ÿâëÿåòñÿ ïèêñåëü. Ëþáîå ðàñòðîâîå èçîá-
ðàæåíèå ìîæíî íàðèñîâàòü ïî ïèêñåëÿì, íî ýòî ñëîæíî è äîëãî.
Íåîáõîäèìû áîëåå ñëîæíûå ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ ðèñóþòñÿ ñðà-
çó íåñêîëüêî ïèêñåëåé. Â ñîâðåìåííûõ ãðàôè÷åñêèõ ñèñòåìàõ â êà-
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÷åñòâå òàêèõ ýëåìåíòîâ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ãðàôè÷åñêèå
ïðèìèòèâû � ëèíèè è ôèãóðû.

Ðàññìîòðèì ðàñòðîâûå àëãîðèòìû äëÿ îòðåçêîâ ïðÿìîé ëèíèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà ïðÿìîé.
Äëÿ âûâîäà ëèíèè íåîáõîäèìî çàêðàñèòü â îïðåäåë¼ííûé öâåò âñå
ïèêñåëè âäîëü ëèíèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû çàêðàñèòü êàæäûé ïèêñåëü,
íåîáõîäèìî çíàòü åãî êîîðäèíàòû. Ïðîñòåéøèé àëãîðèòì, ïîçâîëÿ-
þùèé ýòî ñäåëàòü? ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé,
ñîäåðæàùåé çàäàííûé îòðåçîê è íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå îä-
íîé èç êîîðäèíàò íà îñíîâå äðóãîé èëè âû÷èñëåíèå òåêóùåé êîîð-
äèíàòû èç ïðåäûäóùåé ïóò¼ì åå óâåëè÷åíèÿ íà óãëîâîé êîýôôè-
öèåíò. Îäíàêî çà òàêîé ïðîñòîòîé ñêðûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ÷èñåë
ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé è àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä íèìè. Êðî-
ìå ïîãðåøíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñàìèõ ÷èñåë â ïàìÿòè êîìïüþòåðà,
áóäåò íàêàïëèâàòüñÿ îøèáêà ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Ä. Ý. Áðåçåíõýì ïðåäëîæèë ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ðàçðàáàòû-
âàòü àëãîðèòìû ðàñòåðèçàöèè, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè öèêëîâ
âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ öåëûõ ÷èñåë áåç èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ. Îïèñàíèå àëãîðèòìà ðàñòåðèçàöèè îòðåçêà
ïðåäñòàâëåíî â [1, ïóíêòû 2.3 � 2.5], îêðóæíîñòè � â [1, ïóíêò 2.6].

3.1. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 3

Ïåðâàÿ ÷àñòü

Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì Áðåçåíõýìà ðàñòåðèçàöèè îòðåçêà.

Âõîäíûå äàííûå: öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà (â
êîîðäèíàòàõ ñåòêè).

Âûõîäíûå äàííûå: èçîáðàæåíèå ñåòêè, óçëû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
ïèêñåëÿìè; èçîáðàæåíèå îòðåçêà ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì; ðåçóëüòàò
ðàáîòû àëãîðèòìà â âèäå îòìå÷åííûõ ïèêñåëåé.

Âòîðàÿ ÷àñòü

Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòìû Áðåçåíõýìà ðàñòåðèçàöèè îêðóæíî-

ñòè.

Âõîäíûå äàííûå: ðàäèóñ è êîîðäèíàòû öåíòðà îêðóæíîñòè.
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Ðèñ. 2. Àëãîðèòì Áðåçåíõåìà ðàñòåðèçàöèè îòðåçêà

Âûõîäíûå äàííûå: èçîáðàæåíèå ñåòêè, óçëû êîòîðîé ÿâëÿþò-
ñÿ ïèêñåëÿìè; èçîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì; ðå-
çóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà â âèäå îòìå÷åííûõ ïèêñåëåé.

Êîììåíòàðèè ê çàäàíèþ

Âñå âû÷èñëåíèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ïðèìåðíûé âèä ðàáîòû ïðîãðàììû äëÿ ïåðâîé ÷àñòè èçîáðàæ¼í
íà ðèñ. 2.

4. Àëãîðèòìû îòñå÷åíèÿ îòðåçêà

Íà ïðàêòèêå ãðàôè÷åñêèå îáúåêòû âñåãäà îòîáðàæàþòñÿ íà êî-
íå÷íîì ðàñòðå, ãðàíèöû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöàì ýêðàíà.
Ðàñòåðèçàöèÿ íà êîíå÷íîì ðàñòðå òðåáóåò âîçìîæíîñòè îòñå÷åíèÿ
ðàñòåðèçóåìîãî îáúåêòà îòíîñèòåëüíî ãðàíèö ðàñòðà, ò. å. óäàëå-
íèÿ ÷àñòåé ðàñòåðèçóåìîãî îáúåêòà, ëåæàùèõ çà ïðåäåëàìè ðàñòðà.
Âûïîëíåíèå àëãîðèòìà ðàñòåðèçàöèè áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî îòñå÷å-
íèÿ ïðèâåä¼ò ê îøèáêå ïðè ïîïûòêå îñóùåñòâèòü èçìåíåíèå öâåòà
ïèêñåëÿ ñ êîîðäèíàòàìè çà ïðåäåëàìè ðàñòðà (ýòî ìîæåò ïðèâåñòè
ê èçìåíåíèþ öâåòà íå òîãî ïèêñåëÿ èëè äàæå ê ñèñòåìíîìó ñáîþ).

Ìîæíî áûëî áû ïðîñòî ïðîâåðÿòü, ëåæèò ëè ïèêñåëü âíóòðè
ðàñòðà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä èçìåíåíèåì åãî öâåòà. Ê ñîæàëåíèþ,
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òàêîå ðåøåíèå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñëèøêîì íåýôôåêòèâíî. Âî-
ïåðâûõ, ïîäîáíàÿ ïðîâåðêà ñàìà ïî ñåáå ÷ðåçâû÷àéíî çàìåäëèò ðàñ-
òåðèçàöèþ. Âî-âòîðûõ, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü
îáúåêòà ëåæèò âíå ðàñòðà, ðàñòåðèçàöèÿ äëÿ ýòîé îáëàñòè áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ âõîëîñòóþ è îòñå÷åíèå ïîäîáíûõ îáëàñòåé óñêîðèò âû-
÷èñëåíèÿ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì àëãîðèòìû îòñå÷åíèÿ îòðåçêà îòíîñèòåëüíî
ãðàíèö ïðÿìîóãîëüíèêà èëè ìíîãîóãîëüíèêà (èíîãäà ìû áóäåì íà-
çûâàòü ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê èëè ìíîãîóãîëüíèê ¾îêíîì¿).

Åñëè èçîáðàæåíèå âûõîäèò çà ïðåäåëû ýêðàíà, òî íà ÷àñòè äèñ-
ïëååâ óâåëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî èçîáðà-
æåíèå ñòðîèòñÿ â ¾óìå¿. Â íåêîòîðûõ äèñïëåÿõ âûõîä çà ïðåäåëû
ýêðàíà ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ êàðòèíû, òàê êàê êîîðäèíàòû ïðîñòî
îãðàíè÷èâàþòñÿ ïðè äîñòèæåíèè èìè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé, íî íå
âûïîëíÿåòñÿ òî÷íûé ðàñ÷¼ò êîîðäèíàò ïåðåñå÷åíèÿ (ýôôåêò ¾ñòÿ-
ãèâàíèÿ¿ èçîáðàæåíèÿ). Íåêîòîðûå, â îñíîâíîì ïðîñòûå, äèñïëåè
ïðîñòî íå äîïóñêàþò âûõîäà çà ïðåäåëû ýêðàíà. Âñå ýòî, îñîáåííî
â ñâÿçè ñ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè ïðîñìîòðà îêíàìè,
òðåáóåò âûïîëíåíèÿ îòñå÷åíèÿ ñöåíû ïî ãðàíèöàì îêíà âèäèìîñòè.

Îòñåêàåìûå îòðåçêè ìîãóò áûòü òð¼õ êëàññîâ: öåëèêîì âèäèìûå,
öåëèêîì íåâèäèìûå è ïåðåñåêàþùèå îêíî. Î÷åâèäíî, ÷òî öåëåñîîá-
ðàçíî áîëåå ðàíî, áåç âûïîëíåíèÿ áîëüøîãî îáú¼ìà âû÷èñëåíèé,
ïðèíÿòü ðåøåíèå î âèäèìîñòè îòðåçêà öåëèêîì èëè îá åãî îòáðà-
ñûâàíèè. Ïî ñïîñîáó âûáîðà ðåøåíèÿ îá îòáðàñûâàíèè íåâèäèìîãî
îòðåçêà öåëèêîì èëè ïðèíÿòèÿ åãî ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ òèïà
àëãîðèòìîâ îòñå÷åíèÿ: àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå êîäèðîâàíèå êîí-
öîâ îòðåçêà èëè âñåãî îòðåçêà, è àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îòñåêàåìûõ îòðåçêîâ è îêíà îòñå÷åíèÿ.
Ïðåäñòàâèòåëè ïåðâîãî òèïà àëãîðèòìîâ � àëãîðèòì Ñàçåðëåíäà �
Êîýíà è àëãîðèòì ñðåäíåé òî÷êè. Ïðåäñòàâèòåëåì àëãîðèòìîâ âòî-
ðîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì Öèðóñà � Áåêà.

Àëãîðèòìû ñ êîäèðîâàíèåì ïðèìåíèìû äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî
îêíà, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, â òî âðå-
ìÿ êàê àëãîðèòìû ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ïðèìåíèìû
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îêíà.

Ïîëíîå îïèñàíèå àëãîðèòìîâ Ñàçåðëåíäà � Êîýíà, ñðåäíåé òî÷-
êè è Öèðóñà � Áåêà ìîæíî íàéòè â [1, ïóíêòû 3.2, 3.3, 3.5].
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Ðèñ. 3. Àëãîðèòì Öèðóñà � Áåêà

4.1. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 4

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç òð¼õ ÷àñòåé:

1. Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì Öèðóñà � Áåêà îòñå÷åíèÿ îòðåçêà ìíî-
ãîóãîëüíèêîì.

2. Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì Ñàçåðëåíäà � Êîýíà.

3. Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ñðåäíåé òî÷êè.

Äëÿ êàæäîé ÷àñòè:

Âõîäíûå äàííûå: êîîðäèíàòû âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà (ïðÿìî-
óãîëüíèêà), êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà.

Âûõîäíûå äàííûå: èçîáðàæåíèå ìíîãîóãîëüíèêà (ïðÿìîóãîëüíè-
êà), èçîáðàæåíèå îòðåçêà, îòìå÷åíû âñå ïîòåíöèàëüíûå òî÷êè âõîäà
è âûõîäà (äëÿ ïåðâîé ÷àñòè), ÷àñòü îòðåçêà âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà
(ïðÿìîóãîëüíèêà) âûäåëåíà äðóãèì öâåòîì.

Êîììåíòàðèè ê çàäàíèþ

1. Âõîäíûå äàííûå ÷èòàþòñÿ èç ôàéëà.

2. Íà÷àëî êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíî â öåíòðå îêíà ïðîãðàììû.

Ïðèìåðíûé âèä ðàáîòû ïðîãðàììû äëÿ ïåðâîé ÷àñòè èçîáðàæ¼í
íà ðèñ. 3
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5. Àëãîðèòìû çàïîëíåíèÿ îáëàñòåé

Ðàíåå ìû ðàññìîòðåëè àëãîðèòìû îòîáðàæåíèÿ ëèíèé íà ðàñò-
ðå. Ëèíèè íà ðàñòðå çà÷àñòóþ îáðàçóþò çàìêíóòûå îáëàñòè, êîòî-
ðûå òðåáóåòñÿ çàêðàñèòü (çàïîëíèòü) òåì èëè èíûì öâåòîì. Òåïåðü
ìû ðàññìîòðèì àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå âûïîëíèòü òàêîå çàïîë-
íåíèå.

Áóäóò ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì òðåáóåòñÿ íàðèñîâàòü
íà ðàñòðå ìíîãîóãîëüíèê, çàäàííûé ñâîèìè âåðøèíàìè (ðàñòåðè-
çàöèÿ ìíîãîóãîëüíèêà). Âî âòîðîì, áîëåå îáùåì, ñëó÷àå ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñòðîâàÿ îáëàñòü çàäàíà öâåòîì ñâîåé ãðàíèöû è òî÷-
êîé (ïèêñåëåì) âíóòðè îáëàñòè. Ýòîò ïèêñåëü íàçûâàåòñÿ çàòðàâî÷-
íûì, à ñàì ìåòîä íàçûâàåòñÿ çàïîëíåíèåì ñ çàòðàâêîé.

Ðàñòåðèçàöèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ

Ïóñòü çàäàí ìíîãîóãîëüíèê P1P2 . . . PN è òðåáóåòñÿ ðàñòåðèçî-
âàòü åãî âìåñòå ñ âíóòðåííèìè òî÷êàìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíî-
ãîóãîëüíèê öåëèêîì ïîìåùàåòñÿ â ðàñòðîâîì îêíå. Äëÿ óäîáñòâà
êàæäîå ðåáðî ìíîãîóãîëüíèêà áóäåì çàäàâàòü êîîðäèíàòàìè (x1,
y1) è (x2, y2) åãî êîíöîâ, òàê ÷òî y1 ≤ y2. Óñëîâèìñÿ òàêæå îò-
ñ÷èòûâàòü íà ýêðàíå êîîðäèíàòó x ñëåâà íàïðàâî, à y � ñâåðõó
âíèç (òàêèì îáðàçîì, òî÷êà (x1, y1) áóäåò âåðõíèì êîíöîì ðåáðà,
à ((x2, y2) � íèæíèì). Áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ çàïîëíåíèÿ îñ-
íîâàíî íà òîì ôàêòå, ÷òî ëþáîå ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷åíèå êîíòóðà
ìíîãîóãîëüíèêà ñîñòîèò èç ÷¼òíîãî ÷èñëà òî÷åê. Ýòî óòâåðæäåíèå
íåâåðíî â äâóõ ñëó÷àÿõ (ñì. ðèñ. 4):

• êîãäà ñåêóùàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò ãîðèçîíòàëüíîå ðåáðî;

• êîãäà îíà ñîäåðæèò âåðøèíó, à îáà ñìåæíûõ ðåáðà ëåæàò âû-
øå (íèæå) åå.

Îäíàêî ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ñïîñîáû èñêëþ÷èòü ýòè ñëó÷àè
èç ðàññìîòðåíèÿ; îíè áóäóò ðàññìîòðåíû ïîçäíåå. Ïîêà æå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèâåä¼ííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî âñåãäà. Çàäà÷à
çàïîëíåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà, òàêèì îáðàçîì, ñâîäèòñÿ ê çàïîëíåíèþ
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Ðèñ. 4. Èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè

îïðåäåë¼ííûõ ïðîìåæóòêîâ ìåæäó òî÷êàìè ñå÷åíèÿ, ÷òî äîëæ-
íî áûòü ïðîäåëàíî äëÿ êàæäîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ñå÷åíèÿ ìíîãî-
óãîëüíèêà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé
íà ñâîéñòâà ìíîãîóãîëüíèêà (âûïóêëîñòü, îòñóòñòâèå ñàìîïåðåñå-
÷åíèé è ò. ä.) íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Àëãîðèòì ñî ñïèñêîì ð¼áåðíûõ òî÷åê

Ýòîò àëãîðèòì ñîñòîèò èç òð¼õ îñíîâíûõ ýòàïîâ.

Íà ïåðâîì ýòàïå ðàñòåðèçóþòñÿ âñå íåãîðèçîíòàëüíûå ðåáðà ìíî-
ãîóãîëüíèêà. Âñå òî÷êè ïîìåùàþòñÿ â ñïèñêè. Äëÿ êàæäîé êîîðäè-
íàòû ymin, y2, . . . ymax ñîïîñòàâèì ñïèñîê x-êîîðäèíàò âñåõ ïèê-
ñåëåé, çàêðàøåííûõ ïðè ðàñòåðèçàöèè ð¼áåð, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ
íà ãîðèçîíòàëè y (çäåñü ymin è ymax � ìèíèìàëüíàÿ è ìàêñèìàëü-
íàÿ y-êîîðäèíàòû ïèêñåëåé â ðàñòðîâîì èçîáðàæåíèè ìíîãîóãîëü-
íèêà).

Íà âòîðîì ýòàïå êàæäûé èç y-ñïèñêîâ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîç-
ðàñòàíèþ.

Íà òðåòüåì ýòàïå â êàæäîì èç y-ñïèñêîâ çàïîëíÿþòñÿ (çàêðàøè-
âàþòñÿ) âñå îòðåçêè âèäà [x2i−1, x2i].

Àëãîðèòì ñî ñïèñêîì àêòèâíûõ ðåáåð

Ïîïðîáóåì íåñêîëüêî âèäîèçìåíèòü ïðåäûäóùèé àëãîðèòì.
Âìåñòî òîãî ÷òîáû õðàíèòü â ïàìÿòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîíòóðà
ñ êàæäîé ñòðîêîé ðàñòðà, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü îäíîé ñòðîêîé � òå-
êóùåé. À èìåííî îðãàíèçóåì ñïèñîê ¾àêòèâíûõ¿ ð¼áåð (ÑÀÐ), â êî-
òîðîì áóäåì õðàíèòü èíôîðìàöèþ îáî âñåõ ð¼áðàõ ìíîãîóãîëüíè-
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êà, ïåðåñåêàåìûõ òåêóùåé ñòðîêîé. Óäîáñòâî òàêîãî ïîäõîäà â òîì,
÷òî ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ñòðîêå íå òðåáóåòñÿ ïîëíîñòüþ ïåðåôîð-
ìèðîâûâàòü ÑÀÐ. Äîñòàòî÷íî ëèøü óäàëèòü èç íåãî ¾çàêîí÷èâøè-
åñÿ¿ ðåáðà (ò. å. ðåáðà èç ÑÀÐ, ÷åé íèæíèé êîíåö îêàçàëñÿ âûøå
íîâîãî çíà÷åíèÿ y ) è äîáàâèòü ïîÿâèâøèåñÿ.

Ïåðåéä¼ì ê ôîðìàëüíîìó îïèñàíèþ àëãîðèòìà. Äëÿ êàæäîãî

ðåáðà ñîçäàäèì ñòðóêòóðó äàííûõ {y = dye; dx =
x2 − x1
y2 − y1

;x =

x1+dx·(y−y1)}. Âñå òàêèå ñòðóêòóðû ïîìåñòèì â ñïèñîê (y-ñïèñîê)
è óïîðÿäî÷èì åãî ïî âîçðàñòàíèþ y. Äàëåå, ïîêà ÑÀÐ íå ïóñò,
äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ y

• äîáàâëÿåì íîâûå ðåáðà èç y-ñïèñêà (ó íèx ðåáðî.y = y), ñî-
õðàíÿÿ óïîðÿäî÷åííîñòü ÑÀÐ ïî x;

• çàêðàøèâàåì îòðåçêè âèäà [x2i−1, x2i] â ñòðîêå y;

• ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó çíà÷åíèþ y;

• óäàëÿåì ¾çàêîí÷èâøèåñÿ¿ ð¼áðà, â îñòàëüíûõ ð¼áðàõ îáíîâëÿ-
åì çíà÷åíèå x, óâåëè÷èâàÿ åãî íà dx ðåáðà, ïðè ýòîì ñîõðàíÿÿ
óïîðÿäî÷åííîñòü ÑÀÐ ïî x.

Ïðåèìóùåñòâî äâóõ ïðèâåä¼ííûõ àëãîðèòìîâ ïåðåä ïîñëåäóþ-
ùèìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïåðàöèè âûâîäà íà ýêðàí (îòíîñèòåëüíî
¾ìåäëåííûå¿ âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ) äëÿ êàæäîãî ïèêñåëÿ âûïîëíÿ-
þòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
äèíàìè÷åñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ (ñïèñêîâ), ÷òî ñèëüíî óñëîæíÿåò
êîä è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé ïàìÿòè.

Ñóùåñòâóåò êëàññ ñèñòåì, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíèå äèíàìè÷å-
ñêèõ ñòðóêòóð äàííûõ íåæåëàòåëüíî (âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííîñòè
ðåñóðñà ïàìÿòè èëè îòñóòñòâèÿ óäîáíûõ ñðåäñòâ ðàçðàáîòêè ïðî-
ãðàìì), â òî âðåìÿ êàê çàìåäëåíèå ðàáîòû èç-çà ÷àñòîãî îáðàùå-
íèÿ ê âèäåîïàìÿòè íåêðèòè÷íî (ñþäà îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ìîáèëü-
íûå òåëåôîíû è äðóãèå ïîðòàòèâíûå óñòðîéñòâà, èìåþùèå ãðàôè-
÷åñêèé äèñïëåé). Â òàêèõ ñèñòåìàõ ýôôåêòèâíûì áóäåò èñïîëüçîâà-
íèå ñëåäóþùèõ àëãîðèòìîâ, îïåðèðóþùèõ íåïîñðåäñòâåííî ñ äàí-
íûìè â âèäåîáóôåðå (ò. å. ñ ¾ñîäåðæèìûì¿ ýêðàíà).
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Àëãîðèòì ñ îïåðàöèåé XOR

Ýòîò îðèãèíàëüíûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò ñâîéñòâà îïåðàöèè
XOR (èñêëþ÷àþùåå ÈËÈ). Íàïîìíèì, ÷òî XOR � áèíàðíàÿ îïå-
ðàöèÿ íàä áèòàìè, äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó:

a b a XOR b

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0

Ïóñòü êîíòóð ìíîãîóãîëüíèêà ðàñòåðèçîâàí è âûâåäåí íà ýêðàí.
Òîãäà åãî çàêðàøèâàíèå ñâîäèòñÿ ê çàïîëíåíèþ â êàæäîé ñòðîêå
ðàñòðà âñåõ ïðîìåæóòêîâ âèäà [x2i−1, x2i], ãäå ÷åðåç xk îáîçíà÷åíû
x-êîîðäèíàòû ¾âêëþ÷¼ííûõ¿ ïèêñåëåé â äàííîé ñòðîêå, óïîðÿäî-
÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ.

×åðåç I(x, y) îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèå ïèêñåëÿ ñ êîîðäèíàòàìè (x, y):
I(x, y) = 1, åñëè ïèêñåëü ¾âêëþ÷¼í¿, è I(x, y) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå îïåðà-
öèè

I(x+ 1, y) = I(x, y)XOR I(x+ 1, y)

äëÿ x = 1, 2, 3, . . . X − 1 (ãäå X � ãîðèçîíòàëüíûé ðàçìåð ðàñòðà)
ïðèâåä¼ò ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ïîñëåä-
íèé ïèêñåëü â êàæäîì ïðîìåæóòêå çàêðàøåí íå áóäåò. Ýòà íåáîëü-
øàÿ íåòî÷íîñòü â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåêðèòè÷íà è âèçóàëüíî
íåçàìåòíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñëå çàêðàøèâàíèÿ ïîâòîð-
íî âûâåñòè íà ýêðàí êîíòóð ìíîãîóãîëüíèêà.

Äîñòîèíñòâîì àëãîðèòìîâ XOR ÿâëÿåòñÿ èõ ïðåäåëüíàÿ ïðîñòî-
òà. Íåäîñòàòîê � íåâîçìîæíîñòü ðàáîòû ïðè íàëè÷èè ïîñòîðîííèõ
èçîáðàæåíèé íà ýêðàíå.

Èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà ñïîñîáàõ îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ
ñëó÷àåâ, ïðèâåä¼ííûõ íà ðèñ. 4. Ïðè ðàññìîòðåíèè ãîðèçîíòàëü-
íîãî ðåáðà äîñòàòî÷íî ïðè ðàñòåðèçàöèè ýòîãî ðåáðà âûâåñòè ëèøü
åãî êîíöû.
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Ðèñ. 5. XOR ñ ïåðåãîðîäêîé

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïðè ðàñòåðèçàöèè êàæäîãî ðåáðà ìíîãîóãîëüíèêà
íå áóäåì âûâîäèòü åãî íèæíèé êîíåö (x2, y2), à âåðõíèé êîíåö âû-
âåäåì ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè I(x1, y1) = I(x2, y2)XOR 1. Ýòî ïðèâå-
ä¼ò ê òîìó, ÷òî âåðõíèå (íèæíèå) êîíöû ð¼áåð, ïîïàâøèå â îäèí
è òîò æå ïèêñåëü, íå áóäóò âûâåäåíû, à çíà÷èò, ¾îäèíî÷íûå¿ òî÷êè
â ñòðîêàõ ðàñòðà áóäóò èñêëþ÷åíû.

Àëãîðèòì ñ îïåðàöèåé XOR ñ ïåðåãîðîäêîé

Àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â èíâåðòèðîâàíèè öâåòà âñåõ ïèêñåëåé,
ðàñïîëîæåííûõ ïðàâåå i-ãî ðåáðà, ïðîèçâîäèìîì ïîñëåäîâàòåëüíî
äëÿ i = 1, 2, . . . N (ïîðÿäîê íóìåðàöèè ð¼áåð íå èìååò çíà÷åíèÿ). Ãî-
ðèçîíòàëüíûå ðåáðà ïðè ýòîì èãíîðèðóþòñÿ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 5,
â ðåçóëüòàòå çàêðàøåííûìè îêàæóòñÿ âñå âíóòðåííèå ïèêñåëè ìíî-
ãîóãîëüíèêà, è òîëüêî îíè.

Ê äîñòîèíñòâàì äàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî îòíåñòè åãî ïðîñòî-
òó è îðèãèíàëüíîñòü, à òàêæå îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíûõ ñòðóêòóð
äàííûõ. Íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ áîëüøî-
ãî ÷èñëà îïåðàöèé ñ ïèêñåëÿìè (äî N îïåðàöèé ñ êàæäûì ïèêñå-
ëåì), â òîì ÷èñëå è âíå ìíîãîóãîëüíèêà. Â ÷àñòíîñòè, ÷åì áîëü-
øå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìíîãîóãîëüíèêîì è ïðàâîé ãðàíèöåé ýêðàíà,
òåì áîëüøå áóäåò ñîâåðøåíî ¾ëèøíèõ¿ îïåðàöèé.

Îò ýòîãî íåäîñòàòêà ñâîáîäíà ìîäèôèêàöèÿ äàííîãî àëãîðèò-
ìà � ¾XOR-2 ñ ïåðåãîðîäêîé¿. Èäåÿ åå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
èíâåðòèðîâàòü îáëàñòü íå ìåæäó ðåáðîì è ïðàâîé ãðàíèöåé ýêðàíà,
à ìåæäó ðåáðîì è âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé (¾ïåðåãîðîäêîé¿), ìûñëåí-
íî ïðîâåä¼ííîé â ëþáîì óäîáíîì ìåñòå, íàïðèìåð, ïåðåñåêàþùåé
ìíîãîóãîëüíèê.
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Çàïîëíåíèå ñ çàòðàâêîé

Îáëàñòü, ïîäëåæàùàÿ çàïîëíåíèþ, íå âñåãäà çàäà¼òñÿ â âèäå
ìíîãîóãîëüíèêà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çà-
ïîëíÿåìàÿ îáëàñòü çàäà¼òñÿ öâåòîì ñâîåé ãðàíèöû. Ìíîæåñòâî ïèê-
ñåëåé íà ðàñòðå íå îïðåäåëÿåò îáëàñòü îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó òðåáó-
åòñÿ çàäàòü êîîðäèíàòû ¾çàòðàâî÷íîãî¿ ïèêñåëÿ, ïðèíàäëåæàùåãî
îáëàñòè.

Àëãîðèòìû, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ðàçäåëå, èñïîëüçóþò ñòðóê-
òóðó äàííûõ ïîä íàçâàíèåì ñòåê. Ñòåê ñîäåðæèò óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð ýëåìåíòîâ è ïîääåðæèâàåò äâå îñíîâíûå îïåðàöèè: äîáàâèòü
ýëåìåíò è èçâëå÷ü ýëåìåíò. Âòîðàÿ îïåðàöèÿ âîçâðàùàåò ýëåìåíò,
äîáàâëåííûé ïîñëåäíèì, è óäàëÿåò åãî èç íàáîðà ýëåìåíòîâ. Ïðî-
ãðàììíî ñòåê ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà îñíîâå îäíîìåðíîãî ìàñ-
ñèâà.

Ïðîñòåéøèé àëãîðèòì çàïîëíåíèÿ ñ çàòðàâêîé èñïîëüçóåò èäåþ
îáõîäà ðàñòðà â ãëóáèíó (ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñîñåäíåãî ïèê-
ñåëÿ; åñëè ïîäõîäÿùèõ ñîñåäíèõ ïèêñåëåé áîëüøå íåò, ðàññìàòðè-
âàåì ñîñåäåé ïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåííîãî ïèêñåëÿ) èëè â øèðèíó
(ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåì ñîñåäåé òåêóùåãî ïèêñåëÿ, ïîòîì ñîñåäåé
ñîñåäåé è ò. ä.).

Äàííûé àëãîðèòì ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü. Âìåñòî òîãî ÷òîáû
íà êàæäîé èòåðàöèè çàêðàøèâàòü îäèí ïèêñåëü, ìîæíî çàêðàøè-
âàòü ëèíèþ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîãåðåíò-
íîñòü:

• ïèêñåëè â ñòðîêå ìåíÿþòñÿ òîëüêî íà ãðàíèöàõ;

• ïðè ïåðåìåùåíèè ê ñëåäóþùåé ñòðîêå ðàçìåð çàëèâàåìîé
ñòðîêè ñêîðåå âñåãî èëè íåèçìåíåí, èëè ìåíÿåòñÿ íà îäèí ïèê-
ñåëü.

Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäûé çàêðàøèâàåìûé ôðàãìåíò ñòðîêè
â ñòåêå õðàíÿòñÿ êîîðäèíàòû òîëüêî îäíîãî íà÷àëüíîãî ïèêñåëÿ,
÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ ðàçìåðà ñòåêà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà ñëåäóþùàÿ:

1. Çàòðàâî÷íûé ïèêñåëü ïîìåùàåòñÿ â ñòåê, çàòåì äî èñ÷åðïàíèÿ
ñòåêà âûïîëíÿþòñÿ ïóíêòû 2 � 4.
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Ðèñ. 6. Çàïîëíåíèå ñ çàòðàâêîé ïî îòðåçêàì

2. Î÷åðåäíîé ïèêñåëü èçâëåêàåòñÿ èç ñòåêà è âûïîëíÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîå çàêðàøèâàíèå âïðàâî è âëåâî ïî ñòðîêå,
ñîäåðæàùåé ýòîò ïèêñåëü, ò. å. ïîêà íå ïîïàä¼òñÿ ãðàíè÷íûé
ïèêñåëü. Ïóñòü ýòî ñîîòâåòñòâåííî XL è XR.

3. Àíàëèçèðóåòñÿ ñòðîêà íèæå çàêðàøèâàåìîé â ïðåäåëàõ îò XL

äî XR, è â íåé íàõîäÿòñÿ êðàéíèå ïðàâûå ïèêñåëè âñåõ íåçà-
êðàøåííûõ ôðàãìåíòîâ. Èõ êîîðäèíàòû çàíîñÿòñÿ â ñòåê.

4. Òî æå ñàìîå ïðîäåëûâàåòñÿ äëÿ ñòðîêè âûøå çàêðàøèâàåìîé.

Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà ïîêàçàí íà ðèñ. 6.
Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìîâ ìîæíî íàéòè â [1, ïóíêòû

2.17 � 2.24].

5.1. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 5

Â ýòîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü îäèí èç àë-
ãîðèòìîâ çàïîëíåíèÿ îáëàñòè:

1. Àëãîðèòì ñî ñïèñêîì ðåáåðíûõ òî÷åê.

24



2. Àëãîðèòì ñî ñïèñêîì àêòèâíûõ ðåáåð.

3. Àëãîðèòì ñ XOR.

4. Àëãîðèòì XOR ñ ïåðåãîðîäêîé.

5. Àëãîðèòì XOR-2 ñ ïåðåãîðîäêîé.

6. Àëãîðèòì çàïîëíåíèÿ ñ çàòðàâêîé.

7. Àëãîðèòì çàïîëíåíèÿ ñ çàòðàâêîé ïî îòðåçêàì.

Âõîäíûå äàííûå: êîîðäèíàòû âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà è êîîðäè-
íàòû òî÷êè (äëÿ âàðèàíòîâ 6 è 7).

Âûõîäíûå äàííûå: èçîáðàæåíèå ìíîãîóãîëüíèêà, ìíîãîóãîëüíèê
çàêðàøèâàåòñÿ ïî øàãàì, êàæäûé øàã � íåñêîëüêî øàãîâ àëãîðèò-
ìà.

Êîììåíòàðèè ê çàäàíèþ

Ïîøàãîâîå ïîñòðîåíèå îçíà÷àåò äåìîíñòðàöèþ ïðèíöèïà ðàáîòû
àëãîðèòìà, ò. å. ïðè äåìîíñòðàöèè äîëæíî áûòü ïîíÿòíî, êàêîé
àëãîðèòì ðåàëèçîâàí.

6. Ïîñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ (ïîñòðîåíèÿ) âûïóêëîé îáîëî÷êè íå òîëü-
êî ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé â öåëîì ðÿäå ïðèëîæåíèé, íî è ïîçâî-
ëÿåò ðàçðåøèòü ðÿä âîïðîñîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè, íà ïåð-
âûé âçãëÿä íå ñâÿçàííûõ ñ íåé. Ïîñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè êî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, è îñîáåííî â ñëó÷àå òî÷åê íà ïëîñêîñòè,
óæå äîâîëüíî øèðîêî è ãëóáîêî èññëåäîâàíî è èìååò ïðèëîæåíèÿ,
íàïðèìåð â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ, îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé, à òàê-
æå â çàäà÷å ðàñêðîÿ è êîìïîíîâêè ìàòåðèàëà.

Ïîíÿòèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà òî÷åê S ÿâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì è ïðîñòûì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ýòî íàèìåíü-
øåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå S. ×òîáû íàãëÿäíî ïðåäñòà-
âèòü ýòî ïîíÿòèå â ñëó÷àå, êîãäà S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê
íà ïëîñêîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî îõâà÷åíî áîëüøîé
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ðàñòÿíóòîé ðåçèíîâîé ëåíòîé. Êîãäà ëåíòà îñâîáîæäàåòñÿ, òî îíà
ïðèíèìàåò ôîðìó âûïóêëîé îáîëî÷êè.

Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé ïðîñòóþ èäåþ.
Òî÷êà p íå ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé (ò. å. ïðèíàäëåæàùåé ãðàíèöå âû-

ïóêëîé îáîëî÷êè) ïëîñêîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà S òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà ëåæèò â íåêîòîðîì òðåóãîëüíèêå, âåðøèíàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ òî÷êè èç S, íî ñàìà îíà íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ýòîãî

òðåóãîëüíèêà.

Ýòà òåîðåìà äà¼ò èäåþ äëÿ àëãîðèòìà óäàëåíèÿ òî÷åê, íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ êðàéíèìè. Èìååòñÿ O(N3) òðåóãîëüíèêîâ, îïðåäåëÿåìûõ N
òî÷êàìè ìíîæåñòâà S. Ïðîâåðêà ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè çàäàííîìó
òðåóãîëüíèêó ìîæåò áûòü âûïîëíåíà çà íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå ÷èñ-
ëî îïåðàöèé, òàê ÷òî çà âðåìÿ O(N3) ìîæíî îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ
ëè êîíêðåòíàÿ òî÷êà êðàéíåé. Ïîâòîðåíèå ýòîé ïðîöåäóðû äëÿ âñåõ
N òî÷åê ìíîæåñòâà S ïîòðåáóåò âðåìåíè O(N4).

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âûïóêëóþ îáîëî÷êó êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
òî÷åê, òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äâà øàãà:

1. Îïðåäåëèòü êðàéíèå òî÷êè.

2. Óïîðÿäî÷èòü ýòè òî÷êè òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè âûïóê-
ëûé ìíîãîóãîëüíèê.

Õîòÿ äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî íåýôôåêòèâíûì,
îí î÷åíü ïðîñò â èäåéíîì ïëàíå è ïîêàçûâàåò, ÷òî êðàéíèå òî÷êè
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Àëãîðèòì çàòðà-
÷èâàåò âðåìÿ O(N4) òîëüêî íà îïðåäåëåíèå êðàéíèõ òî÷åê, êîòî-
ðûå äîëæíû áûòü êàê-òî óïîðÿäî÷åíû, ÷òîáû îáðàçîâàòü âûïóê-
ëóþ îáîëî÷êó. Åñëè èçâåñòíû êðàéíèå òî÷êè íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà,
òî åãî âûïóêëóþ îáîëî÷êó ìîæíî íàéòè, óïîðÿäî÷èâ êðàéíèå òî÷êè
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëÿðíûì óãëîì îòíîñèòåëüíî îäíîé èç êðàéíèõ
òî÷åê.
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Àëãîðèòì Ãðýõåìà

Ñóùåñòâóþò áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ âûï-
êóëîé îáîëî÷êè. Àëãîðèòì Ãðýõåìà èìååò ñëîæíîñòü O(N logN).
Ñóòü àëãîðèòìà ñîñòîèò â îäíîêðàòíîì ïðîñìîòðå óïîðÿäî÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, â ïðîöåññå êîòîðîãî óäàëÿþòñÿ âíóòðåí-
íèå òî÷êè. Îñòàâøèåñÿ òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîé îáî-
ëî÷êè, ïðåäñòàâëåííûìè â òðåáóåìîì ïîðÿäêå.

1. Íàõîäèì ñàìóþ íèæíþþ èç ñàìûõ ëåâûõ òî÷åê Q � îíà ãà-
ðàíòèðîâàííî ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé.

2. Ñîðòèðóåì òî÷êè ìíîæåñòâà ïî âåëè÷èíå ïîëÿðíîãî óãëà â ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â Q. Ñîðòèðîâêó òî÷åê ìîæíî ïðî-
èçâîäèòü ïî çíàêó êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ QPi ·QPi+1. Â îòñîðòè-
ðîâàííîì ìàññèâå òî÷åê âñå óêàçàííûå ïðîèçâåäåíèÿ äîëæíû
áûòü íåîòðèöàòåëüíû. Òî÷êè ñ ðàâíûìè óãëàìè (QPi ·QPi+1 =
0) äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ äëèí ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåêòîðîâ QPi.

3. Ïîìåùàåì ïåðâûå äâå òî÷êè â ñòåê.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàòðèâàåì îñòàëüíûå òî÷êè â ïîðÿäêå
ñîðòèðîâêè. Ïóñòü Pi � òåêóùàÿ òî÷êà, Pk−1, Pk � äâå òî÷êè
â âåðøèíå ñòåêà. Ïîêà ó÷àñòîê ëîìàíîé Pk−1PkPi íå ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì, ò. å. Pk−1Pk ·PkPi < 0, èç ñòåêà óäàëÿåòñÿ òî÷êà Pk.

5. Çàòåì Pi ïîìåùàåòñÿ â ñòåê.

Òàê êàê ëþáàÿ òî÷êà äîáàâëÿåòñÿ â ñòåê ðîâíî îäèí ðàç, òî è óäà-
ëÿåòñÿ îíà èç íåãî íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ïîýòîìó âðåìÿ ïðîñìîòðà
ñîñòàâëÿåò O(N).

Àëãîðèòì Ýíäðþ

Ýíäðþ À. Ì. ïðåäëîæèë íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì
Ãðýõåìà. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïî-ïðåæíåìó O(N logN), îäíàêî
àëãîðèòì ëåã÷å çàïðîãðàììèðîâàòü.
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Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíî ìíîæåñòâî èç N òî÷åê. Îïðåäåëèì
ñíà÷àëà åãî ëåâóþ è ïðàâóþ êðàéíèå òî÷êè L è R è ïîñòðîèì ïðÿ-
ìóþ (LR), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòè òî÷êè. Îñòàâøèåñÿ òî÷êè ðàç-
áèâàþòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà (íèæíåå è âåðõíåå) â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, ïî êàêóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé LR îíè ðàñïîëàãàþòñÿ � íèæå
èëè âûøå. Äëÿ êàæäîãî èç ïîäìíîæåñòâ ñòðîèòñÿ îãèáàþùàÿ, íèæ-
íÿÿ è âåðõíÿÿ ñîîòâåòñâåííî, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ äàåò âûïóêëóþ
îáîëî÷êó èñõîäíîãî ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå âåðõíåé îáîëî÷êè. Òî÷êè óïîðÿäî÷èâà-
þòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ àáñöèññû. Ê ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îáõîäà Ãðýõåìà.

Àëãîðèòì Äæàðâèñà

Ýòîò àëãîðèòì èíîãäà íàçûâàþò àëãîðèòìîì ¾çàâîðà÷èâàíèÿ ïî-
äàðêà¿.

Â ïðåäûäóùèõ àëãîðèòìàõ ïðîâåðÿëîñü ñâîéñòâî âåðøèíû
áûòü âåðøèíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè. Îòëè÷èå àëãîðèòìà Äæàðâèñà
îò òðåõ ïðåäûäóùèõ â òîì, ÷òî îí ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè îòðå-
çîê ðåáðîì âûïóêëîé îáîëî÷êè. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè

çàäàííîãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì âûïóêëîé îáîëî÷êè ýòîãî

ìíîæåñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå òî÷êè ìíîæåñòâà

ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ýòîò îòðåçîê

(ëèáî íà ñàìîé ïðÿìîé).

Ñíà÷àëà íóæíî îïðåäåëèòü ïåðâóþ òî÷êó, çàâåäîìî ïðèíàäëå-
æàùóþ âûïóêëîé îáîëî÷êå. Â êà÷åñòâå íå¼ âûáåðåì ñàìóþ íèæ-
íþþ èç ñàìûõ ëåâûõ òî÷åê. Äàëåå êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ òî÷êà âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: èç âñåõ îñòàâ-
øèõñÿ òî÷åê âûáèðàåòñÿ òà, ÷òî îáðàçóåò ìèíèìàëüíûé ïîëÿðíûé
óãîë â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â ïîñëåäíåé îïðåäåë¼ííîé òî÷-
êå âûïóêëîé îáîëî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè ìíîæåñòâà áóäóò
íàõîäèòüñÿ ñëåâà îò îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ïîñëåäíþþ òî÷êó âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè è íàéäåííóþ òî÷êó.

Äîïóñòèì, Pi � i-ÿ âåðøèíà âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ñëåäóþùóþ
òî÷êó Pi+1 íóæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîñûå ïðîèçâå-
äåíèÿ PiPi+1 · PiM ≥ 0 äëÿ âñåõ òî÷åê M èç ìíîæåñòâà. Ïîèñê
òî÷êè Pi+1 ìîæíî îñóùåñòâëÿòü òàê. Ñíà÷àëà ñëåäóþùåé ñ÷èòàåò-
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Ðèñ. 7. Àëãîðèòì Äæàðâèñà

ñÿ ëþáàÿ òî÷êà. Çàòåì âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå PiPi+1 · PiM , ðàññìàò-
ðèâàÿ â êà÷åñòâå M âñå îñòàëüíûå òî÷êè. Åñëè äëÿ îäíîé èç íèõ
óêàçàííîå âûðàæåíèå ìåíüøå íóëÿ, ñ÷èòàåì ñëåäóþùåé åå è ïðî-
äîëæàåì ïðîâåðêó îñòàëüíûõ òî÷åê (àíàëîãè÷íî àëãîðèòìó ïîèñêà
ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà â ìàññèâå). Åñëè æå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
ðàâíî íóëþ, òî ñðàâíèâàåì êâàäðàòû äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ âåê-
òîðîâ. Â ðåçóëüòàòå çà O(N) îïåðàöèé î÷åðåäíàÿ âåðøèíà âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè áóäåò íàéäåíà. Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû ðàíî
èëè ïîçäíî âåðí¼ìñÿ ê òî÷êå P1. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà ïîñòðîåíà. Ïðîöåññ âûáîðà ñëåäóþùåé òî÷êè Pi+1 èçîá-
ðàæ¼í íà ðèñ. 7.

Àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(Nh), ãäå h � êîëè÷åñòâî âåðøèí
âûïóêëîé îáîëî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, â õóäøåì ñëó÷àå (ìíîãî òî÷åê
ëåæèò íà âûïóêëîé îáîëî÷êå) àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(N2).
Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì Äæàðâèñà óñòóïàåò àëãîðèòìó Ãðýõåìà. Åñ-
ëè æå áîëüøèíñòâî òî÷åê ëåæèò âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè, òî àë-
ãîðèòì áóäåò èìåòü ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü.
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Ìåòîä ¾Ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿

Ìåòîä ¾Ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿ ïðè ïîñòðîåíèè âûïóêëîé îáîëî÷-
êè îñíîâàí, êàê îáû÷íî äëÿ ýòîãî òèïà àëãîðèòìîâ, íà èäåå ðàçáè-
åíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è ïðèìåðíî îäèíàêîâîé
ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ðåêóðñèâíî, ïîñëå ÷åãî ðåçóëüòà-
òû îáúåäèíÿþòñÿ:

1. Ðàçäåëÿé: èìåþùèéñÿ íàáîð òî÷åê äåëèòñÿ âåðòèêàëüíîé
ïðÿìîé íà äâå ðàâíûõ ïî êîëè÷åñòâó òî÷åê ÷àñòè.

2. Âëàñòâóé: íàõîäÿòñÿ âûïóêëûå îáîëî÷êè îáåèõ ÷àñòåé.

3. Îáúåäèíåíèå ðåøåíèé: ïîëó÷èâøèåñÿ âûïóêëûå îáîëî÷êè
îáúåäèíÿþòñÿ.

Ðàññìîòðèì øàãè áîëåå ïîäðîáíî.
Íà ïåðâîì øàãå òðåáóåòñÿ ðàçäåëèòü èìåþùååñÿ ìíîæåñòâî òî-

÷åê íà äâà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îòñîðòèðîâàòü òî÷êè ïî âîçðàñ-
òàíèþ àáñöèññû, à çàòåì âûçâàòü àëãîðèòì ðåêóðñèâíî äëÿ êàæäîé
èç ïîëîâèí. Ðåêóðñèâíûé âûçîâ áóäåì îñóùåñòâëÿòü äî òåõ ïîð,
ïîêà íå îñòàíåòñÿ îäíà òî÷êà èëè äâå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîöåññ îáúåäèíåíèÿ äâóõ âûïóêëûõ îáîëî-
÷åê. Äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà P ,
åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó ìíîãîóãîëüíèêà P è âíóòðåííÿÿ
÷àñòü P ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ïðÿìîé.

Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ìîñòèêîì äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
P è Q, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé äëÿ êàæäîãî èç ìíîãîóãîëü-
íèêîâ.

Ìîñòèê l äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ P è Q íàçûâàåòñÿ
âåðõíèì (íèæíèì), åñëè îáà ìíîãîóãîëüíèêà P è Q ëåæàò âûøå
(íèæå) ïðÿìîé l.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëèÿíèÿ îáîëî÷åê íåîáõîäèìî

• íàéòè âåðõíèé è íèæíèé ìîñòèêè äàííûõ îáîëî÷åê;

• ìîñòèêè äåëÿò êàæäóþ èç îáîëî÷åê íà äâå ÷àñòè;

• äëÿ êàæäîé èç îáîëî÷åê âûáðàòü ÷àñòü, âõîäÿùóþ â îáîëî÷êó
îáúåäèíåíèÿ;
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• îáúåäèíèòü íàéäåííûå ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âåðõíåãî ìîñòèêà. Ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî âûïóêëûå îáîëî÷êè çàäàíû ñïèñêîì âåðøèí â ïîðÿäêå
îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

1. Óñòàíîâèòü óêàçàòåëü Vl íà ñàìóþ ïðàâóþ âåðøèíó ëåâîãî
ìíîãîóãîëüíèêà, à óêàçàòåëü Vr � íà ñàìóþ ëåâóþ âåðøèíó
ïðàâîãî.

2. Ïîêà ïîâîðîò îò âåêòîðà VlVr ê âåêòîðó VlVr+1 îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ñìåùàòü óêàçàòåëü Vr íà âåðøè-
íó Vr+1.

3. Ïîêà ïîâîðîò îò âåêòîðà VrVl ê âåêòîðó VrVl−1 îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ñìåùàòü óêàçàòåëü Vl íà âåðøèíó Vl−1.

4. Åñëè íà 2 èëè 3 øàãå óêàçàòåëè ñìåùàëè, òî âåðíóòüñÿ ê øà-
ãó 2.

6.1. Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà 6

Â ýòîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü îäèí èç àë-
ãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè:

1. Àëãîðèòì ïîëíîãî ïåðåáîðà.

2. Àëãîðèòì Ãðåõýìà.

3. Àëãîðèòì Ýíäðþ.

4. Àëãîðèòì Äæàðâèñà.

5. Ìåòîä ¾ðàçäåëÿé è âëàâñòâóé¿.

Âõîäíûå äàííûå: êîîðäèíàòû òî÷åê Âûõîäíûå äàííûå: ïîøàãî-
âîå ïîñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè çàäàííîãî íàáîðà òî÷åê.

Êîììåíòàðèè ê çàäàíèþ

Ïîøàãîâîå ïîñòðîåíèå îçíà÷àåò äåìîíñòðàöèþ ïðèíöèïà ðàáîòû
àëãîðèòìà, ò. å. ïðè äåìîíñòðàöèè äîëæíî áûòü ïîíÿòíî, êàêîé
àëãîðèòì ðåàëèçîâàí.
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