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1. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ôîðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, êîòî-

ðûå èñïîëüçóþòñÿ â òåêñòå è ïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè ÷èòàòåëþ. Ìû íå ïûòàåìñÿ çäåñü
ñêîëüêî-íèáóäü ïîëíî èçëîæèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðèþ. Öåëüþ íàñòîÿùåãî ðàçäåëà
ÿâëÿåòñÿ èçáåæàíèå ïóòàíèöû, ñâÿçàííîé ñ íàëè÷èåì ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðå-
äåëåíèé îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà. Ýòè îïðåäåëåíèÿ, èäåíòè÷íûå ïî ñóòè, ïðèâîäÿò ê
ïîÿâëåíèþ â ôîðìóëàõ ðàçëè÷íûõ íîðìèðóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî ñóùåñòâåííî çà-
òðóäíÿåò èçó÷åíèå ëèòåðàòóðû.
Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−i2πft)dt,

x(t) =

∫ ∞

−∞
X(f) exp(i2πft)dt.

Çäåñü x(t) � èñõîäíûé ñèãíàë, X(f) � êîìïëåêñíûé èíòåãðàëüíûé ñïåêòð Ôóðüå èñõîä-
íîãî ñèãíàëà.
Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

Xn =
1

N

N−1∑
n=0

xk exp[−i(2π/N)kn],

xk =
N−1∑
n=0

Xn exp[i(2π/N)kn].

Çäåñü xk � èñõîäíûé äèñêðåòíûé ñèãíàë, îïðåäåëåííûé äëÿ 0 6 k < N , Xn � êîìïëåêñ-
íûé äèñêðåòíûé ñïåêòð Ôóðüå èñõîäíîãî ñèãíàëà. Äèñêðåòíûé ñïåêòð Xn îïðåäåëåí äëÿ
0 6 k < N , íî áîëåå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü åãî N -ïåðèîäè÷åñêîé êîìïëåêñíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ.
Îêíî Õàííà, íàçûâàåìîå èíîãäà òàêæå îêíîì ôîí Ãàííà, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

gN(k) =
1

2

(
1− cos

2πk

N

)
,

ãäå N � äëèíà âðåìåííîãî ðÿäà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yk îáðàçîâàíà ïî ïðàâèëó
yk = gN(k)xk, òî

Yn =
1

4
(−Xn−1 + 2Xn −Xn+1),

ãäå Xn è Yn � äèñêðåòíûå ñïåêòðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xk è yk ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì
îáðàçîì, óìíîæåíèþ ñèãíàëà âî âðåìåíí�îé îáëàñòè íà îêíî Õàííà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè
ñîîòâåòñòâóåò ñãëàæèâàíèå ñïåêòðà.

2. Ëîêàëüíûé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èíôîðìàöèÿ î ñïåêòðàëüíîì ñîñòàâå ñèã-

íàëà îñðåäíÿåòñÿ ïî âðåìåíè. Åñëè ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ñèãíàëà èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè, òî àïïàðàò êëàññè÷åñêîãî ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìûì.
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Â ýòîì ñëó÷àå õîòåëîñü áû èìåòü âîçìîæíîñòü âûÿñíèòü ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè, ò. å. ëîêàëüíûé ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ñèãíàëà. Ïðîñòûì ïðèìåðîì
ëîêàëüíîé ïî âðåìåíè èíôîðìàöèè î ñïåêòðàëüíîì ñîñòàâå ÿâëÿåòñÿ íîòíàÿ çàïèñü, êîòî-
ðàÿ îïðåäåëÿåò íîòû (÷àñòîòû), çâó÷àùèå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Èçâåñòíî íåñêîëüêî
ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîé ñïåêòðàëüíîé èíôîðìàöèè. Çäåñü ìû îáñóäèì ëîêàëüíûé
ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñêîëüçÿùèì îêíîì, èíòåãðàëüíûå âåéâëåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è
äèñêðåòíûå âåéâëåòíûå ðàçëîæåíèÿ.

Âåéâëåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � îòíîñèòåëüíî íîâûé âèä ñïåêòðàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, îáëàäàþùèé ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ïåðâîíà÷àëüíî âåéâëåòíûå ðàç-
ëîæåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû ôðàíöóçñêèì ãåîôèçèêîì Æ. Ìîðëå (Jean Morlet) â íà÷àëå
80-õ ãîäîâ äëÿ àíàëèçà ñèãíàëîâ ñåéñìè÷åñêîé ïðèðîäû êàê ýìïèðè÷åñêèé ìåòîä ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà â çåìíîé êîðå. È. Ìåéåð
(Yves Meyer), Ñ. Ìàëëà (Stephane Mallat) è È. Äîáåøè (Ingrid Daubechies) â 1985�1988
ãã. ðàçðàáîòàëè ñòðîãóþ òåîðèþ âåéâëåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àïïà-
ðàò âåéâëåòíûõ ðàçëîæåíèé øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå äëÿ àíàëèçà
è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îêàçàëîñü õîðîøî
ïðèñïîñîáëåííûì äëÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà øèðîêîïîëîñíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèãíàëîâ.

2.1. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñêîëüçÿùèì îêíîì
Ïîïðîáóåì ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ëîêàëüíîì ñïåêòðàëüíîì ñîñòàâå ñèãíàëà, èñïîëü-

çóÿ îïèñàííûé âûøå àïïàðàò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó, �
ðàçðåçàòü ñèãíàë íà êóñêè è àíàëèçèðîâàòü èõ ïî îòäåëüíîñòè.

Èçâåñòåí ñîâñåì ïðîñòîé ìåòîä ãðóáîé îöåíêè ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà êàæäîãî èç ïî-
ëó÷åííûõ êóñêîâ ñ ïîìîùüþ ïîäñ÷åòà ÷èñëà ïåðåõîäîâ ÷åðåç íóëü. Öåíòðèðóåì êàæäûé
êóñîê (ò. å. âû÷òåì èç êàæäîãî îòñ÷åòà ñðåäíåå çíà÷åíèå ñèãíàëà íà àíàëèçèðóåìîì ó÷àñò-
êå) è ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ñèãíàëîì íóëåâîãî óðîâíÿ. Ïóñòü n0 � ñðåäíåå ÷èñëî
ïåðåñå÷åíèé íóëÿ çà åäèíèöó âðåìåíè. Äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà ñ ÷àñòîòîé f0 èìååò
ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

n0 = 2f0.

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó, îïèñàííûé ìåòîä ãðóáîé îöåíêè äîìèíèðóþùåé ÷àñòîòû ñèãíàëà
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè àíàëèçå ðå÷åâûõ ñèãíàëîâ äëÿ ðàçëè÷åíèÿ âîêàëèçîâàííûõ è
ôðèêàòèâíûõ çâóêîâ.

Áîëåå òî÷íûé ìåòîä ëîêàëüíîãî àíàëèçà ñâÿçàí ñ âû÷èñëåíèåì ñïåêòðîâ îòäåëüíûõ
êóñêîâ. Ôîðìàëèçàöèÿ ýòîé èäåè ïðèâîäèò ê îïèñàííîé íèæå ñõåìå ñïåêòðàëüíîãî àíà-
ëèçà ñêîëüçÿùèì îêíîì.

Ïóñòü îêíî wτ (t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ, íîñèòåëü êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åí íà
îòðåçêå [−τ/2, τ/2]. Âûðåæåì ñ ïîìîùüþ ýòîãî îêíà èç èñõîäíîãî ñèãíàëà x(t) ó÷àñòîê

xτ (s, t) = x(t + s)wτ (s).

Îïðåäåëèì ëîêàëüíûé èíòåãðàëüíûé ñïåêòð ñèãíàëà x(t) â ìîìåíò âðåìåíè t êàê ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå ó÷àñòêà xτ (s, t) èñõîäíîãî ñèãíàëà, ò. å. ôîðìóëîé:

Xτ (f, t) =

∫ ∞

−∞
xτ (s, t) exp(−i2πfs)ds.

Ôàêòè÷åñêè ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t çäåñü ïðîèçâîäèòñÿ îáû÷íûé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç
ó÷àñòêà èñõîäíîãî ñèãíàëà, ëîêàëèçîâàííîãî â τ -îêðåñòíîñòè ìîìåíòà âðåìåíè t.
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Ïåðåïèøåì ôîðìóëó äëÿ ëîêàëüíîãî èíòåãðàëüíîãî ñïåêòðà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xτ (f, t) =

∫ ∞

−∞
x(t + s)wτ (s) exp(−i2πfs)ds

è ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé âèäå t + s = p:

Xτ (f, t) =

∫ ∞

−∞
x(p)wτ (p− t) exp(−i2πf(p− t))dp. (1)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà íàïîìèíàåò ôîðìóëó äëÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, â
êîòîðîé ãàðìîíèêà exp(−i2πfs) çàìåíåíà íà ôóíêöèþ wτ (s − t) exp(−i2πf(s − t)). Ýòà
ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíèêó, ëîêàëèçîâàííóþ îêíîì wτ (s) â τ -îêðåñòíîñòè
òî÷êè t.

Íà ïðàêòèêå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, êàê îáû÷íî, çàìåíÿåòñÿ íà ÄÏÔ, à â êà÷åñòâå
îêíà èñïîëüçóåòñÿ îêíî Õàííà. Çàôèêñèðóåì øèðèíó M îêíà Õàííà:

gM(j) =
1

2

(
1− cos

2πj

M

)
.

Ó÷àñòîê ñèãíàëà, ëîêàëèçîâàííûé âáëèçè ìîìåíòà âðåìåíè k, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

xM(j, k) = xk+jgM(j).

Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî ñèãíàëà äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

XM(n, k) =
M∑

j=0

xM(j, k)W−jn
M .

Ëîêàëüíûé äèñêðåòíûé ñïåêòð XM(n, k) îïðåäåëÿåò ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ñèãíàëà xj â
M -îêðåñòíîñòè ìîìåíòà âðåìåíè k. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ëî-
êàëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà ïåðåä âûïîëíåíèåì ÄÏÔ êàæäîãî ó÷àñòêà ñèãíàëà ïðî-
èçâîäÿò îáû÷íûå äëÿ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà îïåðàöèè èñêëþ÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿ-
þùåé è äîïîëíåíèÿ íóëÿìè.

Ëîêàëüíûé äèñêðåòíûé ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ èíäåêñîâ è îáû÷íî èçîáðà-
æàåòñÿ â âèäå òàê íàçûâàåìîé ñïåêòðîãðàììû. Ñïåêòðîãðàììà èçîáðàæàåòñÿ íà êîîð-
äèíàòíîé ïëîñêîñòè, ó êîòîðîé îñü àáñöèññ ïðåäñòàâëÿåò âðåìÿ (èíäåêñ k), à ïî îñè îð-
äèíàò îòêëàäûâàåòñÿ ÷àñòîòà (èíäåêñ n). Ñàìà ñïåêòðîãðàììà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàð-
òèíêó â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî; ÿðêîñòü òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (k, n) îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ
|XM(n, k)|2 ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáû÷íî
ïðè ñäâèãå îêíà íà îäèí îòñ÷åò èçìåíåíèå ñïåêòðà îêàçûâàåòñÿ íè÷òîæíî ìàëûì, ïîýòîìó
ïðè ðèñîâàíèè ñïåêòðîãðàììû ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëüøèé øàã ïî âðåìåíè k.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âûáîðå øèðèíû M îêíà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò äëèíó ó÷àñòêà, àíà-
ëèçèðóåìîãî íà êàæäîì øàãå. Äëèíà âðåìåííîãî ðÿäà ïðè ÄÏÔ îïðåäåëÿåò ïðåäåëüíîå
ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå è ñàìóþ íèçêî÷àñòîòíóþ ãàðìîíèêó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èäåí-
òèôèöèðîâàíà ïî ñïåêòðó. Òàêèì îáðàçîì, øèðèíó îêíà ïðè ëîêàëüíîì ñïåêòðàëüíîì
àíàëèçå ñëåäóåò âûáèðàòü, èñõîäÿ èç òîãî, êàêóþ òî÷íîñòü ëîêàëèçàöèè ñïåêòðàëüíûõ
ñîñòàâëÿþùèõ ïî ÷àñòîòå ìû õîòèì ïîëó÷èòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, øèðèíà îêíà îïðåäåëÿ-
åò òàêæå òî÷íîñòü ëîêàëèçàöèè ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïî âðåìåíè. Øèðîêîå îêíî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûñîêîå ðàçðåøåíèå ïî ÷àñòîòå, íî òî÷íîñòü âðåìåííîé ëîêàëèçà-
öèè íå ïðåâûøàåò øèðèíû îêíà. Óçêîå îêíî äàåò õîðîøóþ ëîêàëèçàöèþ ïî âðåìåíè, íî
÷àñòîòà ñàìîé ñïåêòðàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé îïðåäåëÿåòñÿ âåñüìà ãðóáî.
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2.2. Ñêîëüçÿùåå ÁÏÔ
Ïðè ëîêàëüíîì ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå âû÷èñëåíèå ÁÏÔ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé ìàññîâîé è

êðèòè÷íîé ïî âðåìåíè îïåðàöèåé. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk, èç êîòîðîé âûðå-
çàþòñÿ îêíà äëèíîé N , ò. å. ïðè êàæäîì çàäàííîì m ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ôîðìè-
ðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yk = xm+k ïðè 0 6 k < N . Åñëè äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ym

k òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ÁÏÔ, òî ñóùåñòâóåò ñõåìà, áîëåå ýêîíîìè÷íàÿ, ÷åì íåïîñðåä-
ñòâåííîå âû÷èñëåíèå ÁÏÔ äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ym

k .
Âûïèøåì ôîðìóëó äëÿ èñêîìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïåêòðîâ:

Xm
n =

1

N

N−1∑

k=0

xm+kW
−kn
N . (2)

Ïîïðîáóåì âûðàçèòü Xm+1
n ÷åðåç Xm

n , ñäåëàâ çàìåíó l = k + 1:

Xm+1
n =

1

N

N−1∑

k=0

x(m+1)+kW
−kn
N =

1

N

N∑

l=1

xm+lW
−(l−1)n
N = W n

N

1

N

N∑

l=1

xm+lW
−ln
N .

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ (2), ïîëó÷èì:

Xm+1
n = W n

N

(
Xm

n − xm

N
W−0n

N +
xm+N

N
W−Nn

N

)
= W n

N

(
Xm

n − xm

N
+

xm+N

N

)
.

Âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïåêòðîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñëåäíåé ôîðìóëîé íàçûâà-
åòñÿ àëãîðèòìîì ñêîëüçÿùåãî ÁÏÔ.

Âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñïåêòðîâ Xm
n ïî ñõåìå ñêîëüçÿùåãî ÁÏÔ òðåáóåò âû-

ïîëíåíèÿ N óìíîæåíèé. Îáû÷íî èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå âñå ñïåêòðû èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Xm

n , à òîëüêî ýëåìåíòû ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè XjL
n , ãäå L � øàã ïî âðåìåíè

ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñïåêòðàìè. Ïåðåõîä îò ñïåêòðà XjL
n ê ñïåêòðó X

(j+1)L
n òðåáóåò

L-êðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëå ñêîëüçÿùåãî ÁÏÔ. Â ýòîì ñëó÷àå ñõåìà ñêîëüçÿùå-
ãî ÁÏÔ ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíåå ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ÁÏÔ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
xjL+k, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî L < C log N , ãäå C � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ðåàëè-
çàöèè ÁÏÔ.

Ñõåìà ñêîëüçÿùåãî ÁÏÔ èìååò ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè: îíà íåñîâìåñòèìà ñ ïðèìå-
íåíèåì ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îêîí âî âðåìåííîé îáëàñòè, íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äîïîë-
íåíèå íóëÿìè äëÿ ïîâûøåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàçðåøåíèÿ è ïðè äëèòåëüíîì íàáëþäåíèè
çà ñïåêòðîì çà÷àñòóþ âåäåò ê íàêîïëåíèþ ïîãðåøíîñòåé. Ìóëüòèïëèêàòèâíîå âðåìåíí�îå
îêíî ìîæíî çàìåíèòü ñãëàæèâàíèåì ñïåêòðà, íåâîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíåíèÿ
íóëÿìè íå î÷åíü îáðåìåíèòåëüíà, íî íàêîïëåíèå ïîãðåøíîñòè ìîæåò ñòàòü ñåðüåçíûì
ïðåïÿòñòâèåì. Â öåëîì âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî âîçìîæíî, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðÿ-
ìîå âû÷èñëåíèå ÁÏÔ, îáðàùàÿñü ê ñõåìå ñêîëüçÿùåãî ÁÏÔ òîëüêî â çàäà÷àõ, ïðåäåëüíî
êðèòè÷íûõ ïî âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíîãî ñïåêòðà.

2.3. Èíòåãðàëüíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Îñíîâíóþ ïðîáëåìó â ëîêàëüíîì ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ñêîëüçÿùèì îêíîì ñîñòàâëÿ-

åò âûáîð øèðèíû àíàëèçèðóþùåãî îêíà. Â òî æå âðåìÿ ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ëåãêî
ðåøåíà, åñëè ïðè èäåíòèôèêàöèè íèçêî÷àñòîòíûõ ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ èñïîëü-
çîâàòü øèðîêîå îêíî, à âûñîêî÷àñòîòíûõ � óçêîå. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü ëîêàëèçàöèè ïî
âðåìåíè, çàâèñÿùàÿ îò øèðèíû îêíà, áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà ïåðèîäó ñïåêòðàëüíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé. Ýòî � ëó÷øåå, ÷åãî ìîæíî îæèäàòü, ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî ëîêàëèçîâàòü
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ãàðìîíèêó ïî âðåìåíè ñ òî÷íîñòü, áîëüøåé, ÷åì äëèíà åå ïåðèîäà. Îïèñàííàÿ èäåÿ ðåà-
ëèçóåòñÿ â ðàìêàõ èíòåãðàëüíîãî âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàâíèÿ.

Èíòåãðàëüíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (wavelet transform) h(k, t) ñèãíàëà x(t) îò-
íîñèòåëüíî âåéâëåòû g(t) îïðåäåëèì ïðè k > 0 ôîðìóëîé:

h(k, t) = k−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)g∗

[
s− t

k

]
ds. (3)

Íèæå áóäåò äàíî îïðåäåëåíèå âåéâëåòû, ïîêà æå ïîëåçíî èìåòü â âèäó ôîðìóëó äëÿ
íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìîé âåéâëåòû Ìîðëå

gm(t) = exp(−t2/2) exp(i2πf0t).

Ýòà ôîðìóëà èìååò ñòðóêòóðó, ñõîäíóþ ñî ñòðóêòóðîé àíàëèçèðóþùåé ôóíêöèè, èñïîëü-
çóåìîé â ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ñêîëüçÿùèì îêíîì: â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãàðìîíèêà óìíîæà-
åòñÿ íà ëîêàëèçóþùåå îêíî. Â êà÷åñòâå îêíà çäåñü èñïîëüçîâàíà ôóíêöèÿ Ãàóññà

g0(t) = exp(−t2/2).

Îáîçíà÷èâ
gk(t) = k−1/2g(t/k),

ïåðåïèøåì ôîðìóëó äëÿ âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

h(k, t) =

∫ ∞

−∞
x(s)g∗k(s− t)ds =

∫ ∞

−∞
x(t + s)g∗k(s)ds.

Ìîæíî çàìåòèòü ñõîäñòâî ìåæäó èíòåãðàëüíûì âåéâëåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è ëîêàëü-
íûì ñïåêòðàëüíûì àíàëèçîì ñêîëüçÿùèì îêíîì (ôîðìóëà (1)): ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà-
÷åíèé ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ñêîëüçÿùèì îêíîì àíàëîãîì âåéâëåòû ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâåäåíèå îêíà wτ (t) è àíàëèçèðóþùåé ãàðìîíèêè exp(−i2πft). Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ýòèõ
ôîðìóë ñîñòîèò â âûáîðå øèðèíû îêíà: ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ñêîëüçÿùèì îêíîì
øèðèíà îêíà ïîñòîÿííà è íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé àíàëèçèðóþùåé ãàðìîíèêè;
ïðè âåéâëåòíîì ïðåîáðàçîâàíèè èçìåíåíèå ÷àñòîòû ïðîèçâîäèòñÿ ïóòåì ìàñøòàáèðîâà-
íèÿ âåéâëåòû g(t), ÷òî ïðèâîäèò ê îäíîâðåìåííîìó èçìåíåíèþ øèðèíû ëîêàëèçóþùåãî
îêíà.

Ìíîæèòåëü k−1/2 îñóùåñòâëÿåò íîðìèðîâêó: îí îáåñïå÷èâàåò ðàâíóþ ìîùíîñòü ôóíê-
öèé gk(t) ïðè âñåõ k > 0:

∫ ∞

−∞
|gk(s)|2ds =

∫ ∞

−∞
|g(s/k)|2 d(s/k) =

∫ ∞

−∞
|g(s)|2ds.

Îòìåòèì îñîáåííîñòè òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â âåéâëåòíîì àíàëèçå: ïàðàìåòð k íà-
çûâàþò ìàñøòàáîì (scale). Ïðè ìàëûõ k, êîãäà ôàêòè÷åñêè ïðîèñõîäèò ñæàòèå àíàëèçè-
ðóþùåé âåéâëåòû, ãîâîðÿò î ìåëêîì ìàñøòàáå (âûäåëÿþòñÿ ìåëêîìàñøòàáíûå ñîñòàâëÿ-
þùèå ñèãíàëà); íàîáîðîò, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà k, êîãäà ïðîèñõîäèò ðàñòÿ-
æåíèå àíàëèçèðóþùåé âåéâëåòû, ãîâîðÿò î êðóïíîì ìàñøòàáå (âûäåëÿþòñÿ êðóïíîìàñ-
øòàáíûå ñîñòàâëÿþùèå ñèãíàëà).

2.4. Âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè
Âûÿñíèì ñâÿçü ìåæäó èíòåãðàëüíûì âåéâëåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è ïðåîáðàçîâàíè-

åì Ôóðüå. Çàôèêñèðîâàâ çíà÷åíèå ìàñøòàáà k è ðàññìîòðåâ âåéâëåòíûé ñïåêòð h(k, t)
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êàê ôóíêöèþ âðåìåíè, ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå H(k, f)
âåéâëåòíîãî ñïåêòðà:

H(k, f) =

∫ ∞

−∞
h(k, t) exp(−i2πft)dt.

Èìååì

H(k, f) =

∫ ∞

−∞
k−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)g∗

[
s− t

k

]
ds exp(−i2πft)dt =

= k−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)

∫ ∞

−∞
g∗

[
s− t

k

]
exp(−i2πft)dtds.

Ïðîèçâîäÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàìåíó q = (s− t)/k, ïîëó÷èì

H(k, f) = k−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)

∫ ∞

−∞
g∗(q) exp(−i2πf(s− kq))kdqds =

= k1/2

∫ ∞

−∞
x(s) exp(−i2πfs)ds

∫ ∞

−∞
g∗(q) exp(i2πfkq)dq.

Åñëè G(f) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âåéâëåòû g(t):

G(f) =

∫ ∞

−∞
g(t) exp(−i2πft)dt,

òî
G∗(f) =

∫ ∞

−∞
g∗(t) exp(i2πft)dt.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì
H(k, f) = k1/2X(f)G∗(kf). (4)

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñå÷åíèå âåéâëåòíîãî ñïåêòðà íà ìàñøòàáå k
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò îáðàáîòêè ñèãíàëà ôèëüòðîì ñ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé
k1/2G∗(kf). Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé âñå áîëåå ìåëêèé (ìàëûå k) ìàñøòàáíûé óðîâåíü
âåéâëåòíîãî ñïåêòðà îáðàçóåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ôèëüòðà ñî âñå áîëåå øèðîêîé ïî-
ëîñîé ïðîïóñêàíèÿ, è ïîýòîìó îí ñîäåðæèò äåòàëè, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè
ñèãíàëà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîìó ìàñøòàáó âñå áîëåå âûñîêèì ðàçðåøåíèåì.

Âû÷èñëèì ñïåêòð Gm(f) âåéâëåòû Ìîðëå. Ñïåêòð ôóíêöèè Ãàóññà g0(t) îòíîñèòñÿ ê
êëàññè÷åñêèì ñïåêòðàì:

G0(f) = (2π)1/2g0(2πf).

Óìíîæåíèå íà ãàðìîíèêó exp(i2πf0t) ïðèâîäèò ê ñäâèãó ñïåêòðà âäîëü îñè ÷àñòîò:

Gm(f) = (2π)1/2g0[2π(f − f0)].

2.5. Âû÷èñëåíèå âåéâëåòíîãî ñïåêòðà
Íà ïðàêòèêå èíòåãðàëüíûé âåéâëåòíûé ñïåêòð âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñèãíàëó x(t), çàäàííî-

ìó âðåìåíí�ûì ðÿäîì xj, ïðè 0 6 j < N . Êàê îáû÷íî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî xj = x(jτ), ãäå τ > 0
� èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè. Áûñòðûé àëãîðèòì îñíîâàí íà äèñêðåòèçàöèè ôîðìóëû (4) è
çàìåíå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Ïóñòü X(f) � ñïåêòð ñèãíàëà x(t):

X(f) =

∫ ∞

−∞
x(t) exp(−i2πft),
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è Xn � ÄÏÔ âðåìåííîãî ðÿäà xk:

Xn =
1

N

N−1∑
j=0

xj exp(−i(2π/N)jn).

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè äëÿ ñèãíàëà x(t) âûïîëíåíî óñëîâèå îäíîâðåìåííîé ôèíèòíîñòè âî
âðåìåííîé è ñïåêòðàëüíîé îáëàñòÿõ, ïðè÷åì íîñèòåëü ñèãíàëà x(t) ëåæèò íà îòðåçêå [0, T ],
òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

X(n∆f) = Xn,

ãäå ∆f = 1/T .
Â íàøåì ñëó÷àå T = Nτ è ∆f = 1/(Nτ). Ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè ÄÏÔ èìååì:

TXn =

{
X(n∆f), 0 6 n 6 N/2,

X((n−N)∆f), N/2 < n < N
.

Àíàëîãè÷íî, åñëè Hn(k) � ÄÏÔ äèñêðåòèçàöèè h(k, jτ) ñå÷åíèÿ âåéâëåòíîãî ñïåêòðà
h(k, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì k, òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå:

THn(k) =

{
H(k, n∆f), 0 6 n 6 N/2,

H(k, (n−N)∆f), N/2 < n < N
.

Åñëè îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gn(k) ôîðìóëîé

Gn(k) =

{
G(kn∆f), 0 6 n 6 N/2,

G(k(n−N)∆f), N/2 < n < N

òî ôîðìóëó (4) ìîæíî áóäåò ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Hn(k) = k1/2XnG∗
n(k). (5)

Òåïåðü ñå÷åíèå âåéâëåòíîãî ñïåêòðà h(k, jτ) ïðè ôèêñèðîâàííîì k ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî
êàê îáðàòíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hn(k).

Îêîí÷àòåëüíàÿ ñõåìà áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷èñëÿåì äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Xn ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè xj. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hn(k) ïî ôîð-
ìóëå (5). Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hn(k) äàåò ñå÷åíèå âåé-
âëåòíîãî ñïåêòðà h(k, jτ) ïðè çàäàííîì k. Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå âåéâëåòíîãî ñïåê-
òðà ñ èñïîëüçîâàíèåì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïðèâåäåííûì âûøå ôîðìóëàì
êîððåêòíî òîëüêî âäàëè îò ãðàíèö îòðåçêà çàäàíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè, ïîñêîëüêó íà ãðà-
íèöàõ âíîñèòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ïîãðåøíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ òàê íàçûâàåìûì öèêëè÷åñêèì
ýôôåêòîì. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ñ ïîìîùüþ ÄÏÔ ôàê-
òè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ èñõîäíîãî
ñèãíàëà. Äëÿ óñòðàíåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ýôôåêòà ñëåäóåò äîïîëíèòü èñõîäíûå äàííûå íó-
ëÿìè íà äëèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìàëüíîé ýôôåêòèâíîé øèðèíå èñïîëüçóåìîé âåé-
âëåòû. Íå ñëåäóåò òàêæå çàáûâàòü îá îïåðàöèè èñêëþ÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé,
êîòîðàÿ âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ïåðåä ñïåêòðàëüíûì àíàëèçîì äàííûõ.

Îöåíèì òðóäîåìêîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü âåéâëåò-
íûé ñïåêòð ïðè K çíà÷åíèÿõ ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà k. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk âû÷èñëÿåòñÿ ëèøü îäíàæäû, ÷òî òðåáóåò O(n log2 n) îïåðàöèé;
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íà âû÷èñëåíèå êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hn(k) òðàòèòñÿ O(n) óìíîæåíèé (áåç ó÷åòà
çàòðàò íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè G(kf)); ïåðåõîä îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Hn(k)
ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h(k, jτ) òðåáóåò åùå O(n log2 n) îïåðàöèé íà êàæäîå çíà÷åíèå k.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì O(n log2 n + Kn + Kn log2 n) = O(Kn log2 n) îïåðàöèé.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î âûáîðå íàáîðà çíà÷åíèé ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà k, ïðè êîòî-
ðûõ ïðîèçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå ñå÷åíèé âåéâëåòíîãî ñïåêòðà. Íà âûáðàííîì èíòåðâàëå
[kmin, kmax] ìàñøòàá k èçìåíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî:

kj = kmin2
j∆j, 0 6 j 6 jmax.

Èíòåðâàë, íà êîòîðîì ìàñøòàá k èçìåíÿåòñÿ â 2 ðàçà íàçûâàþò îêòàâîé. Øàã ∆j âûáè-
ðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ïðè èçìåíåíèè j íà M åäèíèö ìàñøòàá k ïðîáåãàë ïîëíóþ îêòàâó, ò. å.
∆j = 1/M . Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð M îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ìàñøòàáíûõ óðîâíåé, ïðè-
õîäÿùèõñÿ íà îêòàâó, ò. å. ÷àñòîòó äèñêðåòèçàöèè âåéâëåòíîãî ñïåêòðà ïî îñè ìàñøòàáîâ.
Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà j îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

jmax =
1

∆j
log2

kmax

kmin

= M log2

kmax

kmin

.

2.6. Îáðàòíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è óòî÷-

íèì îïðåäåëåíèå âåéâëåòû.
Îáðàòíîå èíòåãðàëüíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

x(t) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−5/2

∫ ∞

−∞
h(k, s)g

[
t− s

k

]
dsdk, (6)

ãäå cg � êîíñòàíòà, çíà÷åíèå êîòîðîé ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî âåéâëåòîé g(t):

cg/2 =

∫ ∞

0

f−1|G(f)|2df =

∫ ∞

0

f−1|G(−f)|2df < ∞. (7)

Ôóíêöèÿ g(t) íàçûâàåòñÿ âåéâëåòîé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (7). Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìó-
ëà (6) îáðàòíîãî èíòåãðàëüíîãî âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò ñìûñë è âåéâëåòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòèìî, à âåéâëåòíûé ñïåêòð h(k, t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ
x(t).

Ðàññìîòðèì òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå íàêëàäûâàåò íà ôóíêöèþ g(t) óñëîâèå (7). Èíòåãðàë
ñîäåðæèò äâå îñîáåííîñòè � â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ ñõîäèìîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ |G(f)| âåëà ñåáÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ f êàê
f−α ïðè ïðîèçâîëüíîì α > 0, ò. å. òðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ (ìèíèìàëüíàÿ) ãëàäêîñòü âåéâëåòû
g(t), íî ñõîäèìîñòü íà áåñêîíå÷íîñòè èìååò ìåñòî óæå äëÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ
òîëüêî ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Äëÿ ñõîäèìîñòè â íóëå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñïåêòð G(f) áûë
íåïðåðûâåí â íóëå è âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî G(0) = 0, ò. å.

∫ ∞

−∞
g(t)dt = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îò âåéâëåòû ïî ñóòè òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû åå ñðåäíåå çíà÷åíèå áûëî
íóëåâûì.

Âåéâëåòà Ìîðëå íå ÿâëÿåòñÿ âåéâëåòîé â ñòðîãîì ñìûñëå, ïîñêîëüêó Gm(0) =
(2π)1/2g0(−2πf0) 6= 0. Ïîëîæåíèå ëåãêî èñïðàâèòü, ñëåãêà èçìåíèâ îïðåäåëåíèå:

ḡm(t) = g0(t)[exp(i2πft)− g0(−2πf0)].
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Â ýòîì ñëó÷àå

Ḡm(f) = (2π)1/2g0[2π(f − f0)]− (2π)1/2g0(2πf)g0(−2πf0)

è Ḡm(0) = 0. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ f0 ∼ 1, òàê ÷òî îïèñàííàÿ
ïîïðàâêà îêàçûâàåòñÿ íè÷òîæíî ìàëîé è åþ ïðåíåáðåãàþò.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà äëÿ îáðàòíîãî èíòåãðàëüíîãî âåéâëåòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ è íå ïðèìåíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Äåëî
â òîì, ÷òî èíòåãðàëüíûé âåéâëåòíûé ñïåêòð íà ïðàêòèêå ìîæíî âû÷èñëèòü òîëüêî äëÿ
êîíå÷íîãî íàáîðà çíà÷åíèé ìàñøòàáà k, à îáðàòíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå î÷åíü ÷óâ-
ñòâèòåëüíî ê èñêàæåíèþ ìàñøòàáíîé èíôîðìàöèè. Ê ñîæàëåíèþ, íåò íèêàêèõ ðàçóìíûõ
ñîîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî âûáîðà ñïîñîáà äèñêðåòèçàöèè âåéâëåòíîãî ñïåêòðà âäîëü îñè
ìàñøòàáîâ.

Äîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (6) âîññòàíàâëèâàåò èñõîäíûé ñèãíàë ïî âåéâëåòíîìó ñïåêòðó.
Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñèãíàë y(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (6):

y(t) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−5/2

∫ ∞

−∞
h(k, s)g

[
t− s

k

]
ds dk

è äîêàæåì, ÷òî y(t) = x(t). Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû áóäåì äîêàçûâàòü ðàâåíñòâî Y (f) =
X(f). Èìååì

Y (f) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−5/2

∫ ∞

−∞
h(k, s)

∫ ∞

−∞
g

[
t− s

k

]
exp(−i2πft)dtdsdk.

Ñäåëàåì çàìåíó q = (t− s)/k:

Y (f) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−5/2

∫ ∞

−∞
h(k, s)

∫ ∞

−∞
g(q) exp(−i2πf(kq + s))kdqdsdk =

= 2c−1
g

∫ ∞

0

k−3/2

∫ ∞

−∞
h(k, s) exp(−i2πfs)ds

∫ ∞

−∞
g(q) exp(−i2πkfq)dqdk =

= 2c−1
g

∫ ∞

0

k−3/2H(k, f)G(kf)dk.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (4), ïåðåïèøåì ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â ñëåäóþùåì âèäå:

Y (f) = 2c−1
g

∫ ∞

0

k−1X(f)G∗(kf)G(kf)dk = X(f) · 2c−1
g

∫ ∞

0

k−1|G(kf)|2dk.

Ïðîâîäÿ ïðè f > 0 çàìåíó p = fk, à ïðè f < 0 çàìåíó p = −fk, óáåæäàåìñÿ, ÷òî áëàãîäàðÿ
óñëîâèþ (7) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Y (f) = X(f).

2.7. Èíòåðïðåòàöèÿ âåéâëåòíîãî ñïåêòðà
Ïðîâåäåííûå âûøå àíàëîãèè ìåæäó èíòåãðàëüíûì âåéâëåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è ëî-

êàëüíûì ñïåêòðàëüíûì àíàëèçîì ñêîëüçÿùèì îêíîì ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü âåéâëåò-
íûé ñïåêòð êàê âàðèàíò ñïåêòðîãðàììû (ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå âåéâëåòû Ìîðëå). Â
ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå âàæíûå äåòàëè.

Äëÿ èíòåðïðåòàöèè âåéâëåòíîãî ñïåêòðà h(k, t) áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ôîðìóëà Ïàð-
ñåâàëÿ. Îïðåäåëèì ìãíîâåííûé âåéâëåòíûé ñïåêòð ìîùíîñòè w(k, t) ôîðìóëîé

w(k, t) = |k−1h(k, t)|2.

11



Ñïåêòðîì ìîùíîñòè ìàñøòàáîâ íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ ìãíîâåííîãî
ñïåêòðà ìîùíîñòè ïî âðåìåíè:

w(k) =

∫ ∞

−∞
w(k, t)dt.

Âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà Ïàðñåâàëÿ èìååò âèä:
∫ ∞

0

w(k) dk = (cg/2)

∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Ïàðñåâàëÿ âûïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè
ìàñøòàáîâ w(k) â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè:

w(k) = k−2

∫ ∞

−∞
|h(k, t)|2dt = k−2

∫ ∞

−∞
|H(k, f)|2df = k−1

∫ ∞

−∞
|X(f)|2|G(kf)|2df.

Îêîí÷àòåëüíî:
∫ ∞

0

w(k)dk =

∫ ∞

0

k−1

∫ ∞

−∞
|X(f)|2|G(kf)|2dfdk =

=

∫ ∞

−∞
|X(f)|2

∫ ∞

0

k−1|G(kf)|2dkdf = (cg/2)

∫ ∞

−∞
|X(f)|2df =

= (cg/2)

∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt.

Âåéâëåòíûé ñïåêòð ìîùíîñòè w(k, t) õàðàêòåðèçóåò ìîùíîñòü êîìïîíåíòû ìàñøòàáà
k â ìîìåíò âðåìåíè t. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå wk(t) âåéâëåòíîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè w(k, t) íà
ìàñøòàáå k, ò. å. çíà÷åíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè ïðè ôèêñèðîâàííîì ìàñøòàáå. Ýòî ñå÷åíèå
ïîêàçûâàåò ýâîëþöèþ âî âðåìåíè êîìïîíåíòû ñèãíàëà ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì k. Àíà-
ëîãè÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñå÷åíèå wt(k) âåéâëåòíîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè w(k, t) â ìîìåíò
âðåìåíè t � îíî õàðàêòåðèçóåò ìàñøòàáíûé ñîñòàâ ñèãíàëà â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ñïåêòð ìîùíîñòè w(k, t) îäíîìåðíîãî ñèãíàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ, êîòîðàÿ îáû÷íî èçîáðàæàåòñÿ â âèäå âåéâëåòíîé ñïåêòðîãðàììû â ãðàäàöèÿõ
ñåðîãî, êîãäà çíà÷åíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè w(k, t) îïðåäåëÿåò ÿðêîñòü òî÷êè ñ êîîðäèíà-
òàìè (k, t). ×àñòî òàêæå èçîáðàæàþò âåéâëåòíûé ñïåêòð â âèäå ñåìåéñòâà ëèíèé óðîâíÿ
ôóíêöèè h(k, t) â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (k, t). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò ëîãàðèôìè-
÷åñêóþ øêàëó ìàñøòàáîâ. Çíà÷åíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè w(k, t) ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáà k
îáû÷íî ïðîáåãàåò çíà÷èòåëüíûé äèàïàçîí, ïîýòîìó ÷àùå âñåãî ïîëüçóþòñÿ ëîãàðèôìîì
çíà÷åíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè. Åñëè âðåìåíí�àÿ ëîêàëèçàöèÿ îñîáåííîñòåé ñèãíàëà âàæ-
íåå, ÷åì èõ ìàñøòàá, áîëåå èíôîðìàòèâíûì îêàçûâàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ñêåëåòîí �
ñåìåéñòâî òî÷åê ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ âåéâëåòíîãî ñïåêòðà âäîëü îñè âðåìåíè. Äëÿ
èçîáðàæåíèÿ ñêåëåòîíà âåéâëåòíîãî ñïåêòðà íà êàæäîì ìàñøòàáå îòìå÷àþòñÿ âñå òî÷êè
ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.

Ñïåêòð ìîùíîñòè ìàñøòàáîâ w(k) äåìîíñòðèðóåò âêëàä êîìïîíåíò ðàçëè÷íîãî ìàñ-
øòàáà â îáùóþ ýíåðãèþ ñèãíàëà èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòè ïðîöåññà ïî
ìàñøòàáàì. Ìàêñèìóìû ñïåêòðà ìîùíîñòè ìàñøòàáîâ îïðåäåëÿþò ìàñøòàáû ïðîöåññîâ,
âíîñÿùèõ îñíîâíîé âêëàä â ñóììàðíóþ ìîùíîñòü àíàëèçèðóåìîãî ïðîöåññà. Ìàñøòàá
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñðåäíþþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, îáðà-
çóþùèõ ñèãíàë.
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2.8. Ìàñøòàá è ÷àñòîòà
Äëÿ èíòåðïðåòàöèè âåéâëåòíûõ ñïåêòðîâ áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ñîîòíîøåíèå ìåæäó

ìàñøòàáîì è îáû÷íîé ÷àñòîòîé â ñìûñëå Ôóðüå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü òàêîå ñîîòíî-
øåíèå, âû÷èñëèì âåéâëåòíûé ñïåêòð ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà. Åñëè x(t) = exp(i2πf1t), òî
X(f) = δ(f − f1) è H(k, f) = k1/2G∗(kf)δ(f − f1). Òîãäà

h(k, t) =

∫ ∞

−∞
H(k, f) exp(i2πft)df = k1/2G∗(kf1) exp(i2πf1t).

Òàêèì îáðàçîì,
|h(k, t)|2 = k|G(kf1)|2

è
w(k, t) =

|G(kf1)|2
k

= const(t).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî ñèãíàëà ôóíêöèÿ w̄(k) = k−1|G(kf1)|2 èìååò ñìûñë
ñïåêòðà ìîùíîñòè ìàñøòàáîâ (ñàì ñïåêòð ìîùíîñòè ìàñøòàáîâ w(k) äëÿ ãàðìîíèêè êîð-
ðåêòíî îïðåäåëèòü íåëüçÿ). Ïóñòü ïðè ÷àñòîòå f èñõîäíîé ãàðìîíèêè ìàêñèìóì ôóíêöèè
w̄(k) ïðèõîäèòñÿ íà ìàñøòàá k(f). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ k(f) äëÿ áîëüøèíñòâà âåé-
âëåò èìååò âèä:

k(f) = αgf
−1,

ãäå αg � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò âûáîðà âåéâëåòû. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ñïåê-
òðå ìîùíîñòè ìàñøòàáîâ èìååòñÿ ìàêñèìóì, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàñøòàáó k1, òî â èñõîä-
íîì ñèãíàëå ïðèñóòñòâóåò êîìïîíåíòà ñ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé f1 = αg/k1 è ïåðèîäîì
T1 = k1/αg. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì õàðàêòåðíûé ïåðèîä âäâîå áîëü-
øå, ÷åì ñðåäíÿÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, îáðàçóþùèõ ñèãíàë � íà
êàæäûé õàðàêòåðíûé ïåðèîä ãàðìîíèêè ïðèõîäèòñÿ äâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèÿ (ïîëó-
âîëíû).

Ïðè âû÷èñëåíèè âåéâëåòíîãî ñïåêòðà âàæíî ïðàâèëüíî âûáðàòü èíòåðâàë èçìåíåíèÿ
ìàñøòàáà k. Ñîãëàñíî òåîðåìå Øåííîíà-Íàéêâèñòà âðåìåííîé ðÿä ñ èíòåðâàëîì äèñêðå-
òèçàöèè τ ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü ÷àñòîòû f âïëîòü äî ÷àñòîòû Íàéêâèñòà fmax = 1/(2τ).
Òàêèì îáðàçîì, kminfmax = kmin/(2τ) = αg, îòêóäà

kmin = 2ταg.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ïîñòîÿííîé αg íà ïðèìåðå âåéâëåòû Ìîðëå.
Ïåðåéäåì ê óãëîâûì ÷àñòîòàì: ω1 = 2πf1 è ω0 = 2πf0. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

w̄(k) = 2πk−1 exp[−(kω1 − ω0)
2].

Òî÷êó ýêñòðåìóìà ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
(kω1)

2 − ω0(kω1) + 1/2 = 0.

Ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì (ïî÷åìó?) âûáèðàåì êîðåíü
kω1 = [ω0 + (ω2

0 − 2)1/2]/2,

îòêóäà
αm = (2π)−1[ω0 + (ω2

0 − 2)1/2]/2.

Èíîãäà âìåñòî ìãíîâåííîãî ñïåêòðà w(k, t) ðàáîòàþò íåïîñðåäñòâåííî ñ ôóíêöèåé
|h(k, t)|2. Äëÿ ýêñòðåìóìîâ ýòîé ôóíêöèè ïîñòîÿííàÿ αg ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñîâåð-
øåííî àíàëîãè÷íî, íî íóæíî ïîìíèòü, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ äðóãîå çíà÷åíèå:

α′m = (2π)−1[ω0 + (ω2
0 + 2)1/2]/2.
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2.9. DOG-âåéâëåòû
Óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà âåéâëåòó g(t), îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî íåîáðåìåíèòåëüíûì

� òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû ôóíêöèÿ g(t) èìåëà íóëåâîå ñðåäíåå. Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìîò-
ðåëè òîëüêî îäèí ïðèìåð âåéâëåòû � âåéâëåòó Ìîðëå. Çàêîíîìåðíûì îêàçûâàåòñÿ æåëà-
íèå ðàñøèðèòü íàáîð àíàëèçèðóþùèõ ôóíêöèé. Èçâåñòíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî âåéâëåò è,
â ïðèíöèïå, ìîæíî âûáðàòü àíàëèçèðóþùóþ âåéâëåòó, íàèáîëåå àäåêâàòíóþ ðåøàåìîé
çàäà÷å. Ê ñîæàëåíèþ, îáû÷íî îòñóòñòâóþò àïðèîðíûå çíàíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ òàêîãî
âûáîðà. Âåéâëåòà Ìîðëå îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå óäîáíîé ïðè âûïîëíåíèè ñïåêòðàëüíîãî
àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ ñèãíàëîâ. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äâà äðóãèõ ïðèìåðà âåéâëåò,
ïðèìåíÿåìûõ äëÿ èçó÷åíèÿ óæå íå ñïåêòðàëüíîé, à âðåìåííîé ñòðóêòóðû ñèãíàëà.

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû îïðåäåëÿþò WAVE-âåéâëåòó g1(t) è MHAT-âåéâëåòó1 g2(t) ñîîò-
âåòñòâåííî:

g1(t) = −g′0(t) = tg0(t),

g2(t) = −g′1(t) = (t2 − 1)g0(t).

WAVE-âåéâëåòà è MHAT-âåéâëåòà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó DOG-âåéâëåò2.
Âñïîìèíàÿ, ÷òî åñëè y(t) = x′(t), òî Y (f) = i2πfX(f), ñðàçó ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ

ñïåêòðîâ G1(f) è G2(f):

G1(f) = −i(2πf)(2π)1/2g0(2πf),

G2(f) = −(2πf)2(2π)1/2g0(2πf).

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû αg äëÿ DOG-âåéâëåò3:

α1 = (2π)−1(1/2)1/2 ≈ 0.113,

α2 = (2π)−1(3/2)1/2 ≈ 0.195.

Äëÿ DOG-âåéâëåò ëåãêî ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ñâÿçü âåéâëåòíûõ ðàçëîæåíèé ñ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì. Îïðåäåëèì ôîðìàëüíî hj(k, t) ïðè j = 0, 1, 2 â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìó-
ëîé (3):

hj(k, t) = k1/2

∫ ∞

−∞
x(s)gj

[
s− t

k

]
ds. (8)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòó ôîðìóëó ïî t è ó÷èòûâàÿ, ÷òî gj+1 = −g′j, ïîëó÷èì

h′j(k, t) = k−1hj+1(k, t). (9)

Ôîðìóëà (8) ïðè j = 0 ðåàëèçóåò ñãëàæèâàíèå ñèãíàëà ãàóññîâûì ÿäðîì øèðèíû k.
Ôîðìóëà (9) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïåêòðû hj(k, t) ïðè j = 1, 2 ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà
ñóòü äâå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ñèãíàëà, ñãëàæåííîãî ÿäðîì ìàñøòàáà k. Ïîýòîìó ðàçëî-
æåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå MHAT-âåéâëåòå, õîðîøî âûäåëÿþò ëîêàëüíûå ìèíèìóìû è

1Íàèìåíîâàíèå ¾MHAT¿ ÿâëÿåòñÿ àêðîíèìîì ñëîâ ¾mexican hat¿ (ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà). Äåéñòâè-
òåëüíî, ãðàôèê MHAT-âåéâëåòû ïî ôîðìå íàïîìèíàåò ñîìáðåðî.

2Íàèìåíîâàíèå ¾DOG¿ íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ñîáàêå, îíî ÿâëÿåòñÿ àêðîíèìîì ñëîâ ¾degree of
gaussian¿ (ñòåïåíü ãàóññèàíû). Çäåñü æàðãîííîå ñëîâîñî÷åòàíèå ¾ñòåïåíü ãàóññèàíû¿ îáîçíà÷àåò ñòåïåíü
ïðîèçâîäíîé ãàóññîâîé êðèâîé.

3Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåêòðà |h(k, t)|2 âìåñòî w(k, t) íóæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå çíà÷åíèÿ ýòèõ êîí-
ñòàíò: α′1 = (2π)−1(3/2)1/2 ≈ 0.195 è α′2 = (2π)−1(5/2)1/2 ≈ 0.252.
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ìàêñèìóìû ñèãíàëà, ñîîòâåòñòâóþùèå çàäàííîìó ìàñøòàáó, à WAVE-âåéâëåòà âûÿâ-
ëÿåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñèãíàëà.

Çíà÷åíèå h(k, t) âåéâëåòíîãî ñïåêòðà äëÿ DOG-âåéâëåò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ìåðó ëîêàëüíîé ñîãëàñîâàííîñòè ôîðìû ñèãíàëà x(s) è âåéâëåòû gk(s) â îêðåñòíîñòè
ìîìåíòà âðåìåíè t. Âåéâëåòà g(t/k) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ìàñøòàáèðîâàíèÿ (ðàñ-
òÿæåíèÿ) èñõîäíîé âåéâëåòû g(t) â k ðàç. Áîëüøîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå h(k, t) âåéâëåòíîãî
ñïåêòðà óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìîìåíòà âðåìåíè t ñèãíàë áëèçîê
ïî ôîðìå ê âåéâëåòå g(t), ðàñòÿíóòîé â k ðàç. Ïàðàìåòð k èìååò ñìûñë ìàñøòàáà, ïðè
êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñðàâíåíèå ôîðìû ñèãíàëà ñ àíàëèçèðóþùåé âåéâëåòîé.

3. Äèñêðåòíûå âåéâëåòû
Ðàññìîòðåííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå èíòåãðàëüíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå øèðî-

êî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ñèãíàëîâ. Èíòåãðàëüíûé âåéâëåòíûé ñïåêòð
óäîáåí äëÿ âèçóàëüíîãî àíàëèçà è åãî ëåãêî èíòåðïðåòèðîâàòü. Îñíîâíîé íåäîñòàòîê èíòå-
ãðàëüíîãî âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì åãî äîñòîèíñòâ � á�îëüøàÿ
÷àñòü èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â èíòåãðàëüíîì âåéâëåòíîì ñïåêòðå, ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷-
íîé4, à ñóùåñòâåííàÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà èíôîðìàöèÿ îêàçûâàåòñÿ ¾ðàçìàçàí-
íîé¿ ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà. Ìû âûíóæäåíû äèñêðåòèçèðîâàòü èíòåãðàëüíûé
âåéâëåòíûé ñïåêòð, íî ïðè ýòîì îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî ñîîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî òî-
ãî, êàê ïðîèçâåñòè äèñêðåòèçàöèþ áåç ïîòåðü èíôîðìàöèè. Âñëåäñòâèå ýòîãî íà ïðàêòèêå
îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì âîññòàíîâèòü ñèãíàë ïî åãî èíòåãðàëüíîìó âåéâëåòíîìó ñïåê-
òðó.

Äèñêðåòíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (discrete wavelet transform) ïî ñóòè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñõåìó äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíîãî âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãàðàíòèðó-
þùóþ îòñóòñòâèå ïîòåðü è âîçìîæíîñòü îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âåéâëåòíîãî ñïåêòðà
â ñèãíàë. Íåñìîòðÿ íà òàêóþ ïðîçàè÷åñêóþ ôóíêöèþ, òåîðèÿ äèñêðåòíîãî âåéâëåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íèêàêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ
ïðîèçâîëüíîé àíàëèçèðóþùåé âåéâëåòû íå ïîðîæäàåò îáðàòèìîå äèñêðåòíîå âåéâëåòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Óñëîâèå îáðàòèìîñòè äèñêðåòíîãî âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íàêëà-
äûâàåò íà ïîðîæäàþùóþ âåéâëåòó ãîðàçäî áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ è ïðèâîäèò ê íåîáõî-
äèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ � ìàñøòàáíîãî ðàçëîæåíèÿ è óðàâíåíèÿ
óäâîåíèÿ.

Äèñêðåòíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ ôèëüòðàöèè è
ñæàòèÿ ñèãíàëîâ, ò. å. òàì, ãäå âàæíî ïîëó÷èòü íåèçáûòî÷íîå ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëå-
íèå, îáåñïå÷èâàþùåå âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ïî ñïåêòðó.

3.1. Âåéâëåòíûé áàçèñ
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé âåéâëåòíûé ñïåêòð h(a, t) ñèãíàëà x(t) ïî âåéâëåòå ψ(t):

h(a, t) = a−1/2

∫ ∞

−∞
x(s)ψ∗

[
s− t

a

]
ds.

4Ýòî ñëåäóåò óæå èç òîãî ôàêòà, ÷òî ïðè èíòåãðàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè îäíîìåðíûé ñèãíàë ïðåâðàùà-
åòñÿ â äâóìåðíûé ñïåêòð. Áîëåå òîãî, èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè äëÿ âñåõ ÷àñòîò f ñïåêòð Ôóðüå
X(f) ñèãíàëà x(t) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí ïî çíà÷åíèÿì âåéâëåòíîãî ñïåêòðà ïðè îäíîì ïðîèçâîëüíîì
çíà÷åíèè ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà k.
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Ïðîèçâåäåì ôîðìàëüíóþ äèñêðåòèçàöèþ âåéâëåòíîãî ñïåêòðà h(a, t), ïîëîæèâ a = 2−j è
t = 2−jn:

hj
n = h(2−j, 2−jn) = 2j/2

∫ ∞

−∞
x(s)ψ∗(2js− n)ds, (10)

ãäå èíäåêñû j è n ïðîáåãàþò âñåâîçìîæíûå öåëûå çíà÷åíèÿ. Ýòà ôîðìóëà çàäàåò äèñ-
êðåòíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà x(t). Íàáîð êîýôôèöèåíòîâ hj

n íàçûâàåòñÿ
äèñêðåòíûì âåéâëåòíûì ñïåêòðîì ñèãíàëà x(t). Îïèñàííàÿ ñõåìà äèñêðåòèçàöèè îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì: ïðè ôèêñèðîâàííîì ìàñøòàáå a = 2−j èíòåð-
âàë äèñêðåòèçàöèè âåéâëåòíîãî ñïåêòðà âäîëü îñè âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííûì ñ
ìàñøòàáîì: τ = 2−j = a. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìàñøòàáà a, êîãäà âåéâëåòíûé ñïåêòð
âûäåëÿåò êðóïíîìàñøòàáíûå (è ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ) ñîñòàâëÿþùèå ñèãíàëà, èñïîëüçó-
åòñÿ ãðóáàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ñïåêòðà ïî âðåìåíè, íà ìàëûõ æå ìàñøòàáàõ, ãäå âûäåëÿþòñÿ
áûñòðûå ñîñòàâëÿþùèå, âûáèðàåòñÿ ìàëîå çíà÷åíèå èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè.

Èç ôîðìóëû (10) âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíò hj
n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-

äåíèå ñèãíàëà è ôóíêöèè
ψj

n(t) = 2j/2ψ(2jt− n).

Åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé {ψj
n(t)}j,n∈Z ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà

L2, òî ñèãíàë x(t) èç L2 ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí ïî ñïåêòðó hj
n:

x(t) =
∞∑

j=−∞

∞∑
n=−∞

hj
nψj

n(t) =
∞∑

j=−∞

∞∑
n=−∞

hj
n2j/2ψ(2jt− n). (11)

Â ýòîì ñëó÷àå äèñêðåòíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå îêàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì è äèñêðåò-
íûé âåéâëåòíûé ñïåêòð hj

n ñîäåðæèò âñþ èíôîðìàöèþ î ñèãíàëå x(t). Ïðåäñòàâëåíèå
(11) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì âåéâëåòíûì ðàçëîæåíèåì ñèãíàëà x(t), èëè îáðàòíûì äèñ-
êðåòíûì âåéâëåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ψj

n(t) íàçûâàåòñÿ âåé-
âëåòíûì áàçèñîì, à ýëåìåíòû ψj

n(t) âåéâëåòíîãî áàçèñà � âåéâëåòàìè. Âåéâëåòíûé áàçèñ
ïîëó÷åí ïóòåì ìàñøòàáèðîâàíèÿ è ñäâèãà5 åäèíñòâåííîé ôóíêöèè � ïîðîæäàþùåé âåé-
âëåòû ψ(t), ïîýòîìó ñâîéñòâà âåéâëåòíîãî áàçèñà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè
ôóíêöèè ψ(t). Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé {ψj

n(t)} îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, òî ïî-
ðîæäàþùàÿ âåéâëåòà ψ(t) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Êîýôôèöèåíò hj
n âåéâëåòíîãî ñïåêòðà îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå èñõîäíîãî ñèãíàëà x(t)

âáëèçè òî÷êè t = 2−jn íà õàðàêòåðíîì ìàñøòàáå âðåìåíè6 ∆t = 2−j. Ñóììèðîâàíèå ïî
n äàåò äåòàëèçàöèþ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè íà âñåé îñè âðåìåíè ïðè õàðàêòåðíîì ìàñøòà-
áå âðåìåíè ∆t = 2−j. Åñëè ïðè ñóììèðîâàíèè îãðàíè÷èòüñÿ äëÿ èíäåêñà j äèàïàçîíîì
j 6 J , òî ìû ïîëó÷èì àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíîé ôóíêöèè, ó÷èòûâàþùóþ äåòàëè åå ïî-
âåäåíèÿ ñ ìàñøòàáîì ïîðÿäêà 2−J è áîëüøå. Êîýôôèöèåíòû âåéâëåòíîãî ñïåêòðà òàêæå
õîðîøî ëîêàëèçîâàíû è âî âðåìåííîé îáëàñòè, ïîñêîëüêó ïðè ðàññìîòðåíèè íåêîòîðîãî
îòðåçêà âðåìåíè â âåéâëåòíîì ðàçëîæåíèè ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî òå ñëàãàåìûå, íîñèòåëü
êîòîðûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ðàññìàòðèâàåìûì îòðåçêîì. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âåéâëåòíî-
ãî ðàçëîæåíèÿ ìû èìååì îäíîâðåìåííóþ ëîêàëèçàöèþ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ âî
âðåìåííîé è ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè.

5Ìíîæèòåëü 2j/2 ãàðàíòèðóåò íåèçìåííîñòü íîðìû ôóíêöèè ψj
n(t) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ìàñøòàáíîãî

èíäåêñà j.
6Ïîä õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì âðåìåíè â ñëó÷àå ëîêàëèçîâàííûõ ôóíêöèé ìîæíî ïîíèìàòü äèàìåòð

èõ íîñèòåëÿ.
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ψ0
0(x)

ψ1
0(x) ψ1

1(x)

ψ2
0(x) ψ2

2(x) ψ2
1(x) ψ2

3(x)

Ðèñ. 1. Áàçèñ Õààðà

Ïðèìåð. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì âåéâëåòíîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ áàçèñ Õààðà, ïîðîæäàåìûé
ôóíêöèåé

ψ(t) =





1 0 6 t < 1/2

−1 1/2 6 t < 1

0 else
.

Ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé ψj
n(t) îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé

áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2. Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíî íåñêîëüêî áàçèñíûõ ôóíêöèé áàçèñà Õààðà.

3.2. Ìàñøòàáíîå ðàçëîæåíèå
Êîíêðåòíûå ïðèìåðû âåéâëåòíûõ áàçèñîâ (íàïðèìåð áàçèñ Õààðà) áûëè ïîñòðîåíû

åùå äî ñîçäàíèÿ îáùåé òåîðèè âåéâëåòíûõ ðàçëîæåíèé. Êîíñòðóêöèÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå
ýòîé òåîðèè, ïîëó÷èëà íàçâàíèå ìàñøòàáíîãî ðàçëîæåíèÿ (multiresolution analysis7).

Ìàñøòàáíûì ðàçëîæåíèåì íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî {Vj}j∈Z ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàí-
ñòâà L2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó íàáîðó óñëîâèé:

1. Ìîíîòîííîñòü. Ïîäïðîñòðàíñòâà Vj îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ â ñìûñëå âêëþ÷åíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ:

Vj ⊂ Vj+1.

7Òåðìèí ¾multiresolution analysis¿ ïåðåâîäÿò òàêæå êàê ¾àíàëèç ìóëüòèðàçëîæåíèé¿ èëè ¾êðàòíîìàñ-
øòàáíûé àíàëèç¿.
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2. Îòäåëèìîñòü. Ïîäïðîñòðàíñòâà Vj ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî íóëåâîìó ïîäïðî-
ñòðàíñòâó:

∞⋂
j=−∞

Vj = 0.

3. Ïëîòíîñòü. Ïðè óâåëè÷åíèè Îáúåäèíåíèå âñåõ Vj ïëîòíî â L2:

cl
∞⋃

j=−∞
Vj = L2.

4. Ìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà. Ôóíêöèÿ x(t) ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå Vj òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ x(2t) ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå Vj+1:

x(t) ∈ Vj ⇐⇒ x(2t) ∈ Vj+1.

5. Ñäâèãîâàÿ ñòðóêòóðà. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V0 îáðàçîâàí
ñîâîêóïíîñòüþ öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ {ϕ(t− k)} ôóíêöèè ϕ(t):

V0 = cl L({ϕ(t− k)}k∈Z).

Ôóíêöèÿ ϕ(t), ïîðîæäàþùàÿ ìàñøòàáíîå ðàçëîæåíèå, íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáíîé ôóíêöèåé
(scaling function).

Îáñóäèì íåôîðìàëüíî ñóùíîñòü óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ñåìåéñòâî ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Vj â ïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè.

Óñëîâèÿ 1�3 ôàêòè÷åñêè óòâåðæäàþò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ Vj âîç-
ðàñòàåò îò íóëåâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà äî âñåãî L2. Êàæäîå ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî
¾áîëüøå¿ ïðåäûäóùåãî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Vj â èçâåñòíîì ñìûñëå ìîæåò áûòü íàçâàíà
âîçðàñòàþùåé. Ïðè j → −∞ â ïîäïðîñòðàíñòâî Vj íå âõîäèò íè îäíà ôóíêöèÿ çà èñêëþ-
÷åíèåì íóëåâîé, à ïðè j → ∞ ïîäïðîñòðàíñòâî Vj ïðèáëèæàåòñÿ êî âñåìó ïðîñòðàíñòâó
L2.

Óñëîâèå 4 äåêëàðèðóåò ìàñøòàáíóþ ñòðóêòóðó ïîäïðîñòðàíñòâ, îáðàçóþùèõ ìàñøòàá-
íîå ðàçëîæåíèå: ïåðåõîä îò ïîäïðîñòðàíñòâà Vj ê ïîäïðîñòðàíñòâó Vj+1 îñóùåñòâëÿåòñÿ
ìàñøòàáèðîâàíèåì â 2 ðàçà. Àíàëîãè÷íî ïîäïðîñòðàíñòâî Vj ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìàñ-
øòàáèðîâàíèåì ôóíêöèé èç V0 â 2j ðàç. Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîäïðîñòðàíñòâà Vj èìåþò
îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó è îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü âðåìåíí�ûì ìàñøòàáîì ñîñòàâëÿ-
þùèõ èõ ôóíêöèé. Åñëè ¾õàðàêòåðíûé ìàñøòàá¿ ôóíêöèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà V0 ðàâåí
∆t0, òî õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ôóíêöèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà Vj ðàâåí ∆tj = 2−j∆t0.

Óñëîâèå 5 îïèñûâàåò âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ïîäïðîñòðàíñòâà V0. Ïîäïðîñòðàíñòâî
V0 îáðàçîâàíî öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè åäèíñòâåííîé ôóíêöèè ϕ(t). Â ñèëó ñâîéñòâà
4 ìîæíî òàêæå îïèñàòü è ñòðóêòóðó êàæäîãî èç ïîäïðîñòðàíñòâ Vj: ñèñòåìà ôóíêöèé
{21/2ϕ(2j − k)}k∈Z îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Vj. Òàêèì îáðà-
çîì, ôóíêöèÿ ϕ ãåíåðèðóåò áàçèñû âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vj è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ìàñ-
øòàáíîå ðàçëîæåíèå.

Ïðè âåéâëåòíîì ðàçëîæåíèè ñèãíàëà ïîäïðîñòðàíñòâà Vj èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ èñõîäíîãî ñèãíàëà. Ïðîåêöèÿ ñèãíàëà íà ïîäïðîñòðàíñòâà Vj ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñãëàæåííûé âàðèàíò ñèãíàëà, ó÷èòûâàþùèé ïðè óâåëè÷åíèè j âñå áîëåå ìåëêèå äåòàëè.
Â ýòîì ñìûñëå ïîäïðîñòðàíñòâî Vj àíàëîãè÷íî ïîäïðîñòðàíñòâó âñåõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿ-
äà Ôóðüå äëèíû j. Òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò ôóíêöèè, ñïåêòð êîòîðûõ îãðàíè÷åí
ñâåðõó ÷àñòîòîé jf0. Ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû j îòðåçêà ðÿäà Ôóðüå ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå
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ðàçðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëà ÷àñòè÷íîé ñóììîé çà ñ÷åò ðàñøèðåíèÿ îáðàçóþùåé
åãî ïîëîñû ÷àñòîò.
Ïðèìåð. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàñøòàáíîå ðàçëîæåíèå, ïîðîæäàþùåå áàçèñ Õààðà.
Âûáåðåì ôóíêöèþ ϕ(t) âèäà

ϕ(t) =

{
1 0 6 t < 1

0 else
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ ïîðîæäàåò êîððåêòíîå ìàñøòàáíîå ðàçëîæåíèå.
Ïîäïðîñòðàíñòâî V0 îáðàçîâàíî êóñî÷íî ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè ñî ñêà÷êàìè, ðàñïîëî-
æåííûìè â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ. Ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ñîäåðæèò âñå êóñî÷íî ïîñòîÿííûå
ôóíêöèè ñî ñêà÷êàìè, ðàñïîëîæåííûìè â ïîëóöåëûõ òî÷êàõ (ò. å. òî÷êàõ âèäà k/2, ïðè
k ∈ Z). Ïîäïðîñòðàíñòâî Vj ñîñòîèò èç êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé ñî ñêà÷êàìè â òî÷-
êàõ 2−jk, ïðè k ∈ Z.

3.3. Óðàâíåíèå óäâîåíèÿ
Ïóñòü ñåìåéñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ {Vj} îáðàçóåò ìàñøòàáíîå ðàçëîæåíèå. Ñåìåéñòâî

ôóíêöèé {ϕ(t− k)} îáðàçóåò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V0, à ñåìåéñòâî ôóíêöèé {ϕ(2t− k)}
äàåò íàì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V1. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò ïîäïðîñòðàíñòâà
V1 äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé ñåìåéñòâà {ϕ(2t − k)}k∈Z è,
ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ϕ ∈ V0 ⊂ V1 èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

ϕ(t) =
∑

k∈Z

ckϕ(2t− k), (12)

íàçûâàåìîå óðàâíåíèåì óäâîåíèÿ (two-scale equation). Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíå-
íèå óäâîåíèÿ îïðåäåëÿåò ìàñøòàáíóþ ôóíêöèþ ϕ(t) îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæè-
òåëÿ. Íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ck îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ϕ(t), êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, ïîðîæäàåò ìàñøòàáíîå ðàçëîæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ìàñøòàáíîå ðàçëî-
æåíèå ìîæåò áûòü çàäàíî íàáîðîì ÷èñåë ck.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕ(2t− k)} îðòîãîíàëüíà, êîýôôèöèåíòû ck ìîãóò áûòü
íàéäåíû â ÿâíîì âèäå:

∫ ∞

−∞
ϕ(t)ϕ(2t− j)∗dt =

∑
ck

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− k)ϕ(2t− j)∗

d(2t)

2
= cj/2.

Óðàâíåíèå ìàñøòàáèðîâàíèÿ íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà èíòåãðàë îò ìàñøòàáíîé
ôóíêöèè: ∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt =

∑

k∈Z

ck

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− k)dt =

1

2

∑

k∈Z

ck

∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt.

Â òî æå âðåìÿ ÿñíî, ÷òî
∫

ϕ(t)dt 6= 0, ïîñêîëüêó åñëè ýòî íå òàê, òî è äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f èç ïðîèçâîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Vj áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∫
f(t)dt = 0 è

íàðóøàåòñÿ óñëîâèå 3 èç îïðåäåëåíèÿ ìàñøòàáíîãî ðàçëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
∑

k∈Z

ck = 2. (13)

Ïîñêîëüêó
∫

ϕ(t)dt 6= 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè:
∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt = 1.
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Âûÿñíèì òåïåðü, ê êàêèì ñëåäñòâèÿì ïðèâîäèò òðåáîâàíèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè öå-
ëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ ôóíêöèè ϕ(t). Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû
ôóíêöèé {ϕ(t− k)}k∈Z óðàâíåíèå óäâîåíèÿ, ïîëó÷èì:

∫ ∞

−∞
ϕ(t− k)ϕ(t)∗dt =

∑
i

∑
j

cic
∗
j

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− 2k − i)ϕ(2t− j)∗dt =

=
1

2

∑

j=2k+i

cic
∗
j =

1

2

∑
i

cic
∗
2k+i.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óñëîâèå:
∑
i∈Z

cic
∗
i+2k = 2δk. (14)

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
∑

k∈Z

|ck|2 = 2. (15)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ϕ(t) ïî êîýôôèöèåíòàì ck óðàâíåíèÿ óäâî-
åíèÿ. ßñíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû ck äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (13) è (14). Èç (12)
ñëåäóåò, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà

Sc[f(t)] =
∑

k∈Z

ckf(2t− k).

Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíêöèè
ϕ(t)

fn+1 = Sc[fn],

ϕ = lim
n→∞

fn

äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè f0(t), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
∫

f0(s)ds 6= 0. Äëÿ îïèñàííîãî
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà îòñóòñòâóþò òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå íàäåÿòü-
ñÿ íà ñõîäèìîñòü. Íà ïðàêòèêå äëÿ âñåõ èñïîëüçóåìûõ âåéâëåò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
äîâîëüíî áûñòðî ñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð. Â ñëó÷àå áàçèñà Õààðà ôóíêöèÿ ϕ(t) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñàìîïîäîáèÿ: åå ãðà-
ôèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâå ïîëîâèíêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîäîáíà èñõîäíîé ôóíêöèè,
ò. å. îáðàçóåòñÿ èç íåå ïóòåì ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Ñâîéñòâî ñàìîïîäîáèÿ àíàëèòè÷åñêè çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ óäâîåíèÿ:

ϕ(t) = ϕ(2t) + ϕ(2t− 1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áàçèñà Õààðà c0 = c1 = 1.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(t), ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 2. Íà ýòîì
æå ðèñóíêå èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé ϕ(2t)/2, ϕ(2t − 1) è ϕ(2t − 2)/2. Èç ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî äëÿ ýòèõ ôóíêöèé âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

ϕ(t) = ϕ(2t)/2 + ϕ(2t− 1) + ϕ(2t− 2)/2,

ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ ϕ(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ìàñøòàáèðîâàíèÿ ïðè c0 = 1/2,
c1 = 1 è c2 = 1/2.
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-

ϕ(t)

1
2
ϕ(2t)

1 2

6

Ðèñ. 2. Åùå îäíà ìàñøòàáíàÿ ôóíêöèÿ

0.0 1.0 2.0

Ðèñ. 3. Ìàñøòàáíàÿ ôóíêöèÿ Äîáåøè

Ïðèìåð. Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíà ìàñøòàáíàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåéâëåòå Äîáå-
øè, çíà÷åíèÿ êîòîðîé âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà.
Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ óäâîåíèÿ äëÿ âåéâëåòû Äîáåøè èìåþò âèä:

1 +
√

3

4
,

3 +
√

3

4
,

3−√3

4
,

1−√3

4
.

Îïèøåì òåïåðü ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âûïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ óäâîåíèÿ. Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ
óäâîåíèÿ:

ϕ(f) =
∑

k

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− k) exp(−i2πft)dt =

=
∑

k

ck

∫ ∞

−∞
ϕ(2t− k) exp(−i2πft)dt =

∑

k

ck

∫ ∞

−∞
ϕ(s) exp

(
−i2πf

s + k

2

)
ds

2
=

=
1

2

∑

k

ck exp(−i2π(f/2)k)

∫ ∞

−∞
ϕ(s) exp(−i2π(f/2)s)ds.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå
C(f) =

1

2

∑

k

ck exp(−i2πfk),

òî ðàâåíñòâî äëÿ ñïåêòðîâ ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(f) = C(f/2)ϕ(f/2).
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Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì óäâîåíèÿ â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. Èç óñëîâèÿ íîð-
ìèðîâêè ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ϕ(0) =

∫ ∞

−∞
ϕ(t)dt = 1.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü M ðàç ñïåêòðàëüíóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ óäâîåíèÿ, ïîëó÷èì

ϕ(f) =

[
M∏

j=1

C

(
f

2j

)]
ϕ

(
f

2M

)
.

Ïðè M →∞ èìååì

ϕ(f) =
∞∏

j=1

C

(
f

2j

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ óäâîåíèÿ â
ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ïîñðåäñòâîì áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

3.4. Âåéâëåòíîå ðàçëîæåíèå
Ïóñòü ñåìåéñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ {Vj}j∈Z îáðàçóåò ìàñøòàáíîå ðàçëîæåíèå. Îðòîãî-

íàëüíîå äîïîëíåíèå Wj ïîäïðîñòðàíñòâà Vj äî ïîäïðîñòðàíñòâà Vj+1 íàçûâàåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì âåéâëåò:

Vj+1 = Vj ⊕Wj. (16)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ

Vj+1 =

j⊕
i=−∞

Wi.

Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ Wj ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå L2:

cl
∞⊕

i=−∞
Wi = L2.

Ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà L2 â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ Wj íàçûâàåòñÿ âåé-
âëåòíûì ðàçëîæåíèåì.

Ïîñêîëüêó Vj ⊂ Vj+1, ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
L2, âçÿâ çà îñíîâó áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà V0 è äîñòðàèâàÿ åãî ïîñëåäîâàòåëüíî äî îð-
òîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâ Vj (j = 1, 2, . . .). Â V0 èìååòñÿ îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ âèäà {ϕ(t − k)}k∈Z . Ïîäïðîñòðàíñòâî V1 îáëàäàåò ñäâèãîâîé ñòðóêòóðîé:
ïîëóöåëûå ñäâèãè ôóíêöèé èç V1 íå âûâîäÿò çà ïðåäåëû V1. Ïîïûòàåìñÿ äîïîëíèòü îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ϕ(t − k)}k∈Z ïîäïðîñòðàíñòâà V0 ⊂ V1 äî îðòîíîðìèðîâàííîãî
áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà V1, äîáàâëÿÿ ê íåìó ôóíêöèè âèäà {ψ(t−k)}k∈Z . Â ñëó÷àå óñïåõà
ñåìåéñòâî ôóíêöèé {ψ(t−k)}k∈Z îêàæåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà
W0, à ñåìåéñòâî {ϕ(t− k)} ∪ {ψ(t− k)} äàñò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà
V1. Â ýòîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî ôóíêöèé

ψj
k(t) = 2j/2ψ(2jt− k)

ïðè k ∈ Z îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Wj, à èç âåéâëåòíîãî
ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà L2 ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {ψj

k(t)}j,k∈Z äàåò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L2, íàçûâàåìûé âåéâëåòíûì áàçèñîì.
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Èç âêëþ÷åíèÿ ψ(t) ∈ W0 ⊂ V1 ñðàçó ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ðàçëîæèòü ôóíêöèþ ψ(s)
ïî ýëåìåíòàì ñåìåéñòâà {ϕ(2t− k)}k∈Z :

ψ(t) =
∑

k

dkϕ(2t− k). (17)

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (17) â óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñåìåéñòâà {ψ(t − k)}k∈Z ,
ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

∑
i

did
∗
i+2k = 2δk. (18)

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:
∑

k∈Z

|dk|2 = 2. (19)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âçàèìíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñåìåéñòâ {ϕ(t−k)} è {ψ(t−k)} ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

∑
i

cid
∗
i+2k = 0. (20)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëåãêî óêàçàòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ dk òàê, ÷òî óñëî-
âèÿ (18) è (20) îêàæóòñÿ âûïîëíåííûìè àâòîìàòè÷åñêè:

dk = (−1)kc∗1−k. (21)

Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (18) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:
∑

i

did
∗
i+2k =

∑
i

(−1)ic∗1−i(−1)i+2kc1−j−2k =
∑

i

c∗1−ic1−j−2k =
∑

s

c∗scs−2k = 2δk.

Ðàâåíñòâî (20) ïðåîáðàçóåì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:
∑

i

cid
∗
i+2k =

∑
i

ci(−1)i+2kc1−i−2k =
∑

i

(−1)icic1−i−2k.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó êàæäîìó ñëàãàåìîìó
(−1)scsc1−s−2k ñîîòâåòñòâóåò ïðè i = 1 − s − 2k ñëàãàåìîå (−1)1−s−2kc1−s−2kcs, èìåþùåå
ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê, ïðè÷åì ïðè âñåõ i âûïîëíåíî óñëîâèå 1− i− 2k 6= i.
Ïðèìåð. Ôîðìóëà (17) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå èòå-
ðàöèîííûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè ψ(t). Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíà
âåéâëåòà Äîáåøè, çíà÷åíèÿ êîòîðîé âû÷èñëåíû òàêèì ñïîñîáîì.

3.5. Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ïî âåéâëåòíîìó áàçèñó
Îïèøåì ñíà÷àëà îáùóþ ñõåìó àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà ïî âåéâëåòíîìó áàçèñó.

Ïðè ðàçëîæåíèè ñèãíàëà x(t) ïî çàäàííîìó âåéâëåòíîìó áàçèñó â ïåðâóþ î÷åðåäü èñõîä-
íûé ñèãíàë ïîìåùàþò â îäíî èç ïîäïðîñòðàíñòâ Vj ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî îïåðàòîðà
ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ââèäó ìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû ïîäïðîñòðàíñòâ Vj ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
ñëó÷àåì ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèãíàëà íà ïîäïðîñòðàíñòâî V0. Ïóñòü x̄(t) � ïðîåêöèÿ ñèãíàëà
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-1.0 0.0 1.0

Ðèñ. 4. Âåéâëåòà Äîáåøè

x(t) íà ïîäïðîñòðàíñòâî V0. Ïîäïðîñòðàíñòâî V0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå îðòî-
ãîíàëüíîé ñóììû

V0 = V−1 ⊕W−1.

Âõîäÿùåå â ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâî V−1 òàêæå ïðåäñòàâèìî â âèäå îðòîãî-
íàëüíîé ñóììû:

V−1 = V−2 ⊕W−2,

ñëåäîâàòåëüíî,
V0 = V−2 ⊕W−2 ⊕W−1.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì íà m-ì øàãå ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

V0 = V−m ⊕W−m ⊕W−(m−1) ⊕ . . .⊕W−1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàçëîæåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà V0 ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùåé
ñõåìîé:

V0 −→ V−1 −→ V−2 −→ . . . −→ V−m

↘ ↘ ↘ ↘
W−1 W−2 W−m

Ââåäåì îïåðàòîð Pj, ïðîèçâîäÿùèé îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Vj, è îïåðàòîð Qj, ïðîèçâîäÿùèé îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâî
Wj. Ïðîåêöèÿ x̄(t) ñèãíàëà íà ïîäïðîñòðàíñòâî V0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

x̄(t) = P−1x̄(t) + Q−1x̄(t).

Ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ P−1x(t) ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå V−1, äëÿ íåå ìû ñíîâà ìîæåì çà-
ïèñàòü àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå:

P−1x̄(t) = P−2x̄(t) + Q−2x̄(t),

÷òî äàåò äëÿ èñõîäíîé ïðîåêöèè x̄(t) ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:

x̄(t) = P−2x̄(t) + Q−2x̄(t) + Q−1x̄(t).

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïðîåêòèðîâàíèÿ, íà m-ì øàãå ïîëó÷èì:

x̄(t) = P−mx̄(t) + Q−mx̄(t) + Q−(m−1)x̄(t) + . . . + Q−1x̄(t).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäó-
þùåé ñõåìîé:

x̄(t) −→ P−1x̄(t) −→ P−2x̄(t) −→ . . . −→ P−mx̄(t)
↘ ↘ ↘ ↘

Q−1x̄(t) Q−2x̄(t) Q−mx̄(t)

Ïðîåêöèÿ P−mx̄(t) ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå V−m, à ïðîåêöèÿ Q−jx̄(t) � â ïîäïðî-
ñòðàíñòâå W−j, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íèõ ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ ïî
ýëåìåíòàì åñòåñòâåííîãî áàçèñà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ:

P−jx̄(t) =
∑

k

gj
kϕ

−j
k (t),

Q−jx̄(t) =
∑

k

hj
kψ

−j
k (t).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèÿ x̄(t) îêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

x̄(t) =
∑

k

gm
k ϕ−m

k (t) +
∑

k

hm
k ψ−m

k (t) + . . . +
∑

k

h1
kψ

−1
k (t) =

=
∑

k

gm
k ϕ−m

k (t) +
m∑

j=1

∑

k

hj
kψ

−j
k (t).

Ïîëó÷èì òåïåðü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ gj
k è hj

k âåéâëåòíîãî
ðàçëîæåíèÿ ïî ñèãíàëó x(t). Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàì íóæíî êîíêðåòèçèðîâàòü ïðîöåäó-
ðó ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèãíàëà x(t) íà ïîäïðîñòðàíñòâî V0. Ýëåìåíòîì ïîäïðîñòðàíñòâà V0,
ïðèáëèæàþùèì ñèãíàë x(t) íàèëó÷øèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x̄(t)
ñèãíàëà x(t) íà ïîäïðîñòðàíñòâî V0. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x̄(t) ∈ V0 ìîæåò áûòü ðàç-
ëîæåíà ïî åñòåñòâåííîìó áàçèñó ïîäïðîñòðàíñòâà V0:

x̄(t) =
∑

k

g0
kϕ(t− k),

ãäå
g0

k =

∫ ∞

−∞
x(t)ϕ∗(t− k)dt.

Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå ñèãíàëà íà ïîäïðîñòðàíñòâî V0 òðåáóåò
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî âåñüìà ñëîæíî ðåàëèçîâàòü, äàæå åñëè ñèãíàë
x(t) êàêèì-òî îáðàçîì çàäàí ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà t. Íàì æå îáû÷íî èçâåñòíà
ëèøü äèñêðåòèçàöèÿ ñèãíàëà x(t) è êîððåêòíî ïðîèçâåñòè îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïóñòü ñèãíàë x(t) çàäàí ñâîåé äèñêðåòèçàöèåé xk = x(kτ),
ïðè τ = 1. Ñàìûì ïðîñòûì è íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ âûáîð
îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ, äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó g0

k = xk:

x̄(t) =
∑

k

xkϕ
0
k(t).

Ïîïàðíàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèé ϕ(t− k) ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü îòñ÷åòû xk ïî ïðî-
åêöèè x̄(t), ò. å. ââåäåííûé íàìè îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ îáðàòèì.
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Êàæäûé øàã àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà ïî âåéâëåòíîìó áàçèñó ñîñòîèò â ïåðåõîäå
îò ïðîåêöèè P−(j−1)x̄(t) ∈ V−(j−1) ê ïðîåêöèÿì P−jx̄(t) ∈ V−j è Q−jx̄(t) ∈ W−j. Òàêîé
ïåðåõîä ðàâíîñèëåí ïåðåõîäó îò íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ gj−1

k ê íàáîðàì gj
k è hj

k:∑

k

gj−1
k ϕ

−(j−1)
k (t) =

∑

k

gj
kϕ

−j
k (t) +

∑

k

hj
kψ

−j
k (t). (22)

Ïåðâûé øàã àëãîðèòìà òàêæå óêëàäûâàåòñÿ â ýòó ñõåìó, ïîñêîëüêó P0x̄(t) = x̄(t) ∈ V−j.
Ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕ−j

k (t)} ∪ {ψ−j
k (t)} îðòîíîðìèðîâàíà, ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû gj

k è hj
k

óäàåòñÿ âû÷èñëèòü:

gj
n =

∑

k

gj−1
k

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ϕ−j

n (t)∗dt,

hj
n =

∑

k

gj−1
k

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ψ−j

n (t)∗dt.

(23)

Óðàâíåíèå óäâîåíèÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó áàçèñàìè ïðîñòðàíñòâ V0 è V1. Ìàñ-
øòàáíàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâ Vj ïîçâîëÿåò çàïèñàòü àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ áà-
çèñîâ ïðîñòðàíñòâ V−j è V−(j−1):

ϕ−j
n (t) = 2−j/2ϕ(2−jt− n) = 2−j/2

∑
p

cpϕ(2−(j−1)t− 2n− p) =

= 2−1/2
∑

p

cp2
−(j−1)/2ϕ(2−(j−1)t− (2n + p)) = 2−1/2

∑
p

cpϕ
−(j−1)
2n+p (t). (24)

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî âûïèñàòü è äëÿ ôóíêöèé ψ−j
n (t):

ψ−j
n (t) = 2−j/2ψ(2−jt− n) = 2−j/2

∑
p

dpϕ(2−(j−1)t− 2n− p) =

= 2−1/2
∑

p

dp2
−(j−1)/2ϕ(2−(j−1)t− (2n + p)) = 2−1/2

∑
p

dpϕ
−(j−1)
2n+p (t). (25)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ â ôîð-
ìóëàõ (23):

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ϕ−j

n (t)∗dt = 2−1/2
∑

p

c∗p

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ϕ

−(j−1)
2n+p (t)∗dt = 2−1/2c∗k−2n,

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ψ−j

n (t)∗dt = 2−1/2
∑

p

d∗p

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
k (t)ϕ

−(j−1)
2n+p (t)∗dt = 2−1/2d∗k−2n.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

gj
n = 2−1/2

∑

k

c∗k−2ng
j−1
k ,

hj
n = 2−1/2

∑

k

d∗k−2ng
j−1
k .

(26)

Ýòè ôîðìóëû ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåé áîëåå óäîáíîé äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìå:

gj
n = 2−1/2

∑

k

c∗kg
j−1
k+2n,

hj
n = 2−1/2

∑

k

d∗kg
j−1
k+2n.

(27)
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Ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàòü ñëåäóþùåé ñõåìîé:

g0
n −→ g1

n −→ g2
n −→ . . . −→ gm

n

↘ ↘ ↘ ↘
h1

n h2
n hm

n

Ïîëó÷èì òåïåðü ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âîññòàíîâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ïî êî-
ýôôèöèåíòàì gm

k , hj
k (j = 1, . . . ,m) âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ. Ñíîâà îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëå

(22). Çàìå÷àÿ, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕ−(j−1)
k (t)} îðòîíîðìèðîâàíà, èìååì

gj−1
n =

∑

k

gj
k

∫ ∞

−∞
ϕ−j

k (t)ϕ−(j−1)
n (t)∗dt +

∑

k

hj
k

∫ ∞

−∞
ψ−j

k (t)ϕ−(j−1)
n (t)∗dt.

Èíòåãðàëû â ýòîé ôîðìóëå òàêæå ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (24) è (25):
∫ ∞

−∞
ϕ−j

k (t)ϕ−(j−1)
n (t)∗dt = 2−1/2

∑
p

cp

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
2k+p (t)ϕ−(j−1)

n (t)∗dt = 2−1/2cn−2k,

∫ ∞

−∞
ψ−j

k (t)ϕ−(j−1)
n (t)∗dt = 2−1/2

∑
p

dp

∫ ∞

−∞
ϕ
−(j−1)
2k+p (t)ϕ−(j−1)

n (t)∗dt = 2−1/2dn−2k.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ ïî êîýôôèöèåíòàì gj
k è hj

k ïîëó÷èòü
êîýôôèöèåíòû gj−1

k

gj−1
n = 2−1/2

∑

k

gj
kcn−2k + 2−1/2

∑

k

hj
kdn−2k. (28)

Âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùåé
ñõåìîé:

gm
k −→ gm−1

k −→ . . . −→ g2
k −→ g1

k −→ xk

↗ ↗ ↗ ↗ ↗
hm

k hm−1
k h2

k h1
k

Àëãîðèòì âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ äèñêðåòíîãî ñèãíàëà íàçûâàåòñÿ êàñêàäíûì, ïî-
ñêîëüêó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ gj

k è hj
k íóæíî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü gj−1

k . Àíàëî-
ãè÷íî óñòðîåí àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ïî êîýôôèöèåíòàì gm

k , hj
k (j = 1, . . . ,m).

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ è àëãîðèòì âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ñèãíàëà ïî êîýôôèöèåíòàì âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
ïðÿìûì è îáðàòíûì áûñòðûì âåéâëåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (fast wavelet transform).

Ïóñòü ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ ck èìååòñÿ L îòëè÷íûõ îò íóëÿ, à èñõîäíûé ñèãíàë ñî-
äåðæèò N îòñ÷åòîâ. Ïðè âû÷èñëåíèè êàæäîãî êîýôôèöèåíòà âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ
íóæíî ïðîèçâåñòè L óìíîæåíèé. Íà ïåðâîì øàãå âû÷èñëÿåòñÿ N êîýôôèöèåíòîâ âåéâëåò-
íîãî ðàçëîæåíèÿ. Íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåìûõ êîýôôèöèåíòîâ
óìåíüøàåòñÿ âäâîå. Åñëè ïðîèçâîäèòñÿ m øàãîâ àëãîðèòìà âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ, òî
ñóììàðíîå ÷èñëî âû÷èñëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî 2N − N/2m−1. Ìîæíî åùå ó÷åñòü,
÷òî íà ïîñëåäíåì øàãå íåò íóæäû âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû gm

k è ñíèçèòü ÷èñëî âû÷èñëÿ-
åìûõ êîýôôèöèåíòîâ äî 2N −N/2m−1−N/2m = 2N −3N/2m. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñóììàðíîå
êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåìûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî O(N) è ÷èñëî âûïîëíÿåìûõ îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ åñòü O(LN). Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà èìååò ìåñòî äëÿ àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ
èñõîäíîãî ñèãíàëà.
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3.6. Ñõåìà ñóáïîëîñíîé ôèëüòðàöèè
Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïîëó÷åííûå ôîðìóëû â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè è âûÿñ-

íèì ñìûñë âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè öèôðîâûõ ôèëüòðîâ.
Ïåðåïèøåì ôîðìóëû (26), ðåàëèçóþùèå âåéâëåòíîå ðàçëîæåíèå ñèãíàëà, ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
ḡj

n = 2−1/2
∑

k

c∗k−ng
j−1
k ,

h̄j
n = 2−1/2

∑

k

d∗k−ng
j−1
k ,

gj
n = ḡj

2n,

hj
n = h̄j

2n.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî î÷åðåäíîé óðîâåíü âåéâëåòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì
ñâåðòêè êîýôôèöèåíòîâ ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ ñ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ8 ñ ïî-
ñëåäóþùèì ïðîðåæèâàíèåì ïîëó÷åííîãî ñèãíàëà.

Âû÷èñëèì ñïåêòð Ḡj(f) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ḡj
n:

Ḡj(f) =
∑

n

ḡj
n exp(−i2πfn) = 2−1/2

∑
n

∑

k

c∗k−ng
j−1
k exp(−i2πfn) =

= 2−1/2
∑

k

gj−1
k

∑
p

c∗p exp[−i2πf(k − p)] =

= 2−1/2
∑

k

gj−1
k exp(−i2πfk)

∑
p

c∗p exp(i2πfp) = 21/2Gj−1(f)C(f)∗.

Çäåñü âûïîëíåíà çàìåíà p = k − n. Äëÿ ñïåêòðà Gj(f) ïðîðåæåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
gj

n ïîëó÷àåì:

Gj(f) =
∑

n

gj
n exp(−i2πfn) =

∑
n

ḡj
2n exp(−i2πfn) =

=
1

2

[∑
n

ḡj
n exp[−i2π(f/2)n] +

∑
n

ḡj
n exp[−i2π(f/2 + 1/2)n]

]
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

Gj(f) =
1

2

[
Ḡj(f/2) + Ḡj(f/2 + 1/2)

]
=

= 21/2
[
Gj−1(f/2)C(f/2)∗ + Gj−1(f/2 + 1/2)C(f/2 + 1/2)∗

]
.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h̄j
n ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó:

H̄j(f) =
∑

n

h̄j
n exp(−i2πfn) = 2−1/2

∑
n

∑

k

d∗k−ngj−1
k exp(−i2πfn) =

= 2−1/2
∑

k

gj−1
k

∑
p

d∗p exp[−i2πf(k − p)] =

= 2−1/2
∑

k

gj−1
k exp(−i2πfk)

∑
p

d∗p exp[i2πfp] =

= 21/2Gj−1(f)D(f)∗,

8Âûïèñàííûå ôîðìóëû îòëè÷àþòñÿ îò ôîðìóë äëÿ ñâåðòêè çíàêîì èíäåêñà ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ck−n.
Ñòîãî ãîâîðÿ, çäåñü ïðîèñõîäèò ñâåðòêà ñ 2−1/2c∗−k è ïîñëåäóþùåå çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ïîëó÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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ãäå ñäåëàíà çàìåíà p = k − n è èñïîëüçîâàíî íîâîå îáîçíà÷åíèå:

D(f) =
1

2

∑

k

dk exp[−i2πfk].

Âû÷èñëèì òåïåðü ñïåêòð D(f):

D(f) =
1

2

∑

k

dk exp(−i2πfk) =
1

2

∑

k

(−1)kc∗1−k exp(−i2πfk) =

= −1

2

∑

k

(−1)1−kc∗1−k exp(−i2πfk) = −1

2

∑
p

(−1)pc∗p exp[−i2πf(1− p)] =

= −1

2
exp(−i2πf)

∑
p

(−1)pc∗p exp[i2πfp] =

= −1

2
exp(−i2πf)

∑
p

c∗p exp[i2π(f + 1/2)p] = − exp(−i2πf)C(f + 1/2)∗.

Çäåñü ïðîèçâåäåíà çàìåíà p = 1 − k è èñïîëüçîâàíî òîæäåñòâî (−1)p = exp[i2π(p/2)].
Îêîí÷àòåëüíî èìååì:

H̄j(f) = 21/2Gj−1(f)D(f)∗ = −21/2 exp(i2πf)Gj−1(f)C(f + 1/2)

Ñïåêòð Hj(f) ïðîðåæåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hj
n âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óæå èñïîëü-

çîâàííîãî âûøå ïðèåìà:

Hj(f) =
1

2

[
H̄j(f/2) + H̄j(f/2 + 1/2)

]
=

= −2−1/2 exp(iπf)
[
Gj−1(f/2)C(f/2 + 1/2)−Gj−1(f/2 + 1/2)C(f/2)

]
.

Ïåðåâåäåì òåïåðü â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü ôîðìóëó (28), ðåàëèçóþùóþ âîññòàíîâëå-
íèå ñèãíàëà ïî âåéâëåòíûì êîýôôèöèåíòàì:

Gj−1(f) =

= 2−1/2
∑

n

∑

k

gj
kcn−2k exp(−i2πfn) + 2−1/2

∑
n

∑

k

hj
kdn−2k exp(−i2πfn) =

= 2−1/2
∑

k

gj
k

∑
p

cp exp[−i2πf(p + 2k)] + 2−1/2
∑

k

hj
k

∑
p

dp exp[−i2πf(p + 2k)] =

= 2−1/2
∑

k

gj
k exp(−i2π(2f)k)

∑
p

cp exp[−i2πfp]+

+ 2−1/2
∑

k

hj
k exp(−i2π(2f)k)

∑
p

dp exp[−i2πfp] =

= 21/2Gj(2f)C(f) + 21/2Hj(2f)D(f).

Çäåñü ïðîèçâåäåíà çàìåíà p = n−2k. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dk, ïîëó÷èì:

Gj−1(f) = 21/2
[
Gj(2f)C(f)− exp(−i2πf)Hj(2f)C(f + 1/2)∗

]
.
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Ðèñ. 5. Ñõåìà àëãîðèòìà âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ

Âûïèøåì òåïåðü âñå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû, ðåàëèçóþùèå êàñêàäíûé àëãîðèòì â ñïåê-
òðàëüíîé îáëàñòè:

Ḡj(f) = 21/2Gj−1(f)C(f)∗, (29)

Gj(f) = 21/2

[
Gj−1

(
f

2

)
C

(
f

2

)∗
+ Gj−1

(
f

2
+

1

2

)
C

(
f

2
+

1

2

)∗]
, (30)

H̄j(f) = −21/2 exp(i2πf)Gj−1(f)C

(
f +

1

2

)
, (31)

Hj(f) = −2−1/2 exp(iπf)

[
Gj−1

(
f

2

)
C

(
f

2
+

1

2

)
−Gj−1

(
f

2
+

1

2

)
C

(
f

2

)]
, (32)

Gj−1(f) = 21/2

[
Gj(2f)C(f)− exp(−i2πf)Hj(2f)C

(
f +

1

2

)∗]
. (33)

Ôèëüòð, çàäàííûé ôîðìóëîé (29), âûäåëÿåò èç èñõîäíîãî ñèãíàëà íèçêèå (|f | < 1/2) ÷à-
ñòîòû. Â ñèãíàëå, îòôèëüòðîâàííîì ñ ïîìîùüþ ÔÍ×, îòñóòñòâóþò âûñîêèå ÷àñòîòû è
åãî ìîæíî ïðîðåäèòü âäâîå, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé (30). Ôèëüòð (31) âûäåëÿåò èç
èñõîäíîãî ñèãíàëà âûñîêèå (|f | > 1/2) ÷àñòîòû. Ýòîò ôèëüòð ðåàëèçîâàí ïóòåì ñäâèãà
íà 1/2 ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà íèçêèõ ÷àñòîò. Îòôèëüòðîâàííûé ñèãíàë íå
ñîäåðæèò íèçêèõ ÷àñòîò è åãî òîæå ìîæíî ïðîðåäèòü, ñäâèíóâ âûñîêèå ÷àñòîòû íà îñâîáî-
äèâøååñÿ ìåñòî. Ýòîò ñäâèã ðåàëèçîâàí ôîðìóëîé (32). Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûé ñèãíàë
îêàçàëñÿ ïðåäñòàâëåí äâóìÿ ñèãíàëàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î
ñâîåé ïîëîâèíêå ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà. Ôîðìóëà (33) ïîêàçûâàåò, êàê ïðè îáðàòíîì ïðå-
îáðàçîâàíèè ÷àñòîòíûå ïîääèàïàçîíû ðàññòàâëÿþòñÿ ïî ñâîèì ìåñòàì. Îïèñàííàÿ ñõåìà
íàçûâàåòñÿ ñóáïîëîñíîé ôèëüòðàöèåé (subband �ltering scheme).

Â çàêëþ÷åíèå ïîêàæåì ïîëåçíûé èíòóèòèâíûé ñïîñîá ïîíèìàíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ñìûñ-
ëà ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà L2 â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ Wj. Ïóñòü ñïåêòð
ôóíêöèè ϕ(t) ëîêàëèçîâàí íà îòðåçêå |f | < f0. Òîãäà ñïåêòð ôóíêöèè ϕj(t) = ϕ(2jt) ëî-
êàëèçîâàí íà îòðåçêå |f | < 2jf0. Òàêèì îáðàçîì, ïîäïðîñòðàíñòâà Vj ñîäåðæàò ôóíêöèè ñ
ëîêàëèçîâàííûì ñïåêòðîì, ïðè÷åì äëèíà îòðåçêà ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà ðàñòåò ñ ðîñòîì
èíäåêñà j. Â ýòîì ñëó÷àå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå Wj ïðîñòðàíñòâà Vj äî ïðîñòðàíñòâà
Vj+1 ñîäåðæèò ôóíêöèè, ñïåêòð êîòîðûõ ëîêàëèçîâàí íà îòðåçêå 2jf0 < |f | < 2j+1f0.

3.7. Âåéâëåòíûå ïàêåòû
Â ýòîì ðàçäåëå ìû êðàòêî îïèøåì èäåþ äàëåêî èäóùåãî îáîáùåíèÿ ñõåìû âåéâëåò-

íîãî ðàçëîæåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî Êîéôìàíîì è íàçâàííîãî èì âåéâëåòíûìè ïàêåòàìè
(wavelet packets).
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Ðèñ. 6. Ðàçáèåíèå ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà â ñëó÷àå âåéâëåòíîãî ñïåêòðà
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Ðèñ. 7. Ñõåìà ôîðìèðîâàíèÿ áèáëèîòåêè âåéâëåòíûõ ïàêåòîâ

Çäåñü íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ, ñâÿçàííóþ ñî ñõåìîé ñóáïîëîñ-
íîé ôèëüòðàöèè. Ïóñòü îïåðàòîðû LP[·] è HP[·] îñóùåñòâëÿþò ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà
gj

k â ñèãíàëû gj+1
k è hj+1

k ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñõåìó òðàäèöèîííîãî âåé-
âëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîëó÷åííûé íà j-ì øàãå ñèãíàë gj+1

k , íåñóùèé èíôîðìàöèþ î
íèçêèõ ÷àñòîòàõ, ñíîâà îáðàáàòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðû ôèëüòðîâ LP[·] è HP[·], à âûñî-
êî÷àñòîòíûé ñèãíàë hj+1

k ïîìåùàåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèé ìàñøòàáíûé óðîâåíü âûõîäíî-
ãî âåéâëåòíîãî ñïåêòðà. Íà ðèñóíêå 5 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî
ñèãíàëà ïðè ïîëó÷åíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìàñøòàáíûõ óðîâíåé âåéâëåòíîãî ñïåêòðà. ×à-
ñòî òàêàÿ ñõåìà îáðàáîòêè îêàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîé, ïîñêîëüêó îáû÷íî âûñîêî÷àñòîò-
íàÿ ÷àñòü ñèãíàëà ìåíåå èíôîðìàòèâíà, ÷åì íèçêî÷àñòîòíàÿ è íå òðåáóåò äàëüíåéøåé
ñïåêòðàëüíîé äåòàëèçàöèè. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì
ðàçáèåíèå ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà, ïîêàçàííîå íà ðèñóíêå 6 (òàêîå ðàçáèåíèå ÷àñòîòíîãî
äèàïàçîíà âîçíèêàåò ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïÿòè øàãîâ âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ).

Â òî æå âðåìÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñèòóàöèþ, êîãäà âûñîêî÷àñòîòíûé ñèãíàë hj+1
k

îáëàäàåò íå ìåíåå áîãàòûì ñïåêòðàëüíûì ñîñòàâîì, ÷åì íèçêî÷àñòîòíûé ñèãíàë gj+1
k . Â

ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëó÷øåé äåòàëèçàöèè ñïåêòðà ñèãíàëà hj+1
k åãî ìîæíî òàêæå

îáðàáîòàòü ñ ïîìîùüþ ôèëüòðîâ LP[·] è HP[·]. Â ðåçóëüòàòå òàêîé îáðàáîòêè ÷àñòîòíûé
äèàïàçîí, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèãíàëó hj+1

k , áóäåò ðàçáèò íà äâà ïîääèàïàçîíà. Åñëè äîâå-
ñòè òàêóþ ñõåìó îáðàáîòêè äî ëîãè÷åñêîãî çàâåðøåíèÿ, òî êàæäûé ñèãíàë hj+1

k îêàæåòñÿ
ðàçëîæåííûì íà äâà ñèãíàëà è ìû ïîëó÷èì ïîëíîå áèíàðíîå äåðåâî, êîòîðîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå èñõîäíîãî ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà. Ðèñóíîê 7 èëëþñòðèðóåò
îïèñàííóþ ñõåìó ðàçëîæåíèÿ. Çäåñü ââåäåíû íîâûå îáîçíà÷åíèÿ: x0

k � èñõîäíûé ñèãíàë,
x2j+1

k = LP[xj
k], x

2j+2
k = HP[xj

k]. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñèãíàëîâ xj
k, ïðè 0 6 j < 2m+1−1, ãäå m

� ÷èñëî øàãîâ âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ, íàçûâàåòñÿ áèáëèîòåêîé âåéâëåòíûõ ïàêåòîâ.
Ðàññìîòðèì ñâÿçíîå ïîääåðåâî ââåäåííîãî âûøå ïîëíîãî áèíàðíîãî äåðåâà, âêëþ÷àþùåå
åãî êîðåíü è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äâà ðåáðà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåð-
øèíû îäíîâðåìåííî ëèáî âêëþ÷àþòñÿ â ïîääåðåâî, ëèáî íåò. Ñîâîêóïíîñòü ñèãíàëîâ xj

k,
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Ðèñ. 8. Ïîääåðåâî, çàäàþùåå âåéâëåòíûé ïàêåò

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Ðèñ. 9. Ðàçáèåíèå ÷àñòîò, ïîðîæäåííîå âåéâëåòíûì ïàêåòîì

ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì òàêîãî ïîääåðåâà, íàçûâàåòñÿ âåéâëåòíûì ïàêåòîì ñèãíàëà
x0

k. Ïàêåòíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (packet wavelet transform) ïðåîáðàçóåò ñèãíàë
â ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ñèãíàëó âåéâëåòíûé ïàêåò. Äëÿ çàäàííîãî âåéâëåòíîãî áàçèñà
êàæäîìó äîïóñòèìîìó ïîääåðåâó ïîëíîãî áèíàðíîãî äåðåâà ãëóáèíû m ñîîòâåòñòâóåò íî-
âîå ïàêåòíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. ßñíî, ÷òî ëþáîé âåéâëåòíûé ïàêåò íåñåò âñþ
èíôîðìàöèþ î ñèãíàëå è ïî íåìó ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí èñõîäíûé ñèãíàë. Êàæäûé
âåéâëåòíûé ïàêåò ïîðîæäàåò íåêîòîðå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó
ïîäïðîñòðàíñòâ è ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ. Ìû íå áóäåì çäåñü çàíèìàòüñÿ ýòèìè âîïðîñà-
ìè.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, 4 øàãà âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ, ôîðìèðóþùèå âåéâëåòíûé
ïàêåò

{x0
k, x

1
k, x

2
k, x

3
k, x

4
k, x

5
k, x

6
k, x

11
k , x12

k , x23
k , x24

k }.
Òàêîìó ïàêåòó ñîîòâåòñòâóåò ïîääåðåâî, ïîêàçàííîå íà ðèñóíêå 8, è ðàçáèåíèå ÷àñòîòíîãî
äèàïàçîíà, ïîêàçàííîå íà ðèñóíêå 9.

Ïàêåòíîå âåéâëåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò íàì áîëüøóþ ñâîáîäó â âûáîðå áàçèñà. Â
êàæäîé çàäà÷å ìîæåò áûòü âûáðàí íàèáîëåå îïòèìàëüíûé áàçèñ, ïîðîæäåííûé çàäàí-
íûì âåéâëåòíûì áàçèñîì è äîïóñòèìûì ïîääåðåâîì, ãåíåðèðóþùèì âåéâëåòíûé ïàêåò.
Èçâåñòåí ïðîñòîé àäàïòèâíûé àëãîðèòì âûáîðà îïòèìàëüíîãî âåéâëåòíîãî ïàêåòà. Â ýòîì
àëãîðèòìå êðèòåðèåì êà÷åñòâà âåéâëåòíîãî ïàêåòà ïðåäëàãàåòñÿ ñ÷èòàòü ýíòðîïèþ ñèã-
íàëà îòíîñèòåëüíî âåéâëåòíîãî ïàêåòà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E = −
∑

j,k

|xj
k| log |xj

k|.

Ýíòðîïèÿ ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ, åñëè ýíåðãèÿ ñèãíàëà îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíî
¾ðàçìàçàíà¿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì. Ìàëûì çíà÷åíèÿì ýíòðîïèè ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé
ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè ñèãíàëà íà íåáîëüøîì ïîäìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ áàçèñà. Â ýòîì ñëó-
÷àå ãîâîðÿò, ÷òî áàçèñ õîðîøî ñîãëàñîâàí ñ ñèãíàëîì. Àëãîðèòì ôîðìèðîâàíèÿ ïîääåðåâà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå âåéâëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ êàæäîãî ñèãíàëà xj

k ïðî-
èçâîäèòñÿ ïðîáíîå ðàçëîæåíèå íà ñèãíàëû x2j+1 è x2j+2, ïîñëå ÷åãî ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâ-
íåíèå ýíòðîïèé äëÿ ñòàðîãî è íîâîãî ïàêåòîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðà áèíàðíîãî äåðåâà
âêëþ÷àþòñÿ â ïîääåðåâî, åñëè ïðîáíîå ðàçëîæåíèå ïðèâåëî ê óìåíüøåíèþ ýíòðîïèè.
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