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Ââåäåíèå

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñîâðåìåííîé àëãåáðû ñîñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì, ò. å. ìíîæåñòâ ñ îïåðàöèÿìè. Â äàííîì ïîñîáèè îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî çà-
ìêíóòîñòè èçëîæåíèÿ è åäèíîìó ïîäõîäó ê èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ýòî ïîçâîëèò âñþäó, ãäå âîçìîæíî, äîáèòüñÿ ìàêñèìàëüíîé ïðåäñêàçóåìîñòè ðàçâèòèÿ
ñþæåòà. Ïîñîáèå íàïèñàíî ñ öåëüþ ñäåëàòü èçó÷åíèå àëãåáðû ïî âîçìîæíîñòè ïðîñòûì,
à å¼ ðåçóëüòàòû � êàê ìîæíî áîëåå åñòåñòâåííûìè è èíòóèòèâíî ïðèåìëåìûìè.

×èòàòåëþ ïîëåçíî âíèìàòåëüíî ðàçáèðàòü äîêàçàòåëüñòâà âñåõ óòâåðæäåíèé: â íèõ
ðàññòàâëåíû àêöåíòû, ïîìîãàþùèå ïîíÿòü ïðè÷èíû òåõ èëè èíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ÿâ-
ëåíèé. Ïðèìåðû, êðîìå èëëþñòðàòèâíîé ôóíêöèè, íåñóò åù¼ ýâðèñòè÷åñêóþ íàãðóçêó,
÷àñòî ïðåäâàðÿÿ ââåäåíèå íîâûõ ïîíÿòèé èëè ôîðìóëèðîâêó äîñòàòî÷íî îáùèõ ðåçóëü-
òàòîâ. Êàê ïðàâèëî, ïðèìåðû âûáðàíû î÷åíü ïðîñòûìè è ìàêñèìàëüíî ïðîçðà÷íûìè.
Íåêîòîðûå èç ïðèìåðîâ ñîäåðæàò ïðîïóñêè ôðàãìåíòîâ, îñòàâëåííûõ ÷èòàòåëþ äëÿ ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé ïðîðàáîòêè. Ýòè ïðîïóñêè íåòðóäíî çàïîëíèòü, èñïîëüçóÿ ïðè¼ìû ðàñ-
ñóæäåíèé èç ïðåäøåñòâóþùåãî òåêñòà. Óïðàæíåíèÿ, âêëþ÷¼ííûå â òåêñò, î÷åíü ë¼ãêèå.
Èõ ðåøåíèå ïðèçâàíî ïîêàçàòü òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâ â àëãåáðå è äàòü íåîáõîäèìûé íà-
âûê âåäåíèÿ ðàññóæäåíèé íà äîñòàòî÷íîì óðîâíå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòè. Ïðè¼ìû,
äåìîíñòðèðóåìûå â äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé (òåîðåì, ïðåäëîæåíèé, ëåìì), çàòåì
¾ðàáîòàþò¿ â óïðàæíåíèÿõ è âõîäÿò äàëåå â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíûõ øàãîâ â ïîñëåäóùèå
ðàññóæäåíèÿ. Ïîýòîìó ðåøàòü óïðàæíåíèÿ è ðàçáèðàòü ïðèìåðû ïî ìåðå èõ ïîÿâëå-
íèÿ â òåêñòå ïîñîáèÿ î÷åíü ïîëåçíî: ýòî ñýêîíîìèò óñèëèÿ ïî èçó÷åíèþ ïîñëåäóþùåãî
ìàòåðèàëà. Ñòåïåíü ïîäðîáíîñòè èçëîæåíèÿ ðàññóæäåíèé ñíèæàåòñÿ ïðè ïðîäâèæåíèè
ê êîíöó êàæäîé ãëàâû. Ïîñîáèå ðàññ÷èòàíî íà àêòèâíîå ñîòðóäíè÷åñòâî ñî ñòîðîíû ÷èòà-
òåëÿ, õîòÿ òðóäíûõ (ïðåäïîëàãàþùèõ ïðèìåíåíèå íåîæèäàííûõ ïðè¼ìîâ, ëèáî ñëîæíûõ,
ëèáî òðóäî¼ìêèõ) çàäàíèé â ïîñîáèè íåò.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü ñâîáîäíî âëàäååò îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè ìíîãî-
÷ëåíîâ íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è îñíîâàìè òåîðèè âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ, à òàêæå âû÷èñëåíèÿìè â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë.

Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ìàòåðèàëà äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðèìåðîâ ìû áóäåì ÷àñòî èñ-
ïîëüçîâàòü íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ìíîæåñòâà, îáîçíà÷åíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òðàäè-
öèîííûìè. Ýòî

� N � íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , n, . . . ,

� N0 � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà 0, 1, 2, . . . , n, . . . .

� Z � öåëûå ÷èñëà,

� Q � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà,

� R � âåùåñòâåííûå (èëè äåéñòâèòåëüíûå) ÷èñëà,

� C � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

5



Â ïðîöåññå ðàáîòû áóäóò ââåäåíû è ïîäðîáíî îïèñàíû (âìåñòå ñ ¾æèâóùèìè¿ íà íèõ
ñòðóêòóðàìè) áëèçêèå ê íèì îáúåêòû, âîçìîæíî, â òîé èëè èíîé ìåðå óæå çíàêîìûå
÷èòàòåëþ:

� Z[i] � öåëûå ãàóññîâû ÷èñëà,

� Q[i] � ðàöèîíàëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà,

� H � êâàòåðíèîíû Ãàìèëüòîíà.

Òàêæå íàì íåîáõîäèìû êâàíòîðû:

� ∀ � êâàíòîð îáùíîñòè: ýòîò ñèìâîë èìååò çíà÷åíèå ¾äëÿ ëþáîãî¿,

� ∃ � êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ: ýòîò ñèìâîë èìååò çíà÷åíèå ¾ñóùåñòâóåò¿,

ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè:

� & (∧) � è (çíàê êîíúþíêöèè),

� ∨ � èëè (çíàê äèçúþíêöèè),

çíàêè èìïëèêàöèè ⇒, ⇐
è çíàê ýêâèâàëåíöèè ⇔.

Ïðèìåð 0.0.1. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ëîãè÷åñêîé ñèìâîëèêè.

Ôîðìóëà Ïðî÷òåíèå
A⇒ B èç A ñëåäóåò B (A âëå÷¼ò B)
A⇐ B èç B ñëåäóåò A (B âëå÷¼ò A)
A⇔ B A ýêâèâàëåíòíî B (A âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî B)
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Ãëàâà 1

Ìíîæåñòâà, îïåðàöèè, àðíîñòè

Ýòà ãëàâà íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð è ñîäåðæèò ñâåäåíèÿ, â îñíîâíîì èçâåñòíûå ÷è-
òàòåëþ. Îíè ïðèâåäåíû ñî ñïðàâî÷íûìè öåëÿìè, à òàêæå ñ öåëüþ ôèêñàöèè òåðìèíîâ
è îáîçíà÷åíèé.

1.1 Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ

1.1.1 Ïåðâûå ïîíÿòèÿ

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ
íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì ïðèçíàêîì. Ýòîò ïðèçíàê ïðèñóù îáúåêòàì, ïðèíàäëåæà-
ùèì ðàññìàòðèâàåìîìó ìíîæåñòâó, è íå ïðèñóù îáúåêòàì, íå ïðèíàäëåæàùèì åìó. Òà-
êîå ïîíèìàíèå ìíîæåñòâà âîñõîäèò ê îñíîâàòåëþ òåîðèè ìíîæåñòâ Ã. Êàíòîðó: ¾Ïîä
ìíîæåñòâîì ìû ïîíèìàåì îáúåäèíåíèå â îäíî öåëîå îïðåäåëåííûõ, âïîëíå ðàçëè÷èìûõ
îáúåêòîâ íàøåé èíòóèöèè èëè íàøåé ìûñëè¿.

Îáúåêò, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó, íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì ýòîãî ìíîæåñòâà. Ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâà çàãëàâíûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà A,B,C, . . . , X, Y, Z,
ýëåìåíòû � ñòðî÷íûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà a, b, c, . . . , x, y, z.

Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî ëþäåé
ñ ðûæèìè âîëîñàìè èëè ìíîæåñòâî àâòîìîáèëåé êðàñíîãî öâåòà â äàííîì ãîðîäå.

Ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà;
òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïóñòûì, è äëÿ íåãî èñïîëüçóþò ñèìâîë ∅. Çàïèñü X = ∅
îçíà÷àåò, ÷òî X � ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Îïèñûâàåìûé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ âñåõ äàëüíåé-
øèõ ïîñòðîåíèé, îäíàêî îí íåáåçóïðå÷åí ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè. Ýòî ïîçâîëÿåò óâèäåòü
ñëåäóþùèé
Ïàðàäîêñ Ðàññåëà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà çàäàíû îäíîâðåìåííî. Ïóñòü Q � ìíîæåñòâî âñåõ ìíî-
æåñòâ, íå ñîäåðæàùèõ ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà. Ñîäåðæèò ëèQ ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà?

Åñëè ýòî íå òàê (Q 6∈ Q), òî ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Q ïîëó÷èì Q ∈ Q � ïðîòè-
âîðå÷èå. Åñëè, íàîáîðîò, Q ∈ Q, òî ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Q áóäåì èìåòü Q 6∈ Q �
ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ¾íàèâíîãî¿ ïîäõîäà ê òåîðèè ìíîæåñòâ íåâîçìîæíî ñ÷èòàòü
âñå ìíîæåñòâà çàäàííûìè îäíîâðåìåííî.

Âûõîä èç äàííîé ñèòóàöèè âïîëíå åñòåñòâåíåí � ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîñòðîåíèå ìíî-
æåñòâ ðàçíûõ ¾óðîâíåé¿. Íà êàæäîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ äîñòóïíà ñîâîêóïíîñòü óæå ââå-
ä¼ííûõ â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâ, íà áàçå êîòîðûõ ôîðìèðóþòñÿ íîâûå ìíîæåñòâà.
Ïðè ýòîì íèêàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ íå ìîæåò áûòü ýëåìåíòîì ñåáÿ ñàìîé. Òî÷-
íîå îïèñàíèå ýòîé êîíñòðóêöèè ïðîâîäèòñÿ â ïîäðîáíûõ êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè
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è âûõîäèò äàëåêî çà ðàìêè äàííîãî ïîñîáèÿ.
Ìíîæåñòâà X è Y íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (îáîçíà÷åíèå: X = Y ), åñëè îíè ñîâïàäà-

þò ïî ñîñòàâó, ò. å. âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Y , à âñÿêèé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X. Ôîðìàëüíî ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

X = Y ⇔ (∀x ∈ X x ∈ Y ) & (∀y ∈ Y y ∈ X).

Ìíîæåñòâî X åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Y (îáîçíà÷åíèå: X ⊂ Y ), åñëè âñÿêèé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà X ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Y . Ýòî îïðåäåëåíèå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

X ⊂ Y ⇔ ∀x ∈ X x ∈ Y.

Î÷åâèäíî, ëþáîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì â ñåáå ñàìîì.
Ìíîæåñòâî X åñòü ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Y (îáîçíà÷åíèå: X ( Y ),

åñëè X � ïîäìíîæåñòâî â Y è X 6= Y. Ýòî îïðåäåëåíèå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

X ( Y ⇔ (X ⊂ Y ) & (X 6= Y ).

Ïåðåñå÷åíèåì A ∩B ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A ∩B = {x ∈ A |x ∈ B} = {x ∈ B |x ∈ A} = {x |x ∈ A&x ∈ B}.

Îáúåäèíåíèåì A ∪B ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A ∪B = {x |x ∈ A ∨ x ∈ B}.

Äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå A tB èìååò ìåñòî, åñëè A ∩B = ∅.
Çàìå÷àíèå 1.1.1. Ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå ìîãóò áûòü åñòåñòâåííî îïðåäåëåíû äëÿ ëþ-
áûõ ñåðèé ìíîæåñòâ. Ñåðèè ìíîæåñòâ ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè.

Çàìå÷àíèå 1.1.2. Ïîíÿòèÿ ïåðåñå÷åíèÿ è îáúåäèíåíèÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû è èñïîëü-
çîâàòüñÿ â áîëåå ÷àñòíîé ñèòóàöèè, êîãäà ìíîæåñòâà A è B ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà U : A ⊂ U ⊃ B.

Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ðàçíîñòü A \B îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

A \B = {x ∈ A |x 6∈ B}.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A ⊂ U , òî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ ðàçíîñòü U \ A íîñèò ñïåöèàëü-
íîå íàçâàíèå äîïîëíåíèÿ ïîäìíîæåñòâà A âî ìíîæåñòâå U . Ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñïåöèàëüíîãî ñèìââîëà äëÿ äîïîëíåíèÿ.

Â ðàçëè÷íûõ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ðàññóæäåíèÿõ áûâàþò ïîëåçíûìè ôîðìóëû
äå Ìîðãàíà äëÿ ñåðèè ïîäìíîæåñòâ Xα ⊂ U ìíîæåñòâà U , ïðîíóìåðîâàííûõ èíäåêñàìè
α èç ìíîæåñòâà A:

U \
⋃
α∈A

Xα =
⋂
α∈A

(U \Xα),

U \
⋂
α∈A

Xα =
⋃
α∈A

(U \Xα).

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Äåêàðòîâûì, èëè ïðÿìûì, ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî

A×B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Ïðè ýòî ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûì è âòîðûì ïðÿìûìè ñî-
ìíîæèòåëÿìè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ A×B.
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Î÷åâèäíî, îïðåäåëåíèå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà ëþáîé
êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé íàáîð ñîìíîæèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâî R ⊂ A×B.
Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Ñîîòâåòñòâèå R ⊂ A×B íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì, èëè ôóíêöèåé,
èç A â B, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ A ïîäìíîæåñòâî r(a) = {b ∈ B | (a, b) ∈ R} ñîñòîèò
èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü ñëåäóþùåãî âèäà: r : A→ B : a 7→ r(a). Â òàêîì
ñëó÷àå ïîäìíîæåñòâî R íàçûâàþò ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ r.

Íàïðèìåð, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X × Y îáëàäàåò äâóìÿ ¾çàáûâàþùèìè¿
îòîáðàæåíèÿìè (ïðîåêöèÿìè íà ïðÿìûå ñîìíîæèòåëè)

X
p1←− X × Y p2−→ Y,

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâèÿìè

p1 : (x, y) 7→ x; p2 : (x, y) 7→ y.

Ïóñòü f : X → Y � îòîáðàæåíèå. Òîãäà ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
dom f îòîáðàæåíèÿ f , Y � îáëàñòüþ çíà÷åíèé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X
ýëåìåíò f(x) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà x ∈ X. Åñëè y = f(x), òî ýëåìåíò x ∈ X
íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y ∈ Y . Òàêæå ãîâîðÿò î ïîëíîì ïðîîáðàçå ýëåìåíòà
y ∈ Y :

f−1(y) = {x ∈ X | f(x) = y}.
Îáðàç ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X ïðè îòîáðàæåíèè f : X → Y îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

f(A) = {f(a) | a ∈ A} ⊂ Y,

à ïðîîáðàç ïîäìíîæåñòâà B ⊂ Y ïðè îòîáðàæåíèè f : X → Y � âûðàæåíèåì

f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B}.

Â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîæåñòâî f(X) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è îáîçíà-
÷àåòñÿ ñèìâîëîì im f.

Ïîä êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé f : X → Y è g : Y → Z ïîíèìàþò èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå
âûïîëíåíèå:

g ◦ f : X → Z : x 7→ g(f(x)).

Ïðåäîñòåðåæåíèå: ÷èòàòåëþ íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà âçàèìîñâÿçü ïîðÿäêà âû-
ïîëíåíèÿ îòîáðàæåíèé

X
f−→ Y

g−→ Z

è ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ èõ ñèìâîëîâ â çàïèñè êîìïîçèöèè g ◦ f .
×òîáû äâà îòîáðàæåíèÿ f, g îáëàäàëè êîìïîçèöèåé g ◦ f , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû îáðàç ïåðâîãî îòîáðàæåíèÿ (â ïîðÿäêå èõ ïðèìåíåíèÿ) áûë ïîäìíîæåñòâîì îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ âòîðîãî îòîáðàæåíèÿ, ò. å. ÷òîáû âûïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå

im f ⊂ dom g.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî çàïèñûâàòü êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé â âèäå äèàãðàììû:

X

g◦f   

f // Y

g
��
Z

9



Ãîâîðÿò, ÷òî äèàãðàììà

A

b ��

c // B

a
��
C

êîììóòàòèâíà, åñëè b = a ◦ c. Èíîãäà âîçíèêàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå áîëåå
÷åì èõ äâóõ îòîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, êîìïîçèöèþ òð¼õ îòîáðàæåíèé ìîæíî âû÷èñëÿòü
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:

X

h◦(g◦f)
��

g◦f

  

f // Y

g
��

T Z
h

oo

X

(h◦g)◦f)
��

f // Y
h◦g

~~
g
��

T Z
h

oo

Îáå êîìïîçèöèè îïðåäåëåíû âñÿêèé ðàç, êîãäà îïðåäåëåíû ïîïàðíûå êîìïîçèöèè g ◦f
è h ◦ g, è â äåéñòâèòåëüíîñòè h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f . Ïîýòîìó êîìïîçèöèÿ òð¼õ èëè áîëåå
ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòîáðàæåíèé íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ðàññòàíîâêè ñêîáîê, è èìååò ñìûñë
ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, äèàãðàììû âèäà

X2 Xn−2

fn−1

##
X1

f2
>>

Xn−1

fnzz
X0

f1

``

Xn

Åñëè äàíî îòîáðàæåíèå f : Y → Z è X � ïîäìíîæåñòâî â Y , òî îãðàíè÷åíèå

f |X : X → Z

îòîáðàæåíèÿ f íà ïîäìíîæåñòâî X � ýòî èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå

f |X : X ⊂ Y
f−→ Z : x 7→ f(x).

Áûâàþò ïîëåçíûìè ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå íåòðóäíî äîêàçàòü íåïîñðåä-
ñòâåííûì èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåíèé. Äëÿ ñåðèè ïîäìíîæåñòâ Bγ ⊂ Y , γ ∈ Γ è ïðîèç-
âîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y

f−1(
⋃
γ∈Γ

Bγ) =
⋃
γ∈Γ

{f−1(y)|y ∈ Bγ} =
⋃
γ∈Γ

f−1(Bγ),

f−1(
⋂
γ∈Γ

Bγ) =
⋂
γ∈Γ

{f−1(y)|y ∈ Bγ} =
⋂
γ∈Γ

f−1(Bγ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ A ⊂ X è B ⊂ Y èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

A ⊂ f−1f(A), ff−1(B) ⊂ B,

à òàêæå ðàâåíñòâî
f(A ∩ f−1(B)) = f(A) ∩B.

Îïðåäåëåíèå 1.1.6. Îòîáðàæåíèå f : X → Y èíúåêòèâíî (ðàâíîñèëüíî, ÿâëÿåòñÿ âëî-
æåíèåì), åñëè

∀x1, x2 ∈ X (x1 6= x2)⇒ (f(x1) 6= f(x2)).
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Îòîáðàæåíèå f : X → Y ñþðúåêòèâíî (ðàâíîñèëüíî, ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì), åñëè

∀y ∈ Y ∃x ∈ X : y = f(x).

Îòîáðàæåíèå f : X → Y áèåêòèâíî (ðàâíîñèëüíî, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì), åñëè
îíî èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî, åñëè îíî ïåðåâîäèò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû
â ðàçëè÷íûå, ñþðúåêòèâíî, åñëè åãî îáðàç ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé, è áèåêòèâ-
íî, åñëè âûïîëíåíû îáà òðåáîâàíèÿ. Äëÿ èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
ñòðåëêà ↪→, äëÿ ñþðúåêòèâíîãî � ñòðåëêà�. Ïðè èñïîëüçîâàíèè êàæäîé èç ýòèõ ñòðåëîê
îòäåëüíî â òåêñòå íå óêàçûâàåòñÿ íà èíúåêòèâíîñòü (ñîîòâåòñòâåííî, ñþðúåêòèâíîñòü)
îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì, åñëè îíî èìååò âèä

idX : X → X : x 7→ x.

Èíûìè ñëîâàìè, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå � ýòî îòîáðàæåíèå, ãðàôèê êîòîðîãî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèàãîíàëü diag (X) = {(x, x) |x ∈ X} ⊂ X ×X.

Òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì ïîâåäåíèåì â êîìïîçèöè-
ÿõ: äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y âûïîëíåíû òîæäåñòâà

idY ◦ f = f, f ◦ idX = f.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → Y áèåêòèâíî, ò. å. èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî. Â ñèëó ñþðú-
åêòèâíîñòè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ïðîîáðàç íåïóñò f−1(y) 6= ∅, à â ñèëó èíúåêòèâíîñòè ýòîò
ïðîîáðàç ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà x ∈ X òàêîãî, ÷òî f(x) = y. Òàêèì îáðàçîì,
âçÿòèå ïðîîáðàçîâ îòíîñèòåëüíî áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ f îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

f−1 : Y → X : y 7→ f−1(y),

ïðè÷¼ì âûðàæåíèå f−1(y) îçíà÷àåò ïðîîáðàç ýëåìåíòà y ∈ Y, ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîãî
ýëåìåíòà x ∈ X. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

f ◦ f−1 = idX , f−1 ◦ f = idY . (1.1.1)

Îïðåäåëåíèå 1.1.8. Îòîáðàæåíèå g : Y → X íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì îáðàòíûì
ê îòîáðàæåíèþ f : X → Y , åñëè äëÿ îòîáðàæåíèé f è g âûïîëíåíû òîæäåñòâà

f ◦ g = idY , g ◦ f = idX . (1.1.2)

Ïîíÿòíî, ÷òî îòîáðàæåíèå, îáëàäàþùåå äâóñòîðîííèì îáðàòíûì, áèåêòèâíî. Èòàê,
èìååì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1.1.9. Îòîáðàæåíèå f : X → Y áèåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî îáëàäàåò äâóñòîðîííèì îáðàòíûì.

Îòîáðàæåíèå, îáëàäàþùåå äâóñòîðîííèì îáðàòíûì, íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì. Âñòðå-
÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà äëÿ ïàðû îòîáðàæåíèé f : X → Y è g : Y → X âûïîëíåíî òîëüêî
îäíî èç ñîîòíîøåíèé (1.1.2).

Îïðåäåëåíèå 1.1.10. Îòîáðàæåíèå g : Y → X íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ
f : X → Y , åñëè äëÿ íåãî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

f ◦ g = idY .

Íàïðèìåð, äëÿ ëþáîãî x2 ∈ X2 îòîáðàæåíèå sx2 : X1 → X1 × X2: x1 7→ (x1, x2) ÿâëÿåòñÿ
ñå÷åíèåì ïðîåêöèè p1 : X1 ×X2 → X1. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñå÷åíèÿ ýòîé æå ïðîåêöèè.
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1.1.2 Îòíîøåíèÿ è èõ âèäû. Ýêâèâàëåíòíîñòü è ðàçáèåíèå. Îïåðàöèè

Îïðåäåëåíèå 1.1.11. Áèíàðíûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå
R ⊂ X × X. Åñëè (x1, x2) ∈ R, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò x1 íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè R
ê ýëåìåíòó x2.

Çàìå÷àíèå 1.1.12. Èíîãäà íàðàâíå ñ çàïèñüþ (x1, x2) ∈ R èñïîëüçóþò çàïèñü x1Rx2. Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå ÷àñòî âìåñòî áóêâåííîãî îáîçíà÷åíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ (â íàøåì ñëó-
÷àå ýòî R) èñïîëüçóþò êàêîé-ëèáî ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé äàííîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.
Íàïðèìåð, òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò çàïèñü x = y äëÿ ðàâåíñòâà ÷èñåë è çàïèñü l ‖ m
äëÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê áèíàðíûì îòíîøåíèÿì ñïåöèàëüíûõ âèäîâ. Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ,
óïîìèíàåìûå äàëåå, ìîãóò íå îïðåäåëÿòü îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.13. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R ⊂ X ×X

� ðåôëåêñèâíî, åñëè R ⊃ diag (X) = {(x, x)|x ∈ X};

� ñèììåòðè÷íî, åñëè (x1, x2) ∈ R⇒ (x2, x1) ∈ R;

� òðàíçèòèâíî, åñëè (x1, x2) ∈ R& (x2, x3) ∈ R⇒ (x1, x3) ∈ R.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå R ⊂ X ×X íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, èëè îòíîøåíèåì ýêâè-
âàëåíòíîñòè, åñëè îíî ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî.

Ýêâèâàëåíòíîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâî ÷èñåë, ðàâåíñòâî âåêòîðîâ, ïàðàëëåëüíîñòü
ïðÿìûõ (åñëè ñîâïàâøèå ïðÿìûå òîæå ñ÷èòàòü ïàðàëëåëüíûìè), ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà x ∈ X ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîäìíîæåñòâî [x] := {x′ ∈ X|x′ ∼ x}. Ýòî ïîäìíîæåñòâî
íàçûâàåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x ∈ X. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîñòàâ êëàññà ýê-
âèâàëåíòíîñòè [x] ìîæåò èçìåíèòüñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü íà òîì æå ìíîæåñòâå X íîâîå
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îòëè÷íîå îò îòíîøåíèÿ ∼ .

Îïðåäåëåíèå 1.1.14. Ïîäìíîæåñòâà Xi ∈ X, i ∈ I, ìíîæåñòâà X ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå,
åñëè

� ïîäìíîæåñòâà Xi, i ∈ I ñîñòàâëÿþò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X, ò. å.
⋃
i∈I Xi = X è

� ïîäìíîæåñòâà Xi, i ∈ I ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò. å. äëÿ ëþáûõ i, j ∈ I, i 6= j,
âûïîëíåíî Xi ∩Xj = ∅.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.15. Çàäàíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå X îïðå-
äåëÿåò åãî ðàçáèåíèå íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáðàòíî, çàäàíèå ðàçáèåíèÿ ìíîæå-
ñòâà X îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà í¼ì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼; òîãäà
êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X ïðèíàäëåæèò êëàññó [x]. Òàêèì îáðàçîì, êëàññû ýêâèâàëåíò-
íîñòè ñîñòàâëÿþò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò
äâóì êëàññàì [x] 3 x ∈ [x]. Òîãäà, âûáðàâ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x′ ∈ [x] è èñïîëüçóÿ
îïðåäåëåíèå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè, ìû ìîæåì çàïèñàòü

x′ ∈ [x]⇔ x′ ∼ x
x ∈ [x]⇔ x ∼ x

∣∣∣∣⇒ x′ ∼ x⇔ x′ ∈ [x]. (1.1.3)

Èìïëèêàöèÿ ïîñëå âåðòèêàëüíîé ÷åðòû âåðíà ïî òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ∼. Ïîñêîëü-
êó (1.1.3) âûïîëíåíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x′ ∈ [x], òî [x] ⊂ [x]. Ïîìåíÿâ ðîëÿìè êëàññû
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[x] è [x], ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó [x] = [x]. Èòàê, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, èìåþùèå íåïó-
ñòîå ïåðåñå÷åíèå, ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷íûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïîïàð-
íî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò. å. êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå.

Îáðàòíî, ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X =
⊔
i∈I Xi. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå

X îòíîøåíèå ∼
x ∼ x′ ⇔ ∃i ∈ I : x ∈ Xi 3 x′ (1.1.4)

è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà
x ∈ X âûïîëíåíî x ∼ x, òî îòíîøåíèå ∼ ðåôëåêñèâíî. Åñëè x ∼ x′, òî äâà ýëåìåíòà x, x′

ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïîäìíîæåñòâó Xi; òîãäà, ðàçóìååòñÿ, x
′ ∼ x. Îòñþäà çàêëþ÷àåì,

÷òî îòíîøåíèå ∼ ñèììåòðè÷íî. Íàêîíåö, ïóñòü x ∼ x′, îòêóäà x, x′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó
ïîäìíîæåñòâó Xi. Ïóñòü òàêæå x

′ ∼ x′′; òîãäà x′, x′′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïîäìíîæåñòâó
Xj. Ïîñêîëüêó Xi 3 x′ ∈ Xj è ïîäìíîæåñòâà Xi, i ∈ I, ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå, òî i = j
è ïîòîìó x, x′, x′′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïîäìíîæåñòâó Xi. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî x ∼ x′′,
÷òî äîêàçûâàåò òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ∼.

Èòàê, ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼, ââåä¼ííîå íà ìíîæåñòâå X, ðàçáèâàåò
ýòî ìíîæåñòâî íà êëàññû [x] ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü íîâîå
ìíîæåñòâî X/∼, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû [x]. Ìíîæåñòâî X/∼ íàçûâàþò
ôàêòîðìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ . Èìååòñÿ îòîáðà-
æåíèå X � X/∼: x 7→ [x].

Ïðèìåð 1.1.16. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â R2. Íàçîâ¼ì äâà âåê-
òîðà v1, v2 ∈ X êîëëèíåàðíûìè (v1 ‖ v2), åñëè îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Èòàê,

v1 ‖ v2 ⇔ ∃α, β ∈ R : (α, β) 6= (0, 0) &αv1 + βv2 = 0.

Ïîíÿòíî, ÷òî îòíîøåíèå ‖ åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü. Òîãäà ôàêòîðìíîæåñòâî X/‖ îáëàäàåò
áèåêöèåé íà ìíîæåñòâî òî÷åê îêðóæíîñòè S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = 1}. (Óïðàæíåíèå:
îïèøèòå ÿâíî ýòó áèåêöèþ!)

Ïðèìåð 1.1.17. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ âåêòîðîâ n+ 1-ìåðíîãî k-âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà kn+1, à îòíîøåíèå êîëëèíåàðíîñòè îïðåäåëèì êàê

v1 ‖ v2 ⇔ ∃α, β ∈ k : (α, β) 6= (0, 0)&αv1 + βv2 = 0.

Ìíîæåñòâî òî÷åê n-ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pnk � ýòî ôàêòîðìíîæåñòâîX/‖.
Â ÷àñòíîñòè, èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà èìååì áèåêöèþ P1

R ' S1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ f : X → Y è ñâÿçàííîå ñ íèì îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ∼f íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ dom f = X:

x ∼f x′ ⇔ f(x) = f(x′).

Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïðèâîäèò ê ôàêòîðìíîæåñòâó X/∼f è áèåêöèè

X/∼f' im f : [x] 7→ f(x).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ðàçëîæåíèþ (ôàêòîðèçàöèè) ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ
f : X → Y â êîìïîçèöèþ ñþðúåêòèâíîãî è èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèé

X

f̂ !! !!

f // Y

im f
. �

==
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Ââåäåíî îòîáðàæåíèå f̂ : X → im f : x 7→ f(x). Îíî îòëè÷àåòñÿ îò îòîáðàæåíèÿ f òîëüêî

îáëàñòüþ çíà÷åíèé (ïðè ýòîì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáðàç îòîáðàæåíèÿ f̂ òàêèå æå,
êàêîâû ñîîòâåòñòâåííî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáðàç îòîáðàæåíèÿ f).

Óêàçàííîå ðàçëîæåíèå ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó, íî î÷åíü âàæíîìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1.1.18 (òåîðåìà î ôàêòîðèçàöèè). Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ ϕ : X → Y è ψ : X → Z
òàêîâû, ÷òî èíäóöèðîâàííûå èìè îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

∼ϕ= {(x, x′) ∈ X ×X |ϕ(x) = ϕ(x′)},
∼ψ= {(x, x′) ∈ X ×X |ψ(x) = ψ(x′)}

óäîâëåòâîðÿþò âêëþ÷åíèþ (∼ϕ) ⊆ (∼ψ). Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå χ : imϕ→ Z,
âêëþ÷àåìîå â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

X

ϕ̂ ""

ψ // Z

imϕ

χ

==

Îïðåäåëåíèå 1.1.19. n-ìåñòíûì (n-àðíûì) îòíîøåíèåì R, çàäàííûì íà ìíîæåñòâàõ
M1, M2, . . ., Mn, íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî èõ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ

R ⊆M1 ×M2 × · · · ×Mn.

Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé n íàçûâàåòñÿ àðíîñòüþ îòíîøåíèÿ R. Îòíîøåíèå
àðíîñòè 2 íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì, îòíîøåíèå àðíîñòè 3 � òåðíàðíûì.

Ôàêò ñâÿçè n-êè ýëåìåíòîâ (m1,m2, . . .mn) ∈ M1 ×M2 × . . .×Mn îòíîøåíèåì R îáî-
çíà÷àåòñÿ R(m1,m2, . . . ,mn) èëè (m1,m2, . . . ,mn) ∈ R.

Ôàêò ñâÿçè îáúåêòîâ m1 ∈ M1 è m2 ∈ M2 áèíàðíûì îòíîøåíèåì R ⊂ M1 × M2

(åãî íàçûâàþò ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìè M1 è M2) îáû÷íî îáîçíà÷àþò ñ ïî-
ìîùüþ èíôèêñíîé çàïèñè: m1Rm2. Îäíîìåñòíûå (óíàðíûå) îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò
ñâîéñòâàì èëè àòðèáóòàì; îáû÷íî äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ òåðìèíîëîãèÿ îòíîøåíèé íå èñ-
ïîëüçóåòñÿ.

Óíèâåðñàëüíîå îòíîøåíèå � ýòî îòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå âñå ýëåìåíòû çàäàííûõ ìíî-
æåñòâ, ò. å. îòíîøåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì: R = M1×M2×· · ·×Mn.
Íóëü-îòíîøåíèå � îòíîøåíèå, íå ñâÿçûâàþùåå íèêàêèå ýëåìåíòû, ò. å. ïóñòîå ìíîæåñòâî:
R = ∅ ⊂M1 ×M2 × · · · ×Mn.

Îòíîøåíèå R ⊆M1×M2× · · ·×Mn×Mn+1 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, åñëè èç âû-
ïîëíåíèÿ R(m1, . . . ,mn, x) è R(m1, . . . ,mn, y) ñëåäóåò, ÷òî x = y.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûå â ÿçûêå ìàòåìàòèêè îòíîøåíèÿ � ýòî áèíàðíûå îòíîøå-
íèÿ íàä îäíèì ìíîæåñòâîì R ⊆M2. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ áèíàðíûå îòíîøåíèÿ,
îáëàäàþùèå ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè:

� ñèììåòðè÷íîñòüþ: aR b⇒ bR a
èëè àíòèñèììåòðè÷íîñòüþ aR b ∧ bR a⇒ a = b,

� ðåôëåêñèâíîñòüþ: aR a
èëè àíòèðåôëåêñèâíîñòüþ ¬ (aR a),

� òðàíçèòèâíîñòüþ: aR b ∧ bR c⇒ aR c
èëè àíòèòðàíçèòèâíîñòüþ aR b ∧ bR c⇒ ¬ aR c,

� ñâÿçíîñòüþ: a 6= b⇒ aR b ∨ bR a.
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Â çàâèñèìîñòè îò íàáîðà ñâîéñòâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ôîðìèðóþòñÿ íåêîòîðûå øèðîêî
èñïîëüçóåìûå èõ âèäû:

� îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè� âñÿêîå ðåôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è ñèììåòðè÷íîå
îòíîøåíèå;

� îòíîøåíèå ïðåäïîðÿäêà � ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå;

� îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà � ðåôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è àíòèñèììåòðè÷-
íîå;

� îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà � àíòèðåôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå, àíòèñèììåòðè÷-
íîå;

� îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà � ñâÿçíîå, ðåôëåêñèâíîå, àíòèñèììåòðè÷íîå.

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò

� îòíîøåíèå ðàâåíñòâà � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, âûïîëíåííîå òîëüêî äëÿ äâóõ
ñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 1.1.20. Îòíîøåíèå äåëèìîñòè, íàïðèìåð íà ìíîæåñòâå Z öåëûõ ÷èñåë, ñîñòîèò
èç ïàð âèäà (x, y) ∈ Z òàêèõ, ÷òî x äåëèò y íàöåëî. Îíî îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì |
(¾äåëèò¿), íàïðèìåð, 2|6. Ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî è ðåôëåêñèâíî.

Ïðèìåð 1.1.21. Ïðèìåð òåðíàðíîãî (òð¼õìåñòíîãî) îòíîøåíèÿ � îáðàçîâàíèå ïèôàãî-
ðîâîé òðîéêè òðåìÿ öåëûìè ÷èñëàìè:

(x, y, z) ∈ PT ⇔ x2 + y2 = z2.

Ïðèìåð 1.1.22. Áîëåå ñâîáîäíûé íàáîð ñâîéñòâ áèíàðíûõ îòíîøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ â òåî-
ðèè ãðàôîâ: íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í êàê ìíîæåñòâî âåðøèí
ñ ñèììåòðè÷íûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì íàä íèì, à îðèåíòèðîâàííûé ãðàô � êàê ìíî-
æåñòâî âåðøèí ñ ïðîèçâîëüíûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì íàä íèì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.23. q-àðíîé îïåðàöèåé íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèå

� : X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
q

→ X : (x1, . . . , xq) 7→ �(x1, . . . , xq),

åñëè q ∈ N, è îòîáðàæåíèå ω : {·} → X, · 7→ ω ∈ X, åñëè q = 0. Çäåñü ñèìâîëîì {·} îáîçíà-
÷åíî ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà. Ïðè ýòîì ÷èñëî q íàçûâàåòñÿ àðíîñòüþ
îïåðàöèè �.

Ïðè q = 0 ïîëó÷àåòñÿ íóëüàðíàÿ îïåðàöèÿ; îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óêàçàíèå âî ìíî-
æåñòâå X íåêîòîðîãî âûäåëåííîãî ýëåìåíòà. Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë îäíà
íóëüàðíàÿ îïåðàöèÿ âûäåëÿåò íóëü 0, à äðóãàÿ � åäèíèöó 1.

Ïðè q = 1 èìååì óíàðíóþ îïåðàöèþ; ýòî ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé íà ìíîæåñòâå X
ñî çíà÷åíèÿìè â í¼ì æå. Íàïðèìåð, íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë èìååòñÿ îïåðàöèÿ

− : Z→ Z : n 7→ −n.

Ïðè q = 2 ïîëó÷èì áèíàðíóþ îïåðàöèþ. Òàêîâû, íàïðèìåð, ïðèâû÷íûå îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1.1.24. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ◦ : X ×X → X íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé,
åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X âûïîëíåíî ðàâåíñòâî x1 ◦ x2 = x2 ◦ x1.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.25. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ◦ : X × X → X íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé,
åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2, x3 ∈ X âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (x1 ◦ x2) ◦ x3 = x1 ◦ (x2 ◦ x3).

Ïðèìåð 1.1.26. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíûìè
è êîììóòàòèâíûìè îïåðàöèÿìè. Óìíîæåíèå êâàäðàòíûõ ìàòðèö ëþáîãî ðàçìåðà, íå ïðå-
âîñõîäÿùåãî 2, àññîöèàòèâíî, íî íå êîììóòàòèâíî.

Îïðåäåëåíèå 1.1.27. Ìíîæåñòâà M è N íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå M

∼−→ N .

1.2 Ñòðóêòóðû àëãåáðû (îáùèå çàìå÷àíèÿ)

Ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû âîçíèêëî èç îáùíîñòè êîíñòðóêöèé, õàðàêòåðíûõ
äëÿ ðàçëè÷íûõ îáùåàëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, òàêèõ êàê ãðóïïû è êîëüöà. Â ÷àñòíîñòè,
òàêîâû êîíñòðóêöèè ïîäñèñòåìû (îáîáùàþùåé ïîíÿòèÿ ïîäãðóïïû è ïîäêîëüöà ñîîò-
âåòñòâåííî), ãîìîìîðôèçìà, èçîìîðôèçìà, ôàêòîðñèñòåìû (îáîáùàþùåé ñîîòâåòñòâåííî
êîíñòðóêöèè ôàêòîðãðóïïû è ôàêòîðêîëüöà). Ýòà îáùíîñòü ôîðìàëèçóåòñÿ è èçó÷àåòñÿ
â ñàìîñòîÿòåëüíîì ðàçäåëå îáùåé àëãåáðû � óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå. Â ýòîì íàïðàâëå-
íèè ïîëó÷åí ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ëþáûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì. Íàïðèìåð, òàêîâà òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå, êîòîðàÿ â ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû áåç çàäàííûõ îòíîøåíèé � àëãåáðû � óòî÷íÿåòñÿ äî òåîðåì îá èçîìîðôèçìå,
èçâåñòíûõ èç òåîðèè ãðóïï è òåîðèè êîëåö. Ýòîò ñþæåò áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â ñëå-
äóþùèõ ãëàâàõ.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå � ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî G (íîñè-
òåëü) ñ çàäàííûì íà í¼ì íàáîðîì îïåðàöèé è îòíîøåíèé; ýòîò íàáîð íàçûâàåòñÿ ñèãíà-
òóðîé. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì îòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé,
à ñèñòåìà ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì îïåðàöèé � ìîäåëüþ.

Â ìàòåìàòèêå ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ ñòðîãîñòè òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ¾àë-
ãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû¿. Â ÷àñòíîñòè, ó Áóðáàêè â ñòàòüå ¾Àðõèòåêòóðà ìàòåìàòèêè¿
îíî ïîíèìàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî, íàäåë¼ííîå îïåðàöèÿìè; ïðè ýòîì ìíîæåñòâî, íàäåë¼í-
íîå îòíîøåíèÿìè (íàëè÷èå êîòîðûõ âîçìîæíî äëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû), óæå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà äðóãîãî ðîäà � ñòðóêòóðà ïîðÿäêà. Îäíàêî
è íå âñå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû îïèñûâàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè áåç äîïîë-
íèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé. Äàæå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàêèõ êëàññè÷åñêèõ ñòðóêòóð, êàê ìî-
äóëü íàä êîëüöîì (êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì)
èëè àëãåáðà íàä ïîëåì, â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå èñïîëüçóþòñÿ òàêèå èñêóññòâåííûå êîí-
ñòðóêöèè, êàê îïðåäåëåíèå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êîëüöà (ïîëÿ) óíàðíîé îïåðàöèè óìíî-
æåíèÿ íà ýòîò ýëåìåíò.

Ìíîæåñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü âûðîæäåííîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ ïóñòûì íàáîðîì
îïåðàöèé è îòíîøåíèé.

Äëÿ àëãåáð ëþáîãî òèïà ãîìîìîðôèçì � ýòî îòîáðàæåíèå îäíîòèïíûõ àëãåáð, ñîõðà-
íÿþùåå âñå îïåðàöèè. Èçîìîðôèçì � ýòî îáðàòèìûé (ò. å. áèåêòèâíûé) ãîìîìîðôèçì.
Ïîýòîìó âñÿêèé ðàç, ãîâîðÿ î ãîìîìîðôèçìå (ñîîòâåòñòâåííî, èçîìîðôèçìå), óòî÷íÿþò,
î ãîìîìîðôèçìå (ñîîòâåòñòâåííî, èçîìîðôèçìå) êàêèõ àëãåáð èä¼ò ðå÷ü: ãîìîìîðôèçìå
ãðóïï, ãîìîìîðôèçìå êîëåö è ò. ï. Ãîìîìîðôèçì f : A → A àëãåáðû A â ñåáÿ íàçûâàþò
ýíäîìîðôèçìîì àëãåáðû A. Èçîìîðôèçì f : A

∼−→ A àëãåáðû A íà ñåáÿ íàçûâàþò àâòî-
ìîðôèçìîì àëãåáðû A (îïÿòü æå â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî óêàçûâàòü òèï àëãåáðû).
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Ãëàâà 2

Ãðóïïîèäû, ìîíîèäû è ïîëóãðóïïû

2.1 Ãðóïïîèä. Ïîëóãðóïïà. Ìîíîèä

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ãðóïïîèä � ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî S ñ îäíîé áèíàðíîé
îïåðàöèåé ∗.

Íàïðèìåð, ëþáîå íåíóëåâîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé

(a, b) 7→ max(a, b)

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîèäîì.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Ïîëóãðóïïà � ýòî íåïóñòîå ìíîæåñòâî S ñ îäíîé àññîöèàòèâíîé
áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗.

Íàïðèìåð, ïîëóãðóïïîé áóäåò òàêîå ìíîæåñòâî:

S = {n ∈ N |n ≥ n0},

åñëè â êà÷åñòâå îïåðàöèè âûáðàòü îáû÷íîå óìíîæåíèå.

Óïðàæíåíèå 2.1.3. Îáðàçóåò ëè ïîëóãðóïïó òî æå ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?

Åñëè áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå, òî ïîëóãðóïïó íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíîé,
åñëè áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ � ñëîæåíèå, òî ïîëóãðóïïó íàçûâàþò àääèòèâíîé. Áèíàðíàÿ
îïåðàöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà àáñòðàêòíûì îáðàçîì, à ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû ìîãóò
íå áûòü ÷èñëàìè. Âìåñòå ñ òåì ãîâîðÿò î ìóëüòèïëèêàòèâíîé èëè àääèòèâíîé ôîðìàõ
çàïèñè ïîëóãðóïïû è áèíàðíîé îïåðàöèè â íåé. Êàê ïðàâèëî, àääèòèâíàÿ ôîðìà çàïèñè
ïîäðàçóìåâàåò êîììóòàòèâíîñòü áèíàðíîé îïåðàöèè, à ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôîðìà çàïèñè
� íåò.

Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â ïîëóãðóïïå (S, ◦) èìååòñÿ òàêîé ýëåìåíò e ∈ S, ÷òî äëÿ âñåõ
s ∈ S âûïîëíåíî e ◦ s = s ◦ e = s.

Îïðåäåëåíèå 2.1.4. Ýëåìåíò e ïîëóãðóïïû (S, ◦) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ s ∈ S âûïîëíåíî
e ◦ s = s ◦ e = s, íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì (îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè ◦).

Íàïðèìåð, íàòóðàëüíûå ÷èñëà N îáðàçóþò ïîëóãðóïïû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ + è îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ·. Îäíàêî ïîëóãðóïïà (N, ·) ñîäåðæèò íåéòðàëüíûé ýëå-
ìåíò 1, à ïîëóãðóïïà (N,+) íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà íå ñîäåðæèò. Âìåñòå ñ òåì ïîñëåäíÿÿ
ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü èñïðàâëåíà äîáàâëåíèåì íóëÿ: (N ∪ {0},+) � ïîëóãðóïïà ñ íåé-
òðàëüíûì ýëåìåíòîì 0.

Îïðåäåëåíèå 2.1.5. Ìîíîèäîì íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïà, îáëàäàþùàÿ íåéòðàëüíûì ýëå-
ìåíòîì.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîíîèäàìè ñðåäè ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðîâ ÿâëÿþòñÿ: íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ íóë¼ì îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, öåëûå
÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Ïóñòü M � ìîíîèä, a ∈M .

Ïðåäëîæåíèå 2.1.6. Çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ an := aa . . . a íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âûïîë-
íåíèÿ îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå ïî èíäóêöèè. Î÷åâèäíî, óòâåðæäåíèå òðèâè-
àëüíî âåðíî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ñîñòîÿøåãî èç îäíîãî ñîìíîæèòåëÿ a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îíî òàêæå âåðíî äëÿ ïðîèçâåäåíèé, ñîñòîÿùèõ íå áîëåå ÷åì èç n−1 ñîìíîæèòåëÿ. Òîãäà,
èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ·, ðàññìîòðèì âûðàæåíèå a ·an−1 = a ·(ai ·an−i−1)) =
(a · ai) · an−i−1 = ai+1 · an−i−1 = ai+1 · (a · an−i−2) = ai+2 · an−i−2 = · · · = an−1 · a.

Óïðàæíåíèå 2.1.7. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ïðîèçâåäåíèÿ a1a2 . . . an ýëåìåíòîâ ai ∈M ,
i = 1, . . . , n, ìîíîèäà M íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé.

Çàôèêñèðóåì íåïóñòîå ìíîæåñòâî A, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü àëôàâèòîì, à åãî ýëå-
ìåíòû � áóêâàìè. Íàçîâ¼ì ñëîâîì íàä àëôàâèòîì A ëþáóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(êîðòåæ) a1a2 . . . an áóêâ ai ∈ A, i = 1, . . . , n. Ïðè ýòîì áóêâû, èìåþùèå ðàçëè÷íûå íîìå-
ðà, ìîãóò ñîâïàäàòü. Ïóñòîå ñëîâî áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì e. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì A ñèìâîëîì WA. Ïîñêîëüêó äëèíû ñëîâ íå îãðàíè-
÷åíû, ìíîæåñòâî WA áåñêîíå÷íî äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà àëôàâèò A êîíå÷åí.

Îïðåäåëåíèå 2.1.8. Êîíêàòåíàöèåé, èëè ñöåïëåíèåì, ñëîâ a1a2 . . . an è a
′
1a
′
2 . . . a

′
m íàä àë-

ôàâèòîì A íàçûâàåòñÿ ñëîâî a1a2 . . . ana
′
1a
′
2 . . . a

′
m.

Ïî îïðåäåëåíèþ, êîíêàòåíàöèÿ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé íà ìíî-
æåñòâå âñåõ ñëîâ íàä àëôàâèòîìA. Ïðè ýòîì ïóñòîå ñëîâî âåä¼ò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ ëþáîãî a1a2 . . . an ∈ WA âûïîëíåíû ðàâåíñòâà a1a2 . . . ane = a1a2 . . . an, ea1a2 . . . an =
a1a2 . . . an, ee = e. Òàêèì îáðàçîì, ïóñòîå ñëîâî e ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíî-
ñèòåëüíî êîíêàòåíàöèè íà ìíîæåñòâå WA âñåõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì A. Èòàê, ìû èìååì
ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.1.9 (êîíñòðóêöèÿ ñâîáîäíîãî ìîíîèäà). Ìíîæåñòâî WA âñåõ ñëîâ
íàä àëôàâèòîì A ñ îïåðàöèåé êîíêàòåíàöèè ñîñòàâëÿåò ìîíîèä.

Îïðåäåëåíèå 2.1.10. Ìîíîèä ïðåäëîæåíèÿ 2.1.9 íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ìîíîèäîì, ïî-
ðîæäàåìûì àëôàâèòîì A. Áóêâû àëôàâèòà A íàçûâàþòñÿ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè,
èëè îáðàçóþùèìè, ñâîáîäíîãî ìîíîèäà WA.

Ïðèìåð 2.1.11. Ñâîáîäíûé ìîíîèä ñ îäíîé îáðàçóþùåé ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

e, a, aa, . . . , a . . . a︸ ︷︷ ︸
n

, . . .

Çàìå÷àíèå 2.1.12. Ïîíÿòíî, ÷òî â ñâîáîäíîì ìîíîèäå ñ îäíîé îáðàçóþùåé êîíêàòåíàöèÿ
êîììóòàòèâíà:

a . . . a︸ ︷︷ ︸
n

a . . . a︸ ︷︷ ︸
m

= a . . . a︸ ︷︷ ︸
m

a . . . a︸ ︷︷ ︸
n

= a . . . a︸ ︷︷ ︸
n+m

äëÿ ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n,m. Îäíàêî åñëè ðàññìàòðèâàòü àëôàâèò, ñîñòî-
ÿùèé èç äâóõ èëè áîëåå áóêâ, òî, íàïðèìåð, ñëîâà a1a1a2 è a1a2a1 áóäóò ðàçëè÷íûìè.
Ïîýòîìó ñâîáîäíûé ìîíîèä íàä àëôàâèòîì, ñîñòîÿùèì áîëåå ÷åì èç îäíîé áóêâû, íåêîì-
ìóòàòèâåí.
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2.2 Ãîìîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû ãðóïïîèäîâ, ìîíîèäîâ
è ïîëóãðóïï. Êîíãðóýíöèÿ. Òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå

Ïóñòü M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, ◦ � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå M .

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ãðóïïîèäå (M, ◦) íàçûâàåòñÿ
êîíãðóýíöèåé, åñëè äëÿ ëþáûõ ïàð a1 ∼ a2 è b1 ∼ b2, ai, bi ∈ M , i = 1, 2, âûïîëíåíî
a1 ◦ b1 ∼ a2 ◦ b2. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü ∼ ñîãëàñîâàíà ñ áèíàðíîé
îïåðàöèåé ◦.
Ïðåäëîæåíèå 2.2.2 (êîíñòðóêöèÿ ôàêòîðãðóïïîèäà). Êîíãðóýíöèÿ ∼ íà ãðóïïîèäå
(M, ◦) íàäåëÿåò ôàêòîðìíîæåñòâî M/ ∼ èíäóöèðîâàííîé áèíàðíîé îïåðàöèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ êëàññîâ [a], [b] ∈ M/ ∼
è ëþáûõ ïðåäñòàâèòåëåé a′ ∈ [a] è b′ ∈ [b] êëàññ [a′b′] íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé
a′, b′. Äåéñòâèòåëüíî, a ∼ a′ è b ∼ b′; òîãäà ab ∼ a′b′, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ãðóïïîèäà (M, ∗) è (N, ◦).
Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Îòîáðàæåíèå f : M → N íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïîèäîâ,
åñëè îíî ñîõðàíÿåò áèíàðíóþ îïåðàöèþ, ò. å. äëÿ ëþáûõ m1,m2 ∈M âûïîëíåíî

f(m1 ∗m2) = f(m1) ◦ f(m2).

Áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïïîèäîâ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïïîèäîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.4. Ïîäãðóïïîèäîì ãðóïïîèäà (M, ∗) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî S ⊆M ,
çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè ∗, ò. å. òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ s1, s2 ∈ S
âûïîëíåíî s1 ∗ s2 ∈ S.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäãðóïïîèä ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîèäîì è îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ ïîäãðóïïî-
èäà S ↪→M : s 7→ s ÿâëÿåòñÿ (èíúåêòèâíûì) ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïîèäîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.5. Îáðàçîì ãîìîìîðôèçìà ãðóïïîèäîâ f : (M, ∗)→ (N, ◦) íàçûâàåòñÿ
ïîäìíîæåñòâî

im f = {f(m)|m ∈M} ⊆ N.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.6 (îáðàç ãîìîìîðôèçìà êàê ïîäãðóïïîèä). Îáðàç im f ãîìîìîðôèçìà
ãðóïïîèäîâ f : M → N ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîèäîì ãðóïïîèäà N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà f(m1), f(m2) ∈ im f . Òîãäà

f(m1) ◦ f(m2) = f(m1 ∗m2) ∈ im f.

Òåîðåìà 2.2.7 (î ÿäðå ãîìîìîðôèçìà ãðóïïîèäîâ). Ëþáîé ãîìîìîðôèçì ãðóïïîèäîâ

f : M → N

îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ker f ⊂M ×M , ÿâëÿ-
þùååñÿ êîíãðóýíöèåé è çàäàâàåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(m1,m2) ∈ ker f ⇔ f(m1) = f(m2).

Îáðàòíî, çàäàíèå íà ãðóïïîèäå M ëþáîé êîíãðóýíöèè R íàäåëÿåò ôàêòîðìíîæåñòâî
M/R ñòðóêòóðîé ãðóïïîèäà è îïðåäåëÿåò èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì ãðóïïîèäîâ

fR : M →M/R.

Ïðè ýòîì ker fR = R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ker f � êîíãðóýíöèÿ. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì
(m1,m

′
1) ∈ ker f è (m2,m

′
2) ∈ ker f . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(m1) = f(m′1) è, ñîîòâåòñòâåí-

íî, f(m2) = f(m′2). Òîãäà, ôîðìèðóÿ êîìïîçèöèè, èìååì f(m1) ◦ f(m2) = f(m′1) ◦ f(m′2).
Ó÷èòûâàÿ ãîìîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ f , ïîëó÷èì

f(m1 ∗m2) = f(m1) ◦ f(m2) = f(m′1) ◦ f(m′2) = f(m′1 ∗m′2).

Ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ker f ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (m1 ∗m2,m
′
1 ∗m′2) ∈ ker f .

Òåïåðü ïóñòü R � êîíãðóýíöèÿ íà ãðóïïîèäå M . Ðàññìîòðèì ôàêòîðìíîæåñòâî M/R
è îïðåäåëèì íà í¼ì áèíàðíóþ îïåðàöèþ ◦ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ äâóõ êëàññîâ
[m1], [m2] ∈ M/R ïîëîæèì [m1] ◦ [m2] = [m1 ∗ m2]. Ïîñêîëüêó R � êîíãðóýíöèÿ,
òî äëÿ (m1,m

′
1) ∈ R è äëÿ (m2,m

′
2) ∈ R èìååì (m1 ∗ m2,m

′
1 ∗ m′2) ∈ R, îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî îïåðàöèÿ ◦ îïðåäåëåíà êîððåêòíî, è ïîñòðîåí ãðóïïîèä (M/R, ◦). Äàëåå ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå fR : M → M/R : m 7→ [m]. Ïî îïðåäåëåíèþ áèíàðíîé îïåðàöèè ◦, ýòî îòîá-
ðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïîèäîâ: f(m1 ∗ m2) = [m1 ∗ m2] = [m1] ◦ [m2] =
f(m1) ◦ f(m2).

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ýëåìåíòû m è m′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó [m] òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (m,m′) ∈ R, òî R = ker f . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå 2.2.8. Êîíãðóýíöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ â òåîðåìå 2.2.7, íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãî-
ìîìîðôèìçìà ãðóïïîèäîâ f : M → N .

Òåîðåìà 2.2.9 (î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïïîèäîâ). Ëþáîé ãîìîìîðôèçì ãðóïïîèäîâ
f : M → N îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì â êîìïîçèöèþ ãîìîìîðôèçìîâ ñîãëàñíî êîììóòà-
òèâíîé äèàãðàììå:

M

����

f // N

M/ker f ∼ // im f
?�

OO

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü èçîìîðôèçì ãðóïïîèäîâ M/ker f ' im f . Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå M/ker f → im f : [m] 7→ f(m). Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû
ãðóïïîèäà M , ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó êëàññó [m] îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ ker f , îòîáðà-
æàþòñÿ â îäèí è òîò æå ýëåìåíò f(m), òî ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Ïî-
ñêîëüêó îïðåäåëåíî îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå im f → M/ker f : f(m) 7→ [m], òî îáà
îòîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âçàèìíî îáðàòíûå áèåêöèè. Ñîõðàíåíèå îïåðàöèè, ïî-
ñòàâëÿåìîå äëÿ âñåõ m,m′ ∈M ñîîòâåòñòâèåì [m] ◦ [m′] 7→ f(m) ◦ f(m′), ïîêàçûâàåò, ÷òî
îáà îòîáðàæåíèÿ ñóòü âçàèìíî îáðàòíûå èçîìîðôèçìû.

Îïðåäåëåíèå 2.2.10. Ãðóïïîèä (M/∼, ◦), ïîñòðîåííûé â ïðåäëîæåíèè 2.2.2, íàçûâàåò-
ñÿ ôàêòîðãðóïïîèäîì ãðóïïîèäà (M, ◦) îòíîñèòåëüíî êîíãðóýíöèè ∼.

Ïóñòü S, ∗ è T, ◦ � ïîëóãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 2.2.11. Îòîáðàæåíèå ïîëóãðóïï f : S → T íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ïîëóãðóïï, åñëè îíî ñîõðàíÿåò áèíàðíóþ îïåðàöèþ, ò. å. äëÿ ëþáûõ s1, s2 ∈ S âûïîëíåíî
f(s1 ∗ s2) = f(s1) ◦ f(s2). Ãîìîìîðôèçì ïîëóãðóïï f : S → T íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ïîëóãðóïï, åñëè îí áèåêòèâåí.

Îïðåäåëåíèå 2.2.12. Ïîäïîëóãðóïïîé ïîëóãðóïïû (S, ∗) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî
T ⊆ S, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè ∗.

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîäïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé è îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ ïîäïî-
ëóãðóïïû T ↪→ S : t 7→ t ÿâëÿåòñÿ (èíúåêòèâíûì) ãîìîìîðôèçìîì ïîëóãðóïï.
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Îïðåäåëåíèå 2.2.13. Îòîáðàæåíèå ìîíîèäîâ f : M → N íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ìîíîèäîâ, åñëè îíî ñîõðàíÿåò áèíàðíóþ îïåðàöèþ

∀m1,m2 ∈M f(m1 ∗m2) = f(m1) ◦ f(m2)

è ïåðåâîäèò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò eM ∈M â íåéòðàëüíûé ýëåìåíò eN , ò. å. f(eM) = eN .

Óïðàæíåíèå 2.2.14. Åñëè f : M → N � ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìîíîèäîâ, òî èç òðå-
áîâàíèÿ ñîõðàíåíèÿ îïåðàöèè ñëåäóåò, ÷òî f(eM) = eN . Äîêàæèòå ýòî.

Îïðåäåëåíèå 2.2.15. Ïîäìîíîèäîì ìîíîèäà (M, ∗, e) íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî S ⊆M ,
çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé îïåðàöèè ∗ è ñîäåðæàùåå íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e.

Î÷åâèäíî, ïîäìîíîèä ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì è îòîáðàæåíèå âëîæåíèÿ ïîäìîíîèäà

S ↪→M : s 7→ s

ÿâëÿåòñÿ (èíúåêòèâíûì) ãîìîìîðôèçìîì ìîíîèäîâ.
Åñëè (M, ∗) � ãðóïïîèä ñ àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗ è êîíãðóýíöèÿ R çàäà-

íà íà í¼ì, òî ôàêòîðãðóïïîèä M/R òîæå íàäåë¼í àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé,
ò. å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ïîëóãðóïïó, íàçûâàåìóþ ôàêòîðïîëóãðóïïîé ïîëóãðóïïû M
îòíîñèòåëüíî êîíãðóýíöèè R. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ïîëóãðóïï ôîðìóëèðóåòñÿ
è äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïïîèäîâ.

Åñëè (M, ∗, e) � ìîíîèä ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e è êîíãðóýíöèÿ R çàäàíà íà í¼ì,
òî [e] � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ôàêòîðãðóïïîèäà M/R (óáåäèòåñü â ýòîì!) è òåì ñàìûì
ôàêòîðãðóïïîèä ñòàíîâèòñÿ ìîíîèäîì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìîíîèäîì ìîíîèäà
M îòíîñèòåëüíî êîíãóýíöèè R. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ìîíîèäîâ ôîðìóëèðóåò-
ñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ìîíîèäîâ (ñôîðìóëèðóéòå å¼ è ïðîâåðüòå,
÷òî äîêàçàòåëüñòâî ïåðåíîñèòñÿ äîñëîâíî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî âñå ñòðåëêè äèàãðàììû
ïåðåâîäÿò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â íåéòðàëüíûé ýëåìåíò).

2.3 Ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû

Ñîãëàøåíèå 2.3.1. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, äàëåå áèíàðíóþ îïåðàöèþ íà ýëåìåí-
òàõ a, b ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âûðàæåíèåì ab (îïóñêàÿ ñèìâîëû ∗, ◦ è ò. ï.).

Ïóñòü S � ãðóïïîèä.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2 (åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà). Åñëè â ãðóïïîèäå S ñó-
ùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, òî îí åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü e è e′ � äâà íåéòðàëüíûõ ýëåìåíòà.
Òîãäà e = ee′ = e′.

Ïóñòü M � ìîíîèä ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e.

Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Ýëåìåíò a−1
L ∈ M íàçûâàåòñÿ ëåâûì îáðàòíûì ýëåìåíòà a ∈ M,

åñëè a−1
L a = e. Ýëåìåíò a ∈ M , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ëåâûé îáðàòíûé, íàçûâàåòñÿ

îáðàòèìûì ñëåâà. Ýëåìåíò a−1
R ∈ M íàçûâàåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ýëåìåíòà a ∈ M,

åñëè aa−1
R = e. Ýëåìåíò a ∈ M , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðàâûé îáðàòíûé, íàçûâàåòñÿ

îáðàòèìûì ñïðàâà. Ýëåìåíò a−1 ∈ M íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì îáðàòíûì (èëè ïðîñòî
îáðàòíûì) ýëåìåíòà a ∈ M , åñëè a−1a = aa−1 = e. Ýëåìåíò a ∈ M , äëÿ êîòîðîãî
ñóùåñòâóåò äâóñòîðîííèé îáðàòíûé, íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì.

Òåîðåìà 2.3.4 (ðàâåíñòâî ëåâîãî è ïðàâîãî îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ). Åñëè áèíàðíàÿ îïå-
ðàöèÿ â ìîíîèäå M àññîöèàòèâíà, òî ëåâûé îáðàòíûé è ïðàâûé îáðàòíûé ýëåìåíòà a
ñîâïàäàþò âñÿêèé ðàç, êîãäà îíè ñóùåñòâóþò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñòàâëÿåòñÿ öåïî÷êîé ðàâåíñòâ:

a−1
L = a−1

L e = a−1
L (aa−1

R ) = (a−1
L a)a−1

R = ea−1
R = a−1

R .

Çàìå÷àíèå 2.3.5. ×èòàòåëþ ïîëåçíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå èñ-
ïîëüçóåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü áèíàðíîé îïåðàöèè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî îáðàòíûé ýëåìåíò äëÿ äàííîãî îáðàòè-
ìîãî ýëåìåíòà åäèíñòâåíåí.

Óïðàæíåíèå 2.3.6. Äîêàæèòå ýòî!

Ïðèìåð 2.3.7. ×èòàòåëþ õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ìîíîèäå êâàäðàòíûõ ìàòðèö íàä ïî-
ëåì (è íàä ëþáûì êîììóòàòèâíûì êîëüöîì!) Matk(n) îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî óìíîæå-
íèÿ ëåâàÿ îáðàòíàÿ äàííîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ å¼ ïðàâîé îáðàòíîé, åñëè òîëüêî ëåâàÿ
è ïðàâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöû ñóùåñòâóþò. Áîëåå òîãî, åñëè íåêîòîðàÿ ìàòðèöà A′ ÿâëÿåò-
ñÿ ëåâîé îáðàòíîé äàííîé ìàòðèöû A, òî A′ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ïðàâîé îáðàòíîé äëÿ A.
È íàîáîðîò, åñëè íåêîòîðàÿ ìàòðèöà A′′ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé îáðàòíîé íåêîòîðîé ìàòðèöû A,
òî A′′ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ëåâîé îáðàòíîé äëÿ A.

Óïðàæíåíèå 2.3.8. Ïóñòü ýëåìåíò m ìîíîèäà M îáëàäàåò îáðàòíûì ýëåìåíòîì, ðàâ-
íûì m−1, à ýëåìåíò n òîãî æå ìîíîèäà � îáðàòíûì ýëåìåíòîì, ðàâíûì n−1. Íàéäèòå
ýëåìåíòû, îáðàòíûå ê mn è ê nm.

Îäíàêî ñïðàâåäëèâ áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.9. Åñëè â ìîíîèäå M ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e êàæäûé ýëå-
ìåíò a îáðàòèì ñëåâà (ñîîòâåòñòâåííî, ñïðàâà), òî êàæäûé ýëåìåíò òàêæå îáðàòèì
è ñïðàâà (ñîîòâåñòâåííî, ñëåâà), ïðè÷¼ì ëåâûé è ïðàâûé îáðàòíûå êàæäîãî ýëåìåíòà
ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äàíà îáðàòèìîñòü ñïðà-
âà (äëÿ îáðàòèìîñòè ñëåâà äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî). Ïóñòü a ∈ M , è ax = e äëÿ
íåêîòîðîãî x ∈M . Òàêæå xy = e äëÿ íåêîòîðîãî y ∈M . Èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

xa = xae = xa(xy) = x(ax)y = xy = e,

ò. å. x ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì îáðàòíûì äëÿ a.
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Ãëàâà 3

Ãðóïïû

3.1 Íà÷àëüíûå çíàíèÿ î ãðóïïàõ

3.1.1 Ïåðâûå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé îïåðàöè-
åé ∗ (ýòó îïåðàöèþ íàçûâàþò ãðóïïîâîé îïåðàöèåé èëè êîìïîçèöèåé), óäîâëåòâîðÿþùåé
ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

� îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà: ∀a, b, c ∈ G a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c,

� ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò: ∃e ∈ G : ∀a ∈ G a ∗ e = e ∗ a = a,

� âñå ýëåìåíòû îáðàòèìû: ∀a ∈ G ∃a−1 ∈ G: a ∗ a−1 = a1 ∗ a = e.

Îáðàòèìûå ýëåìåíòû àññîöèàòèâíîãî ìîíîèäà îáðàçóþò ãðóïïó.
Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ÿçûêîì óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, òî â ãðóïïå èìååòñÿ îäíà áèíàð-

íàÿ îïåðàöèÿ ∗, îäíà óíàðíàÿ îïåðàöèÿ ( )−1 è îäíà íóëüàðíàÿ îïåðàöèÿ � óêàçàíèå
íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Ýòè îïåðàöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè, ïðèâåä¼ííûìè â àêñèî-
ìàõ îïðåäåëåíèÿ 2.2.10.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.2 (óðàâíåíèÿ â ãðóïïå). Â ãðóïïå (G, ∗) óðàâíåíèå âèäà a ∗ x = b
ïðè ëþáûõ a, b ∈ G ðàçðåøèìî åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Óðàâíåíèå âèäà x ∗ a = b ïðè ëþ-
áûõ a, b ∈ G òàêæå ðàçðåøèìî åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå; âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Äîìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ a∗x = b ñëåâà íà a−1. Ïîëó÷èì

a−1 ∗ (a ∗ x) = a−1 ∗ b,

îòêóäà, èñïîëüçóÿ àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ∗, ïîëó÷èì

a−1 ∗ (a ∗ x) = (a−1 ∗ a) ∗ x = e ∗ x = x = a−1 ∗ b.

Èç ýòîãî âû÷èñëåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈ G, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâ-
íåíèþ a ∗ x = b, ðàâåí a−1 ∗ b.

Óïðàæíåíèå 3.1.3. Äîêàæèòå âòîðîå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 3.1.2.

Ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ìîæåò èìåòü ëþáóþ ïðèðîäó. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî öåëûõ ÷è-
ñåë Z îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ +, à íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì â íåé ÿâëÿåòñÿ íîëü 0. Â ýòîé ãðóïïå ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ êîììóòàòèâíà.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.4. Ãðóïïó ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ íàçûâàþò áåñêîíå÷-
íîé, èëè ãðóïïîé áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ, íàçûâàþò êîíå÷íîé, èëè ãðóïïîé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïîðÿäêîì ãðóïïû G (îáîçíà÷å-
íèå: |G|) íàçûâàþò ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåé, åñëè ãðóïïà êîíå÷íàÿ. Åñëè ãðóïïà áåñêîíå÷-
íàÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî å¼ ïîðÿäîê áåñêîíå÷åí (îáîçíà÷åíèå: |G| =∞).

Îïðåäåëåíèå 3.1.5. Ãðóïïà (G, ∗, e) íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé, èëè êîììóòàòèâíîé, åñëè
ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ∗ êîììóòàòèâíà, ò. å. ê òð¼ì àêñèîìàì îïðåäåëåíèÿ 2.2.10 äîáàâëåíà
(÷åòâ¼ðòàÿ) àêñèîìà

� ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ∗ êîììóòàòèâíà: ∀a, b ∈ G a ∗ b = b ∗ a.

Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèè èñïîëüçóþòñÿ äâå ðàçëè÷-
íûõ ôîðìû çàïèñè ãðóïï:

àääèòèâíàÿ, êîãäà ãðóïïîâîé îïåðàöèåé â äàííîé ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèå
+ : (a, b) 7→ a+ b, â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà âûñòóïàåò íóëü (è/èëè íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 0), à â êà÷åñòâå îáðàòíîãî âûñòóïàåò ïðîòèâîïîëîæíûé
ýëåìåíò −a;

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ, êîãäà ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ â äàííîé ãðóïïå G çàïèñûâàåòñÿ
êàê óìíîæåíèå · : (a, b) 7→ ab, à íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e è îáðàòíûé a−1 äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà a ∈ G îáîçíà÷àþòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì.

Ïðè ýòîì àääèòèâíàÿ ôîðìà çàïèñè ïðèìåíÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï.
Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôîðìà çàïèñè ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ãðóïï ëþáîãî âèäà ñ îïå-
ðàöèåé ëþáîé ïðèðîäû.

Ïðèìåð 3.1.6. Öåëûå ÷èñëà Z ñîñòàâëÿþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ + ñ íåéòðàëü-
íûì ýëåìåíòîì 0. Ýòà ãðóïïà, î÷åâèäíî, àáåëåâà.

Ïðèìåð 3.1.7. Ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû âäîëü àôôèííîé ïðÿìîé ñîñòàâëÿþò ãðóïïó
Trans1 îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè (ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ). Â êà÷åñòâå íåéòðàëü-
íîãî ýëåìåíòà âûñòóïàåò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, à â êà÷åñòâå ïåðåíîñà, îáðàòíîãî
ïåðåíîñó íà âåêòîð a, � ïåðåíîñ íà âåêòîð −a. Â âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ êîìïîçèöèÿ
äâóõ ïåðåíîñîâ íà âåêòîðû a è b çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïåðåíîñà íà âåêòîð a + b. Àíà-
ëîãè÷íàÿ êàðòèíà âîçíèêàåò, åñëè ðàññìîòðåòü ãðóïïó Transn ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ
n-ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåð 3.1.8. Ãðóïïà êâàòåðíèîííûõ åäèíèö H ñîñòîèò èç 8 ýëåìåíòîâ ±1,±i,±j,±k,
óìíîæåíèå êîòîðûõ ïîä÷èíåíî ñîîòíîøåíèÿì:

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik, (3.1.1)

à íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò 1. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì,
÷òî óìíîæåíèå, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (3.1.1), àññîöèàòèâíî è ïîýòîìó äåéñòâè-
òåëüíî íàäåëÿåò ìíîæåñòâî H = {±1,±i,±j,±k} ñòðóêòóðîé ãðóïïû. Î÷åâèäíî, ýòà
ãðóïïà íåàáåëåâà.

Ïðèìåð 3.1.9. Ãðóïïà Q∗ íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ãðóïïà R∗ íåíóëåâûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë è ãðóïïà C∗ íåíóëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èìåþò óìíîæåíèå â êà÷åñòâå
ãðóïïîâûõ îïåðàöèé è ÷èñëî 1 â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå
÷èñåë êîììóòàòèâíî, ýòè ãðóïïû àáåëåâû.

Ïðèìåð 3.1.10. Ãðóïïà H∗ íåíóëåâûõ êâàòåðíèîíîâ Ãàìèëüòîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî âèäà

H∗ = {a+ bi+ cj + dk | (a, b, c, d) ∈ R4 \ 0},
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à óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò òð¼õ íåêîììóòèðóþùèõ ïåðå-
ìåííûõ i, j, k, óìíîæåíèå êîòîðûõ ïîä÷èíÿåòñÿ ïðàâèëàì (3.1.1) óìíîæåíèÿ â ãðóïïå H
êâàòåðíèîííûõ åäèíèö. Ïðè ýòîì

(a+ bi+ cj + dk)−1 =
a− bi− cj − dk
a2 + b2 + c2 + d2

.

Î÷åâèäíî, ýòà ãðóïïà íåàáåëåâà.

Ïðèìåð 3.1.11. Ìíîæåñòâî Matk(m,n) ìàòðèö ðàçìåðîâ m × n íàä ïîëåì k îáðàçóåò
àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Ïðèìåð 3.1.12. Ìíîæåñòâî GLk(n) íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n
íàä ïîëåì k îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ. Ïðè n ≥ 2 ýòà ãðóïïà
íåàáåëåâà (äîêàæèòå!).

Ïóñòü (G, ∗) è (H, ◦) � ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 3.1.13. Îòîáðàæåíèå f : G→ H íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï, åñëè
îíî ñîõðàíÿåò ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ, ò. å.

∀g1, g2 ∈ G f(g1 ∗ g2) = f(g1) ◦ f(g2).

Áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 3.1.14. Ïîäãðóïïîé ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî H ⊆ G, çàìêíó-
òîå îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé îïåðàöèè è âçÿòèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà, ò. å. îáëàäàþùåå
ñâîéñòâàìè:

1) ∀h1, h2 ∈ H h1h2 ∈ H,
2) ∀h ∈ H h−1 ∈ H.

Äëÿ ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå H ≤ G èëè H < G.

×èòàòåëþ ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ïîäãðóïïû ñëåäóåò,
÷òî ïîäãðóïïà âñåãäà ñîäåðæèò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.

Óïðàæíåíèå 3.1.15. Îïèøèòå ÿâíî âñå ïîäãðóïïû â ãðóïïå H êâàòåðíèîííûõ åäèíèö
(ñì. ïðèìåð 3.1.8).

Òåîðåìà 3.1.16 (êðèòåðèé ïîäãðóïïû). Ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ â íåé
ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ h1, h2 ∈ H âûïîëíåíî
h1h

−1
2 ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî íåñëîæíîå óïðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ.

Óïðàæíåíèå 3.1.17. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ïîäãðóïï â ãðóïïå G
ÿâëÿåòñÿ â íåé ïîäãðóïïîé.

Ïðèìåð 3.1.18. Ãðóïïà D3 ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà èçîìîðôíà ãðóïïå S3

ïåðåñòàíîâîê òð¼õ ñèìâîëîâ.

3.1.2 Öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû è ãðóïïû

Ïóñòü G � ãðóïïà, çàïèñûâàåìàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíî, è g ∈ G � å¼ ïðîèçâîëüíûé ýëå-
ìåíò. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì gn n-êðàòíóþ êîìïîçèöèþ gg . . . g äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n. Ïîíÿòíî, ÷òî (g−1)n = (gn)−1, è òîãäà ïîëîæèì g−n := (g−1)n = (gn)−1. Òàêæå
ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ g0 := e.
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Îïðåäåëåíèå 3.1.19. Ïîäìíîæåñòâî 〈a〉 := {an |n ∈ Z} ⊆ G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
â ãðóïïå G è íàçûâàåòñÿ (öèêëè÷åñêîé) ïîäãðóïïîé, ïîðîæä¼ííîé ýëåìåíòîì g. Ñàì
ýëåìåíò g íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùåé, èëè ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì, öèêëè÷åñêîé ïîäãðóï-
ïû 〈g〉.

Â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ãðóïïû G è âûáîðà ýëåìåíòà g ïîäãðóïïà 〈g〉 ìîæåò áûòü
êàê êîíå÷íîé, òàê è áåñêîíå÷íîé.

Îïðåäåëåíèå 3.1.20. Åñëè ïîäãðóïïà 〈g〉 áåñêîíå÷íà, òî ãîâîðÿò, ÷òî g � ýëåìåíò áåñ-
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èëè ÷òî g èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê â ãðóïïå G. Åñëè ïîäãðóïïà 〈g〉
êîíå÷íà, òî ãîâîðÿò, ÷òî g � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà èëè ÷òî g èìååò êîíå÷íûé ïî-
ðÿäîê â ãðóïïå G. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê ïîðîæä¼ííîé
èì ïîäãðóïïû 〈g〉. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà g â ãðóïïå G îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ord G(g).

Çàìå÷àíèå 3.1.21. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà g â ãðóïïå G ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì ðàâ-
íîñèëüíûì ñïîñîáîì. Åñëè äëÿ n ∈ N ∪ 0 âñå gn ðàçëè÷íû â ãðóïïå G, òî g � ýëåìåíò
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ord G(g) = min{n | gn = e}.

Îïðåäåëåíèå 3.1.22. Öèêëè÷åñêîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà G, ñîâïàäàþùàÿ ñ îäíîé èç ñâîèõ
öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Ñîîòâåòñòâåííî, íà öèêëè÷åñêèå ãðóïïû åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïåðåíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ îáðàçóþùåé, à òàêæå êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì å¼ îáðàçóþùåé.

Ïðèìåð 3.1.23. Ãðóïïà (Z,+) öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ íå ìóëü-
òèïëèêàòèâíàÿ, à àääèòèâíàÿ çàïèñü!) ñîâïàäàåò ñî ñâîåé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé 〈1〉
è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Î÷åâèäíî, îíà èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Ïðèìåð 3.1.24. Ãðóïïà (Rotn, ◦) âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà (ãðóïïîâàÿ îïå-
ðàöèÿ � êîìïîçèöèÿ âðàùåíèé) òàêæå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Â êà÷åñòâå å¼ îáðàçóþùåé
ìîæíî âûáðàòü âðàùåíèå íà óãîë, èìåþùèé ðàäèàííóþ ìåðó 2π/n (â ëþáîì èç äâóõ
âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé). Ãðóïïà Rotn êîíå÷íà è èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé n.

Ïðèìåð 3.1.25. Ãðóïïà (Zn,+) êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n (ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ �
ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ n) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Â êà÷åñòâå å¼ îáðàçóþùåé ìîæíî âûáðàòü
êëàññ åäèíèöû.

Òåîðåìà 3.1.26 (êëàññèôèêàöèÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï). Áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà èçîìîðôíà ãðóïïå (Z,+). Êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà ãðóï-
ïå (Zn,+).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãðóïïà 〈g〉 áåñêîíå÷íà, òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ m,n ∈ Z ýëå-
ìåíòû gm è gn òàêæå ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå ëîãàðèôìè-
ðîâàíèÿ

log : G→ Z : gn 7→ n.

Ïîíÿòíî, ÷òî log ïåðåâîäèò ïðîèçâåäåíèå gmgn = gm+n âm+n, ò. å. îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì ãðóïï (ãðóïïà 〈g〉 çàïèñûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíî, à Z � àääèòèâíàÿ ãðóïïà).
Îòîáðàæåíèå pot : Z → 〈g〉 : n 7→ gn (åñòåñòâåííî íàçâàòü åãî ïîòåíöèðîâàíèåì), êàê
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ ëîãàðèôìèðîâàíèÿ:

pot ◦ log : 〈g〉 log−→ Z pot−→ 〈g〉 : gn 7→ n 7→ gn ⇒ pot ◦ log = id〈g〉;

log ◦ pot : Z pot−→ 〈g〉 log−→ Z : n 7→ gn 7→ n⇒ log ◦pot = idZ.

Ïóñòü òåïåðü 〈g〉 � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n; ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò,
÷òî ïîðÿäîê å¼ îáðàçóþùåé ðàâåí n. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîðÿäêà ýëåìåíòà â ãðóïïå,
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äëÿ 0 ≤ i, j ≤ n− 1 ïðè i 6= j âûïîëíåíî gi 6= gi, ò. å. îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ëîãàðèô-
ìèðîâàíèÿ log : 〈g〉 → Zn : gi 7→ i. Ïîñêîëüêó log(gigj) = log gi+j = i + j = log gi + log gj,
òî log � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Îòîáðàæåíèå ïîòåíöèðîâàíèÿ pot : Zn → 〈g〉 : i 7→ gi ÿâëÿ-
åòñÿ äâóñòîðîííèì îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì äëÿ log (Óïðàæíåíèå: äîêàæèòå ýòî!).

Ïðåäëîæåíèå 3.1.27 (êðèòåðèé öèêëè÷íîñòè êîíå÷íîé ãðóïïû). Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîäåðæèò ýëåìåíò g ∈ G,
ïîðÿäîê êîòîðîãî ord G(g) ðàâåí ïîðÿäêó |G| ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñâîèõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. Îáðàçóþùàÿ ýòîé öèêëè-
÷åñêîé ïîäãðóïïû èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé |G|.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: åñëè m,n � öåëûå ÷èñëà, òî èõ
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì (m,n). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ÷èñëà
m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî (m,n) = 1. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ
ñ n è íå ïðåâîñõîäÿùèõ n. Â ÷àñòíîñòè, ϕ(1) = 1 è ϕ(p) = p − 1, åñëè ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì.

Ëåììà 3.1.28 (õàðàêòåðèçàöèÿ îáðàçóþùèõ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû). Ïóñòü g
� îáðàçóþùàÿ êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, èìåþùåé ïîðÿäîê n. Ýëåìåíò g` ÿâëÿåòñÿ
îáðàçóþùåé ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (`, n) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (`, n) = 1. Òîãäà ñóùåñòâóþò u, v ∈ Z òàêèå, ÷òî `u + nv = 1.
Îòñþäà g`ugnv = g. Ïîñêîëüêó G = 〈g〉 èìååò ïîðÿäîê n, òî gn = e, è òîãäà g`u = g.
Òàêèì îáðàçîì, îáðàçóþùàÿ g ïîëó÷àåòñÿ êàê ñòåïåíü ýëåìåíòà g` è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå
ýëåìåíòû ãðóïïû G òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ýëåìåíòà g`. Òàêèì îáðàçîì, g` òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ãðóïïû G. Ïóñòü òåïåðü 〈g`〉 = 〈g〉; òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå u ∈ N,
÷òî g`u = g. Îòñþäà `u− 1 = nv äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ Z. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (`, n) = 1.

Òåîðåìà 3.1.29 (îñíîâíàÿ òåîðåìà î öèêëè÷åñêèõ ãðóïïàõ). (1) Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà H
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. (2) Ïîðÿäîê ëþáîé ïîäãðóïïû H
êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû G. (3) Åñëè n �
ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G è ` � íàòóðàëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà n, òî â ãðóïïå G
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H, èìåþùàÿ ïîðÿäîê, ðàâíûé `. (4) Äëÿ êàæäîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà d, ÿâëÿþùåãîñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà n ãðóïïû G, êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ ãðóïïû G, èìåþùèõ ïîðÿäîê, ðàâíûé d, ðàâíî ϕ(d), ãäå ϕ(d) � çíà÷åíèå ôóíêöèè
Ýéëåðà îò ÷èñëà d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, òî îíà èìååò âèä 〈g〉. Çà-
ôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü îáðàçóþùóþ g ãðóïïû G.

(1) Åñëè |H| = 1, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàìåòèì, ÷òî ïîä-
ãðóïïà H ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ïîëîæèòåëüíóþ ñòåïåíü îáðàçóþùåé g, ò. å. ñóùåñòâóåò
n ∈ N òàêîå, ÷òî gn ∈ H. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà, ïîñêîëüêó
|H| > 1, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò âèäà g−n ∈ H, n ∈ N. Íî ýëåìåíò gn, îáðàòíûé
ê ýëåìåíòó g−n, òîæå ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå H.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî {n ∈ N | gn ∈ H} ⊆ N è â í¼ì âûáåðåì íàèìåíü-
øèé ýëåìåíò s = min{n ∈ N | gn ∈ H}. Î÷åâèäíî, ÷òî îí ñóùåñòâóåò. Òåïåðü âîçüì¼ì
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäãðóïïû H; îí èìååò âèä gt.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî s ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà t. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå t = sq+r,
ãäå q ∈ Z, r ∈ N è 0 < r < s, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà s. Èòàê, âñå ýëåìåíòû
ïîäãðóïïû H èìåþò âèä gsq = (gs)q, q ∈ Z. Ïîíÿòíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû âèäà (gs)q, q ∈ Z,
ïðèíàäëåæàò ïîäãðóïïå H. Èòàê, H = 〈gs〉.
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(2) Ïîäãðóïïà H öèêëè÷åñêîé ãðóïïû G = 〈g〉, áóäó÷è öèêëè÷åñêîé, èìååò âèä
H = 〈gs〉, ãäå s = min{n ∈ N | gn ∈ H}. Ïóñòü ord Gg = |G| = n. Òîãäà, â ñèëó êîíå÷íîñòè
ãðóïïû G, ñóùåñòâóþò òàêèå t ∈ N, ÷òî (gs)t = e = gn. Ïóñòü ` = min{t ∈ N | (gs)t = e}.
Òàêèì îáðàçîì, s` ≡ 0 mod n, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî s` = n.

(3) Ïîñêîëüêó ` � äåëèòåëü ÷èñëà n, òî n/` ∈ N. Ïîäãðóïïà H = 〈gn/`〉 < G èìååò ïîðÿ-
äîê, ðàâíûé `. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà H ′ < G, òàêæå èìåþùàÿ
ïîðÿäîê, ðàâíûé `. Ïîñêîëüêó G = 〈g〉, òî H ′ òîæå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Òàêèì îáðà-
çîì, ñóùåñòâóåò s ∈ N òàêîå, ÷òî H ′ = 〈gs〉, ïðè÷¼ì s` ≡ 0 mod n. Òîãäà íàéä¼òñÿ r ∈ Z
òàêîå, ÷òî s = nr/`. Òàêèì îáðàçîì, gs = gnr/`, îòêóäà H ′ < H. Ïîñêîëüêó |H ′| = |H|,
òî H ′ = H.

(4) Ñîãëàñíî (3), äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî äåëèòåëÿ d|n â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ïîäãðóïïà H, èìåþùàÿ ïîðÿäîê, ðàâíûé d. Ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G,
èìåþùèå ïîðÿäîê, ðàâíûé d, ñóòü îáðàçóþùèå åäèíñòâåííîé ïîäãðóïïû H, èìåþùåé
ïîðÿäîê d. Èìååì H = 〈gn/d〉. Ýëåìåíò gsn/d � äðóãàÿ îáðàçóþùàÿ ïîäãðóïïû H â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà (s, d) = 1. Ïðè ýòîì áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ðàçëè÷íûå îáðàçóþ-
ùèå, åñëè è òîëüêî åñëè s < d. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèâ ëåììó 3.1.28, ïîëó÷àåì ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d â ãðóïïå G, ðàâíîå ϕ(d).

Óïðàæíåíèå 3.1.30. Äîêàæèòå, ÷òî â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå, èìåþùåé ïîðÿäîê, áîëüøèé
äâóõ, ÷èñëî îáðàçóþùèõ ÷¼òíî.

Óïðàæíåíèå 3.1.31. ÏóñòüG � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n ñ îáðàçóþùåé g. Íàéäèòå
è äîêàæèòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âêëþ÷åíèÿ 〈gs〉 ⊆ 〈gr〉.

3.1.3 Òàáëèöà Êýëè è òåîðåìà Êýëè

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n, çàïèñûâàåìàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíî. Ïåðåíóìå-
ðóåì å¼ ýëåìåíòû êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì: g1, g2, . . . , gn. Òîãäà âñå êîìïîçèöèè â ãðóïïå G
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå òàáëèöû óìíîæåíèÿ, èëè òàáëèöû Êýëè, ñëåäóþùåãî âèäà:

g1 g2 . . . gn
g1 . . .
g2 . . .
...

...
...

. . .
...

gn . . .

Óñëîâèìñÿ î òîì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå gigj íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëá-
öà. Çàìåòèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ ÷àñòü òàáëèöû (ò. å. ñîâîêóïíîñòü ÿ÷ååê, ðàñïîëîæåííûõ
ïðàâåå âåðòèêàëüíîé äâîéíîé ÷åðòû è íèæå ãîðèçîíòàëüíîé äâîéíîé ÷åðòû) ââèäó îä-
íîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ãðóïïå (ïðåäëîæåíèå 3.1.2) îáëàäàåò ñëåäóþùèì
êîìáèíàòîðíûì ñâîéñòâîì:
êàæäûé ýëåìåíò âñòðå÷àåòñÿ â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû òîëüêî
ïî îäíîìó ðàçó. Òàêàÿ òàáëèöà ðàçìåðà n× n íàçûâàåòñÿ ëàòèíñêèì êâàäðàòîì.

Â ÷àñòíîñòè, âûáðàâ êàêîé-ëèáî (ïðîèçâîëüíûé) ýëåìåíò g ∈ G, â ñîîòâåòñòâóþùåé
åìó ñòðîêå òàáëèöû îáíàðóæèì gg1, gg2, . . . , ggn. Âû÷èñëèâ çíà÷åíèÿ ýòèõ ïðîèçâåäåíèé
â ãðóïïå G, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî gγ(1), gγ(2), . . . , gγ(n), è òåì ñàìûì ïîëó÷èì ïåðåñòà-
íîâêó èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ óìíîæåíèþ ñëåâà íà ýëåìåíò g:

g 7→ γ =

(
1 2 . . . n

γ(1) γ(2) . . . γ(n)

)
.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè g1 = e � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò òîæäå-
ñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà:

g 7→ ε =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
.

Íàêîíåö, ïîñëåäîâàòåëüíîå óìíîæåíèå ñëåâà ñíà÷àëà íà ýëåìåíò g, à çàòåì íà ýëåìåíò g′

ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ ê ðÿäó èíäåêñîâ (1 2 . . . n) ñíà÷àëà ïåðåñòà-
íîâêè γ (ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåìåíòó g), à çàòåì ïåðåñòàíîâêè γ′ (ñîîòâåòñòâóþùåé ýëå-
ìåíòó g′). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåííîå ñîîòâåòñòâèå ñîõðàíÿåò êîìïîçèöèþ: g′g 7→ γ′ ◦ γ.
Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì ãðóïï G→ Sn ãðóïïû G â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó
(ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê) n ýëåìåíòîâ. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç ñòðîê òàáëèöû íå ïîâòîðÿåòñÿ,
òî ïîñòðîåííûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï èíúåêòèâåí. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3.1.32 (òåîðåìà Êýëè î âëîæåíèè êîíå÷íîé ãðóïïû â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó).
Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà G îáëàäàåò ãîìîìîðôíûì âëîæåíèåì â ïîäõîäÿùóþ ñèììåò-
ðè÷åñêóþ ãðóïïó.

3.2 Ïîäãðóïïû. Íîðìàëüíîñòü è ôàêòîðãðóïïû. Ãîìîìîðôèçìû
è äåéñòâèÿ

3.2.1 Ñìåæíûå êëàññû îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû. Òåîðåìà Ëàãðàíæà

Ïóñòü G � ãðóïïà, H � ïîäãðóïïà â íåé.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì ýëåìåíòà g ∈ G â ãðóïïå G îòíîñèòåëüíî
ïîäãðóïïû H íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

gH = {gh |h ∈ H}.

Ïðàâûì ñìåæíûì êëàññîì ýëåìåíòà g ∈ G â ãðóïïå G îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H íàçû-
âàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Hg = {hg |h ∈ H}.

Ëåììà 3.2.2 (ðàçáèåíèå íà ñìåæíûå êëàññû). (1) Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû â ãðóïïå G
îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H îáðàçóþò ðàçáèåíèå. (2) Ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû â ãðóïïå G
îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H îáðàçóþò ðàçáèåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ (äëÿ ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî). Ïóñòü g1H è g2H �
äâà ñìåæíûõ êëàññà. Ïóñòü g1h1 = g2h2. Îòñþäà èìååì g1 = g2h2h

−1
1 , è ïîýòîìó g1 ∈ g2H

è, âìåñòå ñ òåì, g1H ⊆ g2H. Àíàëîãè÷íî, g2 = g1h1h
−1
2 , è ïîýòîìó g2 ∈ g1H è îòñþäà

g2H ⊆ g1H. Ïîìåíÿâ ðîëÿìè g1 è g2, çàêëþ÷àåì, ÷òî g1H = g2H.

Ëåììà 3.2.3 (ðàâíîìîùíîñòü ñìåæíûõ êëàññîâ). Âñå (ëåâûå è ïðàâûå) ñìåæíûå êëàññû
â ãðóïïå G îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H ðàâíîìîùíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áèåêöèÿ äëÿ ëåâîãî êëàññà èìååò âèä: H → gH : h 7→ gh. Äëÿ ïðàâîãî
êëàññà äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Îáúåäèíèâ ëåììû 3.2.2 è 3.2.3 â ñëó÷àå êîíå÷íîé ãðóïïû, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2.4 (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � å¼ ïîäãðóïïà, òî-
ãäà ïîðÿäîê |H| ïîäãðóïïû H ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà |G| ãðóïïû G. Ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

|G| = |H|[G : H],
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â êîòîðîì ñèìâîë [G : H] îçíà÷àåò ÷èñëî (ëåâûõ èëè ïðàâûõ ) ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû
G îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H.

Çàìå÷àíèå 3.2.5. Ïîñêîëüêó âñå ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ñîäåðæàò ïîðîâíó ýëå-
ìåíòîâ, êîëè÷åñòâî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H ðàâíî
êîëè÷åñòâó ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ òîé æå ãðóïïû îòíîñèòåëüíî òîé æå ïîäãðóïïû.

Óïðàæíåíèå 3.2.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿ-
åòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû G.

Óïðàæíåíèå 3.2.7. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
÷èñëîì, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Ñëåäñòâèå 3.2.8. Äëÿ öåïî÷êè ïîäãðóïï K < H < G êîíå÷íîé ãðóïïû G èìååì ðàâåí-
ñòâî

[G : K] = [G : H][H : K].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà òðèæäû: äëÿ K < G, äëÿ H < G
è äëÿ K < H.

|G| = [G : K]|K|,
|G| = [G : H]|H| = [G : H][H : K]|K|.

Ñðàâíèâ ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.2.9. ×èñëî [G : H] ëåâûõ (ïðàâûõ) ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G îòíîñè-
òåëüíî å¼ ïîäãðóïïû H íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G.

3.2.2 Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî; åãî ýëåìåíòû ìû áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè. Ïóñòü SX � ìíîæå-
ñòâî áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâàX íà ñåáÿ. Ýòî ìíîæåñòâî íàäåëåíî ñòðóêòóðîé
ãðóïïû îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè.

Îïðåäåëåíèå 3.2.10. Ãðóïïà SX íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ìíîæåñòâà X.

Ïðèìåð 3.2.11. Åñëè X � ìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ X = {1, 2, . . . , n}, òî SX = Sn �
ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê n ñèìâîëîâ (ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íà n ñèìâîëàõ).

Îïðåäåëåíèå 3.2.12. Äåéñòâèåì ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì
ãðóïï

α : G→ SX .

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå α äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ G îïðåäåëÿåò áèåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå α(g) : X → X : x 7→ α(g)(x). Ïîñêîëüêó α � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, äëÿ äåéñòâèÿ
êîìïîçèöèè ýëåìåíòîâ ãðóïïû èìååì êîìïîçèöèþ èõ äåéñòâèé α(gg′) = α(g)◦α(g′) è òîæ-
äåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà α(e) = idX .

Áîëåå òîãî, îïðåäåëåíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ìíîæåñòâå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì ðàâíîñèëüíûì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3.2.13. Äåéñòâèåì ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
α̂ : G×X → X, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì:

1. Äëÿ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà e ∈ G îòîáðàæåíèå α̂e � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå;

2. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ g, g′ ∈ G âûïîëíåíî ïðàâèëî êîìïîçèöèè α̂gg′ = α̂g ◦ α̂g′ .
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Óïðàæíåíèå 3.2.14. Äîêàæèòå, ÷òî èç àêñèîì äåéñòâèÿ ãðóïïû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ýëåìåíòà g ∈ G ñïðàâåäëèâî α̂g−1 = α̂−1

g .

Óïðàæíåíèå 3.2.15. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ G è åñòåñòâåííîé áèåêöèè

X
∼−→ g ×X : x 7→ (g, x)

èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå α̂g : X → g ×X α̂−→ X áèåêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå 3.2.16. Îðáèòîé òî÷êè x ∈ X ïðè äåéñòâèè α̂ : G × X → X ãðóïïû G
íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îáðàç G(x) := α̂(G× x).

Ïðèìåð 3.2.17. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî òî÷åê åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, G = S1 � ãðóïïà
âðàùåíèé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò. Êàæäîå âðàùåíèå íà óãîë φ ∈ [0, 2π) ìî-
æåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê òî÷êà íà îêðóæíîñòè, èìåþùàÿ ïîëÿðíóþ êîîðäèíàòó
(ïîëÿðíûé óãîë), ðàâíóþ φ. Ïðè ýòîì êîìïîçèöèè âðàùåíèé ñîîòâåòñòâóåò ñóììà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èì ïîëÿðíûõ óãëîâ. Â ýòîì ñìûñëå îêðóæíîñòü S1 íàäåëåíà ñòðóêòóðîé
ãðóïïû, à ãðóïïà âðàùåíèé ïëîñêîñòè èçîìîðôíà ãðóïïå S1. Ïðè äåéñòâèè ãðóïïû S1

âðàùåíèÿìè ïëîñêîñòè ïîëó÷èì ñëåäóþùåå: îðáèòû âñåõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò öåíòðà âðà-
ùåíèÿ (íà÷àëà êîîðäèíàò), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îðáèòà íà÷àëà êîîðäèíàò ñîñòîÿò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè � ñàìîãî
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 3.2.18. Ïóñòü An
k � n-ìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Êàê èç-

âåñòíî, àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà òî÷åê è n-ìåðíîãî k-âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà, ñâÿçàííûõ èçâåñòíûì íàáîðîì àêñèîì. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî òî÷åê àô-
ôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An

k , Vn � àññîöèèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà An

k . Òîãäà èìååò ìåñòî äåéñòâèå τ : Vn ×X → X : (v, ẋ) 7→ ẋ + v, ñòàâÿùåå
â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó âåêòîðó v ∈ Vn è êàæäîé òî÷êå ẋ ∈ X òî÷êó ẋ+ v, ïîëó÷åííóþ
ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì òî÷êè ẋ íà âåêòîð v ∈ Vn. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû àêñèîìû:

1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ẋ ∈ X ẋ+ 0 = ẋ.

2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ẋ ∈ X è äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ v, v′ ∈ Vn âûïîëíåíî ẋ + (v + v′) =
(ẋ+ v) + v′.

3. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê ẋ, ẋ′ ∈ X ñóùåñòâóåò âåêòîð v ∈ Vn òàêîé, ÷òî ẋ′ = ẋ+ v.

4. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê ẋ, ẋ′ ∈ X âåêòîð v ∈ Vn, îïèñàííûé â ï. 3, åäèíñòâåíåí.

Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàåò äåéñòâèå ãðóïïû âåê-
òîðîâ íà ìíîæåñòâå òî÷åê, ïðè÷¼ì ýòî äåéñòâèå îáëàäàåò ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, îïè-
ñàííûìè â ïï. 3 è 4, ê êîòîðûì ìû åù¼ âåðí¼ìñÿ. Îðáèòîé êàæäîé òî÷êè ẋ ∈ X ÿâëÿåòñÿ
âñ¼ ìíîæåñòâî X.

Ñîãëàøåíèå 3.2.19. Ïóñòü äåéñòâèå α̂ : G×X → X ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X ôèêñè-
ðîâàíî. Òîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå g(x) âìåñòî α̂(g, x).

Îïðåäåëåíèå 3.2.20. Äåéñòâèå α̂ : G × X → X ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåò-
ñÿ ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ g, h ∈ G è ëþáîé òî÷êè x ∈ X âûïîëíåíî
g(x) 6= h(x).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ñâîáîäíîì äåéñòâèè íåâîçìîæíà ñèòóàöèÿ g(x) = x ïðè g 6= e.

Îïðåäåëåíèå 3.2.21. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ýëåìåíòà g ∈ G
ïðè äåéñòâèè α̂ : G× x→ X, åñëè âûïîëíåíî g(x) = x.

Ñâîáîäíîå äåéñòâèå � ýòî äåéñòâèå áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.22. Äåéñòâèå α̂ : G × X → X ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X íàçûâà-
åòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X íàéä¼òñÿ ýëåìåíò g ∈ G òàêîé,
÷òî g(x) = y.

Èíà÷å ãîâîðÿ, äåéñòâèå òðàíçèòèâíî, åñëè ëþáàÿ åãî îðáèòà ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíî-
æåñòâîì X. Îáðàçíî ãîâîðÿ, òðàíçèòèâíîå äåéñòâèå ñäâèãàåò êàæäóþ òî÷êó â êàæäóþ
òî÷êó (ïîäõîäÿùèì ýëåìåíòîì ãðóïïû äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê).

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ëþáîãî äåéñòâèÿ α̂ : G×X → X íà ëþáóþ èç åãî îðáèò:

α̂|G(x) : G×G(x)→ G(x).

Äåéñòâèå α̂|G(x) òðàíçèòèâíî.
Òðàíçèòèâíîå è ñâîáîäíîå äåéñòâèå íàçûâàþò ðåãóëÿðíûì.
Â ÷àñòíîñòè, n-ìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k � ýòî ìíîæåñòâî (òî÷åê),

íà êîòîðîì àääèòèâíàÿ ãðóïïà n-ìåðíîãî k-âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà äåéñòâóåò òðàíçè-
òèâíî è ñâîáîäíî, ò. å. ðåãóëÿðíî (Óïðàæíåíèå: ïðîâåðüòå, ÷òî òðåáîâàíèÿ òðàíçèòèâ-
íîñòè è ñâîáîäû äåéñòâèÿ ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå ïï. 3 è 4 ïðèìåðà 3.2.18. Îáðàòíàÿ
èìïëèêàöèÿ î÷åâèäíà. Òàêèì îáðàçîì, ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî êëàññè÷åñêîìó îïðå-
äåëåíèþ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, îáû÷íî ïðèâîäèìîìó â êíèãàõ ïî ãåîìåòðèè, ñ àêñè-
îìàìè 1�4 ïðèìåðà 3.2.18).

Ïðèìåð 3.2.23. Äåéñòâèå ãðóïïû íà ñåáå ëåâûìè ñäâèãàìè îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì

λ : G×G→ G : (g, x) 7→ gx.

Î÷åâèäíî, îíî ðåãóëÿðíî. Ïðè ýòîì äåéñòâèå êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ g ∈ G, îòëè÷íîãî
îò íåéòðàëüíîãî, íå ñîõðàíÿåò ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ (gx)(gx′) 6= g(xx′) è ïîýòîìó íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Ïðèìåð 3.2.24. Ïóñòü H < G � ïîäãðóïïà. Äåéñòâèå ãðóïïû ëåâûìè ñäâèãàìè íà ìíî-
æåñòâå å¼ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå H îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì

λH : G× {gH} → {gH} : (g′, gH) 7→ g′gH.

Îïðåäåëåíèå 3.2.25. Äåéñòâèå α̂ : G ×X → X ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ
ýôôåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ g, h ∈ G, g 6= h, ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ X
òàêàÿ, ÷òî g(x) 6= h(x).

Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïðè ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè êàæäûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò ñäâèãàåò
ñ ìåñòà õîòÿ áû îäíó òî÷êó.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.26. Îðáèòû ëþáîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû α̂ : G×X → X îáðàçóþò ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼ íà ìíîæåñòâå X: x ∼ x′, åñëè íàéä¼òñÿ
g ∈ G òàêîé, ÷òî x′ = g(x). Î÷åâèäíî, ýòî îòíîøåíèå ðåôëåêñèâíî. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,
x = g−1(x) è, òåì ñàìûì, îòíîøåíèå ∼ ñèììåòðè÷íî. Ïóñòü, íàêîíåö, x ∼ x′ è x′ ∼ x′′,
ò. å. ñóùåñòâóþò g, g′ ∈ G òàêèå, ÷òî x′ = g(x) è x′′ = g′(x′). Òîãäà x′′ = g′(x′) = g′g(x),
ò. å. x ∼ x′′, è ∼ åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü. Â êàæäûé êëàññ îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè âõîäÿò òî÷êè îäíîé îðáèòû è òîëüêî îíè: x ∼ x′ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
òîãäà x′ ∈ G(x).

Îïðåäåëåíèå 3.2.27. Ñòàáèëèçàòîðîì, èëè ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé, òî÷êè x ∈ X
ïðè äåéñòâèè α̂ : G→ X íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà Gx = {g ∈ G | g(x) = x}.
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Ïîíÿòíî, ÷òî äåéñòâèå α̂ ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòàáèëèçà-
òîðû âñåõ òî÷åê x ∈ X òðèâèàëüíû: Gx = {e}.

Â ÷àñòíîñòè, äåéñòâèå ãðóïïû íà ñåáå ëåâûìè ñäâèãàìè òðàíçèòèâíî, ýôôåêòèâíî
è ñâîáîäíî. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå å¼ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå
H òðàíçèòèâíî.

Òåîðåìà 3.2.28 (îá îðáèòå è ñòàáèëèçàòîðå). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ
íà ìíîæåñòâå X. Òîãäà ïîðÿäîê |G| ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïîðÿäêà ñòàáèëèçàòîðà ëþáîé
òî÷êè x íà ìîùíîñòü å¼ îðáèòû:

|G| = |Gx| · |G(x)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòàáèëèçàòîðGx < G è çàïèøåì äëÿ íåãî òåîðåìó Ëàãðàí-
æà:

|G| = |Gx| · [G : Gx].

Áèåêöèÿ ìíîæåñòâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïûG îòíîñèòåëüíî ñòàáèëèçàòîðàGx íà
ìíîæåñòâî òî÷åê å¼ îðáèòû óñòàíàâëèâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ñîîòâåòñòâèåì: gGx 7→ g(x).
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî h ∈ Gx èìååì gh(x) = g(h(x)) = g(x), ò. å. âñå ýëåìåíòû
îäíîãî è òîãî æå ñìåæíîãî êëàññà äåéñòâóþò íà òî÷êó x îäèíàêîâûì îáðàçîì. Îáðàòíî,
ïóñòü g(x) = g′(x). Òîãäà x = g−1g(x) = g−1g′(x), ò. å. g−1g′ ∈ Gx. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g

′ ∈
gGx, ò. å. ýëåìåíòû g, g′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó ëåâîìó ñìåæíîìó êëàññó îòíîñèòåëüíî Gx.

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê, íåïîäâèæíûõ ïðè äåéñòâèè ýëå-
ìåíòîì g ∈ G:

Xg := {x ∈ X | g(x) = x}.

Ïîñêîëüêó, êàê ìû âèäåëè, äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X èíäóöèðóåò íà í¼ì îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèâîäÿùåå ê ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâàX íà îðáèòû, òî åñòåñòâåííî
îáðàçîâàòü ôàêòîðìíîæåñòâî X/G, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ìíîæåñòâî îðáèò ðàññìàòðè-
âàåìîãî äåéñòâèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.2.29. Ïîäìíîæåñòâî Y ⊆ X íàçûâàåòñÿ G-èíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè y ∈ Y âûïîëíåíî G(y) ⊆ Y.

Òåîðåìà 3.2.30 (ëåììà Á¼ðíñàéäà). Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîíå÷íîì
ìíîæåñòâå X. Òîãäà

|X/G| = 1

|G|
∑
g∈G

|Xg|,

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû â âèäå∑
g∈G

|Xg| = |{(g, x) ∈ G×X | gx = x}| =
∑
x∈X

|Gx|.

Ïî òåîðåìå îá îðáèòå è ñòàáèëèçàòîðå |Gx| = |G|/|G(x)|. Èòàê, ìû áóäåì äîêàçûâàòü
ýêâèâàëåíòíîå ðàâåíñòâî

|X/G| =
∑
x∈X

1

|G(x)|
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà G â îáúåäèíåíèå G-èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ X =

⋃
i∈I Yi èç òîãî, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî ïîäìíîæåñòâà

Yi, ñëåäóåò å¼ èñòèííîñòü äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà X. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó
äëÿ îãðàíè÷åíèÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû íà îäíó îðáèòó.
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Òåîðåìà â ýòîì (òðàíçèòèâíîì) ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

1 =
∑
x∈X

1

|G(x)|
,

ïðè÷¼ì X = G(x), ò. å. ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì òîæäåñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 3.2.31. G-ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ñ ôèêñèðîâàííûì
íà í¼ì äåéñòâèåì α ãðóïïû G.

Ïóñòü (X,α) è (Y, β) � G-ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 3.2.32. G-ýêâèâàðèàíòíûì îòîáðàæåíèåì, èëè G-ìîðôèçìîì, èëè ìîð-
ôèçìîì G-ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ òàêîå îòîáðàæåíèå G-ïðîñòðàíñòâ f : X → Y , ÷òî
äëÿ êàæäîãî g ∈ G êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

X

f
��

g // X

f
��

Y
g // Y

Áèåêòèâíîå G-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàþò èçîìîðôèçìîì G-ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü X è Y ðàâíîìîùíû. Îòîæäåñòâèâ èõ êàêèì-ëþáî ñïîñîáîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî âñå áèåêöèè èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y áèåêòèâíû ïåðåñòàíîâêàì èç ãðóïïû SX .
Ïîýòîìó èçîìîðôèçì G-ïðîñòðàíñòâ ÷àñòî íàçûâàþò ïîäñòàíîâî÷íûì èçîìîðôèçìîì,
à ñàìè G-ïðîñòðàíñòâà (X,α) è (Y, β) � ïîäñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíûìè
G-ïðîñòðàíñòâàìè.

Ñîãëàøåíèå 3.2.33. Åñëè äåéñòâèå α òðàíçèòèâíî, òî G-ïðîñòðàíñòâî (G,α) ìû òîæå
áóäåì íàçûâàòü òðàíçèòèâíûì.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò èçó÷àòü äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ìíîæåñòâå å¼ ñìåæíûõ
êëàññîâ âìåñòî å¼ êîíêðåòíîãî äåéñòâèÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû.

Òåîðåìà 3.2.34 (ñòðóêòóðà òðàíçèòèâíîãî äåéñòâèÿ). Òðàíçèòèâíîå G-ïðîñòðàíñòâî
ïîäñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ ãðóïïû G ëåâûìè ñäâèãàìè íà ìíîæåñòâå å¼
ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî ñòàáèëèçàòîðà ëþáîé èç òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì (ïðîèçâîëüíóþ) òî÷êó x ∈ X è ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå G =⋃
gGx ãðóïïû G â îáúåäèíåíèå ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî ñòàáèëèçàòîðà

Gx òî÷êè x. Ýëåìåíòû g âûáðàíû ïî îäíîìó èç êàæäîãî ñìåæíîãî êëàññà. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà X âî ìíîæåñòâî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ âèäà gGx ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Âûáðàííîé òî÷êå x ∈ X ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êëàññ f(x) = eGx. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî x′ ∈ X â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè äåéñòâèÿ ñóùåñòâóåò g′ ∈ G òàêîé, ÷òî
x′ = g′x, è òîãäà ïîëîæèì f(x′) = g′Gx. Ïîíÿòíî, ÷òî f � G-ýêâèâàðèàíòíàÿ áèåêöèÿ
ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ âèäà gGx. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî.

3.2.3 Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Ôàêòîðãðóïïà

Îïðåäåëåíèå 3.2.35. Ïîäãðóïïà N íîðìàëüíà â ãðóïïå G, åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà
g ∈ G åãî ëåâûé ñìåæíûé êëàññ ïî ïîäãðóïïå N ñîâïàäàåò ñ åãî ïðàâûì ñìåæíûì
êëàññîì, ò. å. gN = Ng. Òàêæå íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó èíîãäà íàçûâàþò íîðìàëüíûì
äåëèòåëåì, èëè èíâàðèàíòíîé ïîäãðóïïîé. Îáîçíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû: N / G.
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Î÷åâèäíî, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå ëþáàÿ ïîäãðóïïà íîðìàëüíà.
Ëþáàÿ ãðóïïà G ñîäåðæèò, êàê ìèíèìóì, äâå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû; ýòî {e} è G.

Ãðóïïà, íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé. Òàêîâû, íà-
ïðèìåð, âñå ãðóïïû ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ (óïðàæíåíèå: äîêàæèòå, ÷òî òàêèå ãðóïïû öèê-
ëè÷åñêèå) è çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû An ïðè n ≥ 5 (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âåñüìà
òðóäî¼ìêî è çäåñü ïðèâåäåíî íå áóäåò).

Ïðèìåð 3.2.36. Â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S3 èìåþòñÿ âñåãî òðè íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû:
òðèâèàëüíàÿ {e}, çíàêîïåðåìåííàÿ (îíà æå � ãðóïïà ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê) A3

∼= Z3 è,
íàêîíåö, ñàìà ãðóïïà S3. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïï
Sn ïðè n ≥ 5 (îäíàêî, ðàçóìååòñÿ, çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû An ïðè n ≥ 3 óñòðîåíû
ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì A3; îíè íåöèêëè÷åñêèå è íåàáåëåâû): {e}, An, Sn. Â ãðóïïå S4

èìååòñÿ ñëåäóþùèé íàáîð íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï: {e}, V4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
(òàê íàçûâàåìàÿ ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà), A4 è S4.

Çàìå÷àíèå 3.2.37. Èç òîãî, ÷òî â öåïî÷êå ïîäãðóïï L < M < N ïîäãðóïïà L íîðìàëüíà
â M , à M íîðìàëüíà â N , íå ñëåäóåò, ÷òî L íîðìàëüíà â N .

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî gN = Ng ìîæíî ïåðåïèñàòü â ðàâíîñèëüíîé ôîðìå
N = gNg−1. Ðàññìîòðåâ äåéñòâèå ãðóïïû G íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè

G×G→ G : (g, g′) 7→ gg′g−1,

âèäèì, ÷òî ïîäãðóïïà H íåïîäâèæíà (êàê ïîäìíîæåñòâî; êàæäûé èç å¼ ýëåìåíòîâ ìî-
æåò ïåðåìåùàòüñÿ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íîðìàëüíà. Ïîýòîìó íîðìàëüíûå
ïîäãðóïïû íàçûâàþò èíâàðèàíòíûìè.

Çàìå÷àíèå 3.2.38. Ðàâåíñòâî ëåâîãî è ïðàâîãî ñìåæíûõ êëàññîâ gN = Ng äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà g ∈ G îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

� äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò n′ ∈ N òàêîé, ÷òî gn = n′g;

� äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò n′′ ∈ N òàêîé, ÷òî ng = gn′′.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ïåðåñòàíîâî÷íà â öåëîì ñ ëþáûì ýëåìåíòîì
ãðóïïû G.

Íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.39 (ñóùåñòâîâàíèå ôàêòîðãðóïïû). Íà ìíîæåñòâå ñìåæíûõ êëàñ-
ñîâ ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî å¼ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N /G îïðåäåëåíà èíäóöèðîâàííàÿ
áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ, íàäåëÿþùàÿ ýòî ìíîæåñòâî ñòðóêòóðîé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîä ïðîèçâåäåíèåì ñìåæíûõ êëàññîâ g1N è g2N ïîíèìàþò ñëåäóþùåå
ìíîæåñòâî:

(g1N)(g2N) = {g1n1g2n2 |n1, n2 ∈ N}.
Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû â îáùåì ñëó÷àå
íå ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì êëàññîì îòíîñèòåëüíî òîé æå ïîäãðóïïû. Îäíàêî åñëè N � íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî ñóùåñòâóåò n′1 ∈ N òàêîé, ÷òî n1g2 = g2n

′
1, îòêóäà

g1n1g2n2 = g1g2n
′
1n2 ∈ g1g2N.

Òàêèì îáðàçîì, (g1N)(g2N) = g1(Ng2)N = g1g2NN ⊆ g1g2N. Ýòî âêëþ÷åíèå îïðåäåëÿ-
åò áèíàðíóþ îïåðàöèþ äëÿ ñìåæíûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû N . Ýòà áèíàðíàÿ
îïåðàöèÿ, î÷åâèäíî, àññîöèàòèâíà. Òàêæå (g−1N)(gN) ⊆ g−1gN = eN è (gN)(g−1N) ⊆
gg−1N = eN . Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî g ∈ G èìååì (gN)(eH) = gH è (eH)(gH) = e(Hg)H =
gH. Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå ñìåæíûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H äåéñòâè-
òåëüíî îïðåäåëåíà èíäóöèðîâàííàÿ ñòðóêòóðà ãðóïïû.
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Îïðåäåëåíèå 3.2.40. Ãðóïïà ñìåæíûõ êëàññîâ, ïîñòðîåííàÿ â ïðåäëîæåíèè 3.2.39, íà-
çûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N è îáîçíà÷à-
åòñÿ G/N .

Çàìå÷àíèå 3.2.41. Âàæíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ áèíàðíîé îïåðàöèè íà ñìåæíûõ êëàññàõ
îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû N íåîáõîäèìà å¼ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü â öåëîì ñ ëþáûì ýëåìåí-
òîì ãðóïïû G. Ïîýòîìó áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ ñìåæíûõ êëàññîâ
îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû.

Ñ ôîðìèðîâàíèåì ôàêòîðãðóïïû ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî å¼ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû
N / G ñâÿçàí ãîìîìîðôèçì ãðóïï φ : G� G/N : g 7→ gN .

Óïðàæíåíèå 3.2.42. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 â ëþáîé ãðóïïå G
ÿâëÿåòñÿ â ýòîé ãðóïïå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

3.2.4 ßäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà ãðóïï. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 3.2.43. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà ãðóïï f : G→ G′ íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

ker f := {g ∈ G | f(g) = e}.

Óïðàæíåíèå 3.2.44. Äîêàæèòå, ÷òî ker f / G.

Â êîíòåêñòå ãðóïï ñèìâîë ker f âñþäó ïîíèìàåòñÿ êàê îáîçíà÷åíèå ïîäãðóïïû (ê ñâÿçè
ýòîé ïîäãðóïïû ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîíãðóýíöèåé ìû åù¼ âåðí¼ìñÿ).

Îïðåäåëåíèå 3.2.45. Îáðàçîì ãîìîìîðôèçìà ãðóïï f : G → G′ íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâî

im f := {f(g) | g ∈ G}.
Óïðàæíåíèå 3.2.46. Äîêàæèòå, ÷òî im f < G′.

Çàìå÷àíèå 3.2.47. Îáðàç ãîìîìîðôèçìà ãðóïï ìîæåò íå áûòü íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
â îáëàñòè çíà÷åíèé G′ (ïðèâåäèòå ïðèìåð ãîìîìîðôèçìà ãðóïï, îáðàç êîòîðîãî íå ÿâëÿ-
åòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì).

Èòàê, ïóñòü f : G→ G′ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Âûÿñíèì, êàêèì îáðàçîì ÿäðî îòîáðà-
æåíèÿ f , ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ãîìîìîðôèçì ãðóïïîèäîâ (ò. å. êàê êîíãðóýíöèÿ) ñâÿ-
çàíî ñ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà f ãðóïï êàê ïîäãðóïïîé (ò. å. ñ ïîäãðóïïîé ker f). Ïóñòü
ker f = {g ∈ G|f(g) = e}. Òîãäà äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ g1, g2 ∈ G, èìåþùèõ â G′ ðàâíûå îá-
ðàçû f(g1) = f(g2), èìååì e = f(g1)f(g2)−1 = f(g1g

−1
2 ), ò. å. g1g

−1
2 ∈ ker f. Ïî àíàëîãè÷íîé

ïðè÷èíå g−1
2 g1 ∈ ker f . Ïîíÿòíî, ÷òî g ∈ ker f âëå÷¼ò (hg, h) ∈ Kf äëÿ âñåõ h ∈ G. Èòàê,

èìååì îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ

∆: G×G→ G : (g1, g2) 7→ g1g
−1
2 ,

ïðè÷¼ì îáðàç êîíãðóýíöèè Kf ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ðàâåí ker f , ò. å. âêëþ÷àåòñÿ â êîì-
ìóòàòèâíóþ äèàãðàììó

Kf

��

� � // G×G
∆
��

ker f �
� // G

Ïîñêîëüêó Kf � êîíãðóýíöèÿ, òî èç (g1, g2) ∈ Kf ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî h ∈ g âûïîëíå-
íî (hg1, hg2) ∈ Kf . Òîãäà äëÿ îáðàçîâ ïðè îòîáðàæåíèè ∆ áóäåì èìåòü: èç g1g

−1
2 ∈ ker f

ñëåäóåò h(g1g
−1
2 )h−1 ∈ ker f. Îòñþäà è èç ñþðúåêòèâíîñòè îãðàíè÷åíèÿ ∆|Kf

èìååì íîð-
ìàëüíîñòü ïîäãðóïïû ker f.

Ïîýòîìó òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
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Òåîðåìà 3.2.48 (î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï). Ëþáîé ãîìîìîðôèçì ãðóïï f : G → G′

îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì â êîìïîçèöèþ ñîãëàñíî êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå

G

����

f // G′

G/ker f ∼ // im f
?�

OO

Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï ïîçâîëÿåò ïåðå÷èñëèòü ôàêòîð-
ãðóïïû è ãîìîìîðôèçìû äàííîé ãðóïïû, èñïîëüçóÿ ïåðå÷åíü å¼ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï
(äëÿ íåñëîæíûõ ïîäãðóïï ýòî ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ïîëíîñòüþ, ïîñêîëüêó íåòðóäíî
ïåðå÷èñëèòü íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû) è, ñîîòâåòñòâåííî, ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè
(èëè îòñóòñòâèè) íåòðèâèàëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ ìåæäó äâóìÿ äàííûìè ãðóïïàìè.

Óïðàæíåíèå 3.2.49. Îïèøèòå âñå ãîìîìîðôèçìû ãðóïïû D3 ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà â ãðóïïû, ïîðÿäêè êîòîðûõ íå áîëüøå ÷åì |D3|.

3.2.5 Ñâîéñòâà íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Òåîðåìû îá èçîìîðôèçìàõ äëÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 3.2.50. Ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï A è B ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâî

AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}.
Åñëè ãðóïïàG àáåëåâà, òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ å¼ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.

Â ïðîèçâîëüíîé ñèòóàöèè ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï ìîæåò íå áûòü ïîäãðóïïîé.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.51 (íîðìàëüíîñòü ïðè ïåðåñå÷åíèÿõ è ïðîèçâåäåíèÿõ). Ïóñòü G �
ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, A < G � ïîäãðóïïà, H /G .K � äâå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû. Òîãäà
(1 ) A ∩H / A, (2 ) AH = {ah|a ∈ A, h ∈ H} < G, (3 ) K ∩H / G, (4 ) KH / G.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Äëÿ ëþáîãî a ∈ A è ëþáîãî h ∈ A∩H èìååì aha−1 ∈ A è aha−1 ∈ H
(ïîñêîëüêóH/G). Òàêèì îáðàçîì, a(A∩H)a−1 = A∩H. (2) Äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ A è ëþáûõ
h1, h2 ∈ H âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì ïîäãðóïïû, âû÷èñëèâ

(a1h1)(a2h2)−1 = a1h1h
−1
2 a−1

2 = a1a
−1
2 h′

äëÿ ïîäõîäÿùåãî h′ ∈ H. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîâïàäåíèåì ëåâîãî è ïðàâîãî ñìåæ-
íûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû H, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó h1h

−1
2 a−1

2 =
a−1

2 h′. (3) Äëÿ ëþáîãî g ∈ G è äëÿ ëþáîãî h ∈ K ∩H èìååì, â ñèëó íîðìàëüíîñòè ïîä-
ãðóïï K è H, ghg−1 ∈ K ∩H, ò. å. g(K ∩H)g−1 ⊆ K ∩H, îòêóäà g(K ∩H)g−1 = K ∩H
äëÿ âñåõ g ∈ G. (4) Äëÿ ëþáîãî g ∈ G èìååì gKHg−1 = (gKg−1)(gHg−1) ⊆ KH, îòêóäà
gKHg−1 = KH äëÿ âñåõ g ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 3.2.52. Ïîëíûì ïðîîáðàçîì ïîäìíîæåñòâà S ⊂ T ′ ïðè îòîáðàæåíèè
f : T → T ′ íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

f−1(S) = {t ∈ T | f(t) ∈ S}.

Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî ïîëíûì ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà f(g) ∈ G′ ïðè ãîìîìîðôèçìå
ãðóïï f : G→ G′ ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûé êëàññ gker f .

Ïðåäëîæåíèå 3.2.53 (îáðàç è ïðîîáðàç ïîäãðóïïû è íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû). Ïóñòü
f : G → G′ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà (1 ) äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû A < G âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî f−1f(A) = A · ker f , (2 ) äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû B / G′ å¼ ïîë-
íûé ïðîîáðàç íîðìàëåí: f−1B / G. Åñëè ê òîìó æå ãîìîìîðôèçì f ñþðúåêòèâåí, òî
(3 ) äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû B < G′ âûïîëíåíî f(f−1(B)) = B, (4 ) äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïû A / G å¼ îáðàç òàêæå íîðìàëåí f(A) / G′.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1) f−1f(a) = aker f , îòêóäà

f−1f(A) =
⋃
a∈A

f−1f(a) =
⋃
a∈A

aker f = A · ker f.

(2) Äëÿ ëþáîãî b ∈ B è ëþáîãî g ∈ G èìååì f(g)bf(g)−1 ∈ B. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èç ïðî-
îáðàçîâ bk, k ∈ ker f , ýëåìåíòà b çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ g(bk)g−1 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
f−1(f(g)bf(g)−1) ⊂ f−1B. Äîêàçàòåëüñòâî ïï. (3) è (4) ïðåäëàãàåòñÿ ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.

Òåîðåìà 3.2.54 (ïåðâàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï). Ïóñòü φ : G → G′ � ãî-
ìîìîðôèçì ãðóïï, A � ïîäãðóïïà â ãðóïïå G. Òîãäà

φ(A) ∼= A/(A ∩ kerφ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî A ∩ kerφ / A, äîêàçàíî â ï. 1 ïðåäëîæåíèÿ 3.2.51. Ðàññìîòðèì
êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

kerφ �
� / // G

φ // G′

A ∩ kerφ
?�

OO

� � / // A
?�

OO

ψ // // φ(A)
?�

OO

â êîòîðîé ãîìîìîðôèçì ψ : A→ φ(A) èíäóöèðîâàí îãðàíè÷åíèåì φ|A. Òîãäà

kerψ = {a ∈ A |φ(a) = e} = {a ∈ A |ψ(a) = e} = A ∩ kerφ.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìå ê ãîìîìîðôèçìó ψ, ïîëó÷èì φ(A) ∼= A/(A∩kerφ).

Ñëåäñòâèå 3.2.55 (îãðàíè÷åíèå ôàêòîðèçàöèè íà ïîäãðóïïó). Åñëè H /G è A < G, òî
H / AH, A ∩H / A, AH/H ∼= A/(A ∩H).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ãðóïï φ : G� G/H.Ïî ïðåäëîæåíèþ 3.2.53,
φ−1φ(A) = A · kerφ = AH. Òàê êàê φφ−1φ(A) = φ(A), òî φφ−1φ(A) = φ(AH) = φ(A).
Äâàæäû ïðèìåíèâ ïåðâóþ òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï, ïîëó÷èì

φ(A) ∼= A/(A ∩ kerφ) = A/(A ∩H)

è
φ(A) ∼= AH/(AH ∩ kerφ) = AH/(AH ∩H) = AH/H.

Òåîðåìà 3.2.56 (âòîðàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï). Ïóñòü φ : G� G′ � ñþðú-
åêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï è H / G, òîãäà φ(H) / G′ è èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì
G′/φ(H) ∼= G/(H · kerφ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íîðìàëüíîñòü îáðàçà φ(H) /G′ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ï. (4) ïðåäëîæå-
íèÿ 3.2.53. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì φ0 : G′ → G′/φ(H) è êîìïîçèöèþ

G
φ // //

ψ $$ $$

G′

φ0����
G′/φ(H)

Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï, ïðèìåí¼ííîé ê ãîìîìîðôèçìó ψ, èìååì èçîìîð-
ôèçì ôàêòîðãðóïï G′/φ(G′) ∼= G/kerψ. Äîêàæåì, ÷òî kerψ = H · kerφ. Äåéñòâèòåëüíî,
g ∈ kerψ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(g)φ(H) = φ(H), ò. å. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
φ(g) ∈ φ(H), ò. å. g ∈ φ−1φ(H) = H · kerφ.
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Ñëåäñòâèå 3.2.57 (ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ äëÿ ôàêòîðãðóïï). Ïóñòü N / G . H, ïðè÷¼ì
N < H. Òîãäà H/N / G/N , ïðè÷¼ì èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

G/H ∼=
G/N

H/N
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî H/N � îáðàç ïîäãðóïïû H ïðè ñþðúåêòèâíîì ãîìîìîð-
ôèçìå φ : G� G/N , è òîãäà

G/N

φ(H)
=
G/N

H/N
.

Ïðèìåíèâ âòîðóþ òåîðåìó îá èçîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï, ïîëó÷èì

G/N

φ(H)
∼=

G

H · kerφ
.

Ïîñêîëüêó N < H, èìååì H · kerφ = HN = H.

3.3 Îáðàçóþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû. Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Çàäàíèå
ãðóïïû îáðàçóþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ïîäìíîæåñòâî M ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì ïîäìíî-
æåñòâîì, èëè ìíîæåñòâîì (ñèñòåìîé) îáðàçóþùèõ ãðóïïû G, åñëè êàæäûé ýëåìåíò
g ∈ G îáëàäàåò ïðåäñòàâëåíèåì â âèäå êîìïîçèöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ èçM è îá-
ðàòíûõ ê íèì: gm1

1 . . . gms
s , gi ∈ M , mi ∈ Z, i = 1, . . . , s, s ∈ N. Ñàìè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

M íàçûâàþòñÿ ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè, èëè îáðàçóþùèìè, ãðóïïû G. Ïðè ýòîì
ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì M . Äëÿ çàïèñè ôàêòà ïîðîæäåíèÿ
ãðóïïû G å¼ ïîäìíîæåñòâîì M èñïîëüçóþò çàïèñü G = 〈M〉.

Çàìå÷àíèå 3.3.2. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ñâîèõ ýëå-
ìåíòîâ, ò. å. G = 〈G〉.

Ïðèìåð 3.3.3. Êàê è ëþáàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ãðóïïà Z öåëûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü
çàäàíà îäíîé îáðàçóþùåé Z:

Z = 〈1〉 = 〈−1〉.

Ïðèìåð 3.3.4. Ãðóïïà Dn (n-ÿ äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà) ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíè-
êà ñîñòîèò èç n âðàùåíèé íà óãëû 2π`/n, ` = 0, . . . , n−1, è îñåâûõ ñèììåòðèé îòíîñèòåëü-
íî n îñåé, êîòîðûìè îáëàäàåò ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê. Òàêèì îáðàçîì, n-ÿ äèýäðàëüíàÿ
ãðóïïà èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé 2n. Çàìåòèì, ÷òî ¾äâóóãîëüíèê¿ ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè
D2 ïîíèìàåòñÿ â óñëîâíîì ñìûñëå: åãî ìîæíî ìûñëèòü êàê ÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åí-
íóþ äâóìÿ ðàâíûìè äóãàìè ðàâíûõ îêðóæíîñòåé; ýòà ÷àñòü ïëîñêîñòè èìååò äâà óãëà,
å¼ ñèììåòðèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòû íà 0 è π, à òàêæå îñåâûå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
õîðäû, ñîåäèíÿþùåé óãëû, è îòíîñèòåëüíî å¼ ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Ãðóïïà Dn

ïîðîæäàåòñÿ, íàïðèìåð, äâóìÿ îáðàçóþùèìè ñëåäóþùåãî âèäà: ïîâîðîòîì r íà 2π/n è
ëþáîé èç îñåâûõ ñèììåòðèé t.

Çàìå÷àíèå 3.3.5. Â îäíîé è òîé æå ãðóïïå ìîæíî âûáèðàòü ðàçíûå ñèñòåìû îáðàçóþùèõ,
êîòîðûå ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå ìîùíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.3.6. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé, åñëè îíà äîïóñêàåò
çàäàíèå êîíå÷íîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ.

Ïðèìåð 3.3.7. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q\0, · íå ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé.
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Ïóñòü òåïåðü A � ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû óñëîâèìñÿ íàçûâàòü àëôàâèòîì, à åãî ýëå-
ìåíòû a1, a2, . . . � áóêâàìè.

Îïðåäåëåíèå 3.3.8. Ãðóïïîâûì ñëîâîì íàä àëôàâèòîì A íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå
w = aε11 . . . aεnn , ai ∈ A, εi ∈ {±1}, i = 1, . . . , n, n ∈ N. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïóñòîå
ñëîâî e, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîé áóêâû. Ìíîæåñòâî âñåõ ãðóïïîâûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì
A îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì WA.

Îïðåäåëåíèå 3.3.9. Ïîäñëîâîì ñëîâà aε11 . . . aεnn íàçûâàåòñÿ ëþáîå ñëîâî âèäà aεii . . . a
εi+t

i+t .

Îïðåäåëåíèå 3.3.10. Ñëîâà w è w′ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (îáîçíà÷åíèå:
w ∼ w′), åñëè îíè ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî îòëè÷àþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè âñòàâêîé/óäà-
ëåíèåì îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïîäñëîâ âèäà aa−1, a−1a.

Ïðèìåð 3.3.11. Ñëîâà a1a2a
−1
3 a3a

−1
3 a1a4a

−1
5 è a1bcc

−1ba2a
−1
3 a1a4a

−1
5 ýêâèâàëåíòíû. Ñëîâà

abracadabra è aaaaabbcdrr íå ýêâèâàëåíòíû.

Íà ìíîæåñòâå ãðóïïîâûõ ñëîâ WA îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèè

aε11 . . . aεnn ◦ b
δ1
1 . . . bδmm = aε11 . . . aεnn b

δ1
1 . . . bδmm ,

ïðè÷¼ì íà íà ôàêòîðìíîæåñòâå WA/ ∼ îíà èíäóöèðóåò ñòðóêòóðó ãðóïïû. Ïóñòü [w] �
êëàññ ñëîâ, ýêâèâàëåíòíûõ ñëîâó w. Òîãäà [w][w′] = [w ◦w′], [aε11 . . . aεnn ]−1 = [a−εnn . . . a−ε11 ],
[e] � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå 3.3.12. Ñâîáîäíîé ãðóïïîé íàä àëôàâèòîì A íàçûâàåòñÿ ãðóïïà êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíûõ ãðóïïîâûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì A ñ îïåðàöèåé, èíäóöèðîâàííîé êîíêàòå-
íàöèåé íà ñëîâàõ. Ñâîáîäíóþ ãðóïïó íàä àëôàâèòîì A áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì FA.

Äëÿ ãðóïïû G ñ âûáðàííîé â íåé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ M çàôèêñèðóåì áèåêöèþ

A
∼−→M : a 7→ m.

Ýòà áèåêöèÿ èíäóöèðóåò ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï

ev : FA → G : aε11 . . . aεnn 7→ mε1
1 . . .mεn

n .

Âûðàæåíèå mε1
1 . . .mεn

n âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ñëîâà aε11 . . . aεnn â ãðóïïå G, ïîýòîìó èìååò
ñìûñë íàçâàòü ýòîò ãîìîìîðôèçì ãîìîìîðôèçìîì âû÷èñëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.3.13. Ëþáóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ R äëÿ ÿäðà ker ev äàííîãî ãîìîìîð-
ôèçìà âû÷èñëåíèÿ ev : FA → G íàçûâàþò ìíîæåñòâîì îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
â ãðóïïå G îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îáðàçóþùèõ M . Èòàê, ker ev = 〈R〉.

Îïðåäåëåíèå 3.3.14. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííîé, åñëè îíà äîïóñêàåò
âûáîð êîíå÷íîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ M , äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-
øåíèé R ìîæåò áûòü âûáðàíî òàêæå êîíå÷íûì.

Èòàê, ãðóïïà G çàäà¼òñÿ äàííûìè 〈M |R〉, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ãåíåòè÷åñêèì êîäîì
ãðóïïû G.

Ïðèìåð 3.3.15. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n çàäà¼òñÿ ãåíåòè÷åñêèì êîäîì 〈a | (an, e)〉.

Ïðèìåð 3.3.16. Äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà Dn çàäà¼òñÿ ãåíåòè÷åñêèì êîäîì

〈a, b | (an, e), (b2, e), ((ab)2, e)〉.
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Ïðèìåð 3.3.17. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ïîðîæäåíà òðàíñïîçèöèÿìè gi = (i, i + 1),
i = 1, . . . , n − 1. Òîãäà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òàêîãî çàäàíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû èìåþò âèä

(g2
i , e), i = 1, . . . , n− 1,

(gigj, gjgi), i, j = 1, . . . , n− 1, |i− j| > 1 (n > 3),

(gigi+1gi, gi+1gigi+1), i = 1, . . . , n− 2 (n > 2).

Ïîíÿòíî, ÷òî îäíà è òà æå ãðóïïà äîïóñêàåò ðàçíûå çàäàíèÿ.
Ïåðåõîä îò îäíîãî çàäàíèÿ ãðóïïû G ê äðóãîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè

Òèòöå ÷åòûð¼õ òèïîâ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ:

1. Äîáàâëåíèå íîâîãî ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàåìîãî ÷åðåç ñòàðûå.

2. Ââîä íîâîé îáðàçóþùåé, âûðàæàåìîé ÷åðåç ñòàðûå.

3. Èñêëþ÷åíèå ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàåìîãî ÷åðåç îñòàëüíûå.

4. Èñêëþ÷åíèå îáðàçóþùåé, âûðàæàåìîé ÷åðåç îñòàëüíûå.

Ïóñòü äàíû äâà ãåíåòè÷åñêèõ êîäà 〈M1 |R1〉 è 〈M2 |R2〉. Ïðîáëåìà èçîìîðôèçìà,
èëè ïðîáëåìà Äýíà, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: âûÿñíèòü, èçîìîðôíû ëè ãðóïïû 〈M1 |R1〉
è 〈M2 |R2〉. Çàäà÷à ïðîâåðêè èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèÿ àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà,
åñëè äëÿ íå¼ ïðèíöèïèàëüíî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, äàþùåãî îòâåò ¾èñòèííî/ëîæíî¿
äëÿ ëþáîãî íàáîðà äîïóñòèìûõ âõîäíûõ äàííûõ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ðàáîòû àëãî-
ðèòìà.

Â êëàññå âñåõ êîíå÷íî îïðåäåë¼ííûõ ãðóïï ïðîáëåìà Äýíà àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðå-
øèìà.

3.4 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï. Ðàçëîæåíèå ãðóïïû
â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

Ïóñòü G, ◦ è H, ∗ � ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. (Âíåøíèì) ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï G, ◦ è H, ∗ íàçûâàåòñÿ
ãðóïïà ñî ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ G × H = {(g, h)|g ∈ G, h ∈ H}, áèíàðíîé îïåðàöèåé
(g1, h1) · (g2, h2) = (g1 ◦ g2, h1 ∗ h2), íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e = (eG, eH) è ïðàâèëîì
îáðàùåíèÿ (g, h)−1 = (g−1, h−1).

Çàìå÷àíèå 3.4.2. Èíûìè ñëîâàìè, ñòðóêòóðà ãðóïïû íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè èíäóöè-
ðóåòñÿ ãðóïïîâûìè ñòðóêòóðàìè ñîìíîæèòåëåé.

Ñ êîíñòðóêöèåé âíåøíåãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâÿçàíû ÷åòûðå ãîìîìîðôèçìà ãðóïï:

� äâà âëîæåíèÿ ïîäãðóïï

iG : G ↪→ G×H, g 7→ (g, eH),

iH : H ↪→ G×H, h 7→ (eG, h).

� äâå ïðîåêöèè íà ñîìíîæèòåëè

pG : G×H −→ G, (g, h) 7→ g,

pH : G×H −→ H, (g, h) 7→ h.
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Ïîíÿòíî, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ âëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì îäíîèì¼ííîé ïðîåêöèè:

pG ◦ iG = idG, pH ◦ iH = idH .

Òàêæå èìååì

ker pG = {(eG, h)|h ∈ H} = iH(H),

ker pH = {(g, eH)|g ∈ G} = iG(G).

Çàìåòèì ñëåäóþùåå:

� îáðàçû îáîèõ âëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â G×H:

G ∼= iG(G) / G×H . iH(H) ∼= H;

� G = iG(G)iH(H), ïðè÷¼ì ýëåìåíòû, âçÿòûå ïî îäíîìó èç êàæäîé ïîäãðóïïû iG(G)
è iH(H), êîììóòèðóþò:

∀g ∈ G ∀h ∈ H (g, eH) · (eG, h) = (g, h) = (eG, h) · (g, eH);

� ïåðåñå÷åíèå ïîäãðóïï iG(G) è iH(H) òðèâèàëüíî: iG(G) ∩ iH(H) = {e};

� êàæäûé ýëåìåíò (g, h) ãðóïïû G×H îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ðàçëîæåíèåì

(g, h) = (g, eH) · (eG, h), g ∈ G, h ∈ H.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà (g, h) ∈ G × H ýëåìåíòû g ∈ G è h ∈ H
îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Êîíñòðóêöèÿ âíåøíåãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíûå (àá-
ñòðàêòíûå) ãðóïïû â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëåé. Îäíàêî ÷àñòî àíàëîãè÷íàÿ ñòðóêòóðà âîç-
íèêàåò, êîãäà ãðóïïà èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðûõ ñâîèõ ïîäãðóïï, åñëè
ýòè ïîäãðóïïû ðàññìàòðèâàòü êàê àáñòðàêòíûå ãðóïïû. Ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé
ñòðóêòóðû âíóòðåííåå è âíåøíåå ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ íå ðàçëè÷àþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.4.3. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ (âíóòðåííèì) ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ
ïîäãðóïï H1 è H2, åñëè:

� ëþáûå ýëåìåíòû h1 ∈ H1 è h2 ∈ H2 (âçÿòûå èç ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï) êîììóòèðóþò:
h1h2 = h2h1;

� êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G îáëàäàåò îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì g = h1h2, ãäå h1 ∈ H1 è
h2 ∈ H2.

Òåîðåìà 3.4.4 (ðàçëîæåíèå ãðóïïû â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîäãðóïï). Ãðóïïà G
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï H1 è H2 (ò. å. G = H1 ×H2) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâèì â âèäå êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ýëåìåíòîâ èç îáúåäèíåíèÿ H1 ∪H2, ïðè÷¼ì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ïîäãðóïïû H1 è H2 èìåþò òðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå: H1 ∩H2 = {e};

2. Îáå ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â ãðóïïå G:

H1 / G . H2;

3. Ýëåìåíòû, âçÿòûå ïî îäíîìó èç êàæäîé ïîäãðóïïû Hi, i = 1, 2, êîììóòèðóþò:

∀h1 ∈ H1 ∀h2 ∈ H2 h1h2 = h2h1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï G =
H1H2, è ïóñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h 6= e òàêîé, ÷òî h ∈ H1 ∩H2. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå
ýëåìåíòû h1 ∈ H1 è h2 ∈ H2. Òîãäà èìååì äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà h1h2

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ: h1h2 = (h1h)(h−1h2), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ïîäãðóïï. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íîðìàëüíîñòè ïîäãðóïïû H1 ðàññìîòðèì ñîïðÿ-
æåíèå å¼ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà ĥ1 ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì g ∈ G (ïðè ýòîì ó÷ò¼ì, ÷òî
ýëåìåíò g îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì g = h1h2 è ÷òî ýëåìåíòû ïîäãðóïïû H1 ïåðåñòàíîâî÷íû
ñ ýëåìåíòàìè ïîäãðóïïû H2): gĥ1g

−1 = h1h2ĥ1h
−1
2 h−1

1 = h1ĥ1h2h
−1
2 h−1

1 = h1ĥ1h
−1
1 ∈ H1.

Íîðìàëüíîñòü ïîäãðóïïû H2 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïóñòü ãðóïïà G ñîäåðæèò äâå ïîäãðóïïû H1 < G > H2 òàêèå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò

g ∈ G ïðåäñòàâèì â âèäå êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç îáúåäèíåíèÿ H1 ∪ H2,
ïðè÷¼ì âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 � 3. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ïîäãðóïïûH1 êîììóòèðóþò ñ ýëå-

ìåíòàìè ïîäãðóïïû H2, òî ëþáîå ïðîèçâåäåíèå âèäà h
(1)
1 h

(1)
2 h

(2)
1 h

(2)
2 . . . h

(s)
1 h

(s)
2 , â êîòîðîì

h
(j)
i ∈ Hi, i = 1, 2, j = 1, . . . , s, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå h

(1)
1 h

(1)
2 h

(2)
1 h

(2)
2 . . . h

(s)
1 h

(s)
2 =

h
(1)
1 h

(2)
1 . . . h

(s)
1 h

(1)
2 h

(2)
2 . . . h

(s)
2 = ĥ1ĥ2, ãäå ĥi ∈ Hi, i = 1, 2.

Çàìå÷àíèå 3.4.5. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà
ãðóïï è äîêàçàòü àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó î ãðóïïå, ïðåäñòàâèìîé â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ñâîèõ ïîäãðóïï. Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ýòîò ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 3.4.6. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ (âíóòðåííèì) ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ
ïîäãðóïï Hι < G, ι ∈ I, åñëè:

� ëþáûå ýëåìåíòû äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï hι ∈ Hι è hυ ∈ Hυ, ι 6= υ, êîììóòèðóþò:
hιhυ = hυhι;

� êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G îáëàäàåò îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì g =
∏

ι∈I hι, ãäå hι ∈ Hι

è ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî íååäèíè÷íûõ ñîìíîæèòåëåé.

Òåîðåìà 3.4.7 (ðàçëîæåíèå ãðóïïû â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà ïîäãðóïï). Ãðóï-
ïà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï Hι, ι ∈ I, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâèì â âèäå êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ
èç îáúåäèíåíèÿ

⋃
ι∈I Hι, ïðè÷¼ì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Äëÿ ëþáîãî ι ∈ I ïîäãðóïïû Hι è
∏

υ∈I,υ 6=ιHυ èìåþò òðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå:

Hι ∩
⋃

υ∈I,υ 6=ι

Hυ = {e};

2. Âñå ïîäãðóïïû Hι, ι ∈ I, ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè â ãðóïïå G;

3. Ýëåìåíòû ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï Hι, Hυ, ι, υ ∈ I, ι 6= υ, êîììóòèðóþò:

∀hι ∈ Hι ∀hυ ∈ Hυ, hιhυ = hυhι.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, õîðîøî èçâåñòíûé ÷èòàòåëþ, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåî-
ðåìû î ðàçëîæåíèè ãðóïïû.

Ñëåäñòâèå 3.4.8 (êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ äëÿ ãðóïï êëàññîâ âû÷åòîâ). Ïóñòü n
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî è n = m1m2 · · ·ms � åãî ðàçëîæåíèå íà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå
ìíîæèòåëè. Òîãäà èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðóïï

Zn ∼= Zm1 × Zm2 × · · · × Zms .
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Óïðàæíåíèå 3.4.9. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîðÿäêè ñîìíîæèòåëåé ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.
Äîêàæèòå ÷àñòü ¾òîëüêî òîãäà¿ (÷àñòü ¾òîãäà¿ ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäñòâèÿ).

Çàìå÷àíèå 3.4.10. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà çàïèñûâàåòñÿ àääèòèâíî, âìåñòî ïðîèçâå-
äåíèÿ å¼ ïîäãðóïï ãîâîðÿò îá èõ ñóììå, à âìåñòî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ × � î ïðÿìîé
ñóììå ⊕.

3.5 Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå àáåëåâû ãðóïïû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ñòðóêòóðíóþ òåîðåìó î êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ è
ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó î êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ.

3.5.1 Ñòðîåíèå êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïï

Òåîðåìà 3.5.1 (ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà ïðîñòîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùåãîñÿ äåëèòåëåì ïî-
ðÿäêà ãðóïïû). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà è p � ïðîñòîé äåëèòåëü å¼ ïîðÿäêà.
Òîãäà ãðóïïà G ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó ãðóïïû G. Â ñëó÷àå
|G| = 1 òåîðåìà òðèâèàëüíî âåðíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà âåðíà äëÿ ãðóïï, èìåþùèõ
ïîðÿäêè ìåíüøèå ÷åì |G|. Î÷åâèäíî, ÷òî â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò (êàêîãî-íèáóäü)
ïðîñòîãî ïîðÿäêà, ñêàæåì, ðàâíîãî q. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå î öèêëè÷åñêèõ ãðóïïàõ,
åñëè ordx = m è q � ïðîñòîé ìíîæèòåëü â m, òî xm/q èìååò ïîðÿäîê, ðàâíûé q. Åñëè
q = p, òî èñêîìûé ýëåìåíò íàéäåí. Èòàê, ïóñòü y � ýëåìåíò ïîðÿäêà q.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó G∗ = G/〈y〉. Òîãäà |G∗| = |G|/q è ïðè
ýòîì p � äåëèòåëü ÷èñëà G∗. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ãðóïïà G∗ ñîäåðæèò ýëåìåíò ḡ
ïîðÿäêà p. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ñìåæíîãî êëàññà èìååì (g〈y〉)p = gp〈y〉 = 〈y〉 è,
ñëåäîâàòåëüíî, gp ∈ 〈y〉. Îòñþäà ëèáî gp = e, ëèáî ord (gp) = q (ïîñêîëüêó q � ïðîñòîå
÷èñëî). Â ïåðâîì ñëó÷àå g � èñêîìûé ýëåìåíò. Âî âòîðîì ñëó÷àå ord g = pq, è òîãäà gq �
èñêîìûé.

Îñíîâíîé öåëüþ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.5.2 (ñòðîåíèå êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû). Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà G
èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, ïîðÿäêè êîòîðûõ ðàâíû ñòåïåíÿì
ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà |G| ãðóïïû G, ò. å.

G ∼= Z
p
`1
1
× Z

p
`2
2
× · · · × Zp`ss , (3.5.1)

ãäå pi, i = 1, . . . , s, � ïðîñòûå ÷èñëà. Ðàçëîæåíèå (3.5.1) åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé.

Ëåììà 3.5.3 (âûäåëåíèå ïðèìàðíîãî ñîìíîæèòåëÿ â êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïå). Ïóñòü
G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, èìåþùàÿ ïîðÿäîê pnm, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è m íå äå-
ëèòñÿ íà p. Òîãäà ãðóïïà G ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ G ∼= H × G,
ãäå

H = {x ∈ G |xpn = e},
K = {x ∈ G |xm = e}.

Áîëåå òîãî, |H| = pn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî H è K � ïîäãðóïïû â ãðóïïå G. Ïîñêîëüêó G àáåëåâà,
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî G = HK è H ∩K = {e}. Ïîñêîëüêó pn è m âçàèìíî ïðîñòû, òî
íàéäóòñÿ s, t ∈ Z òàêèå, ÷òî sm + tpn = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G âûïîëíåíî
x = xms · xpnt. Îòñþäà èìååì (xms)p

n
= x|G|s = e è (xp

nt)m = x|G|t = e, ò. å. xms ∈ H è
xp

nt ∈ K. Èòàê, G = HK.
Ïóñòü x ∈ H∩K. Òîãäà xp

n
= e = xm è, ñëåäîâàòåëüíî, ordx ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì

÷èñåë pn è m. Ïîñêîëüêó ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû, òî ordx = 1, ò. å. x = e.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî |H| = pn, çàìåòèì, ÷òî

pnm = |HK| = |H| · |K|
|H ∩K|

= |H| · |K|,

è äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëî p íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà |K|. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå â ïîäãðóïïå K íàø¼ëñÿ áû ýëåìåíò x ïîðÿäêà p (òåîðåìà 3.5.1), è òîãäà ÷èñëî p =
|〈x〉| áûëî áû äåëèòåëåì ÷èñëà m (ïîñêîëüêó â ïîäãðóïïå K âñå ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ xm = e), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î âçàèìíîé ïðîñòîòå ÷èñåë pn

è m.

Èòàê, ïóñòü
|G| = pn1

1 p
n2
2 . . . pnr

r

� ñòàíäàðòíîå ðàçëîæåíèå ïîðÿäêà ãðóïïûG íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ñ÷èòàåì, ÷òî pi 6= pj
ïðè i 6= j. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

G(pi) := {x ∈ G |xp
ni
i = e}.

Ïî èíäóêöèè, ïðèìåíèâ ëåììó 3.5.3, èìååì ïðÿìîå ðàçëîæåíèå:

G = G(p1)×G(p2)× · · · ×G(pr), |G(pi)| = pni
i , i = 1, . . . , r.

Ëåììà 3.5.4 (âûäåëåíèå öèêëè÷åñêîãî ñîìíîæèòåëÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â ïðèìàð-
íîé àáåëåâîé ãðóïïå). Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà, èìåþùàÿ ïîðÿäîê pn, a ∈ G � ýëåìåíò
ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â ãðóïïå G. Òîãäà ãðóïïà G èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
G ∼= 〈a〉 ×K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 1 ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, è G ∼=
〈a〉 × {e}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëåììà âåðíà äëÿ ãðóïï, èìåþùèõ ïîðÿäêè, ðàâíûå pk,
k < n. Âûáåðåì ýëåìåíò a ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà pm â ãðóïïå G. Òîãäà xp

m
= e äëÿ âñåõ

ýëåìåíòîâ x ∈ G. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G 6= 〈a〉 (èíà÷å äîêàçûâàòü íå÷åãî). Òåïåðü ñðåäè
ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, íå ïðèíàäëåæàùèõ ïîäãðóïïå 〈a〉, âûáåðåì ýëåìåíò b ìèíèìàëüíîãî
ïîðÿäêà è äîêàæåì, ÷òî 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}.

Ïðåæäå óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ord b = p. Ïîñêîëüêó b ∈ G è |G| = pn, òî ord b = pm

äëÿ íåêîòîðîãî m ≤ n. Òîãäà ord bp = (ord b)/p = pm−1. Ïðè ýòîì ord b � íàèìåíüøèé
èç ïîðÿäêîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà G\〈a〉. Òîãäà bp ∈ 〈a〉. Îòñþäà äëÿ ëþáîãî i èìååì
ord ai ≤ pm−1. Òàêèì îáðàçîì, ai íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ïîäãðóïïû 〈a〉, è ÷èñëà i è pm

èìåþò íååäèíè÷íûé îáùèé äåëèòåëü, ò. å. i = pj äëÿ íåêîòîðîãî j. Èòàê, bp = apj = ai.
Ðàññìîòðèì ýëåìåíò c = a−jb. Ïîíÿòíî, ÷òî c 6∈ 〈a〉 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ íåîáõîäèìî-

ñòüþ b ∈ 〈a〉). Òàêæå cp = a−pjbp = e. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåí ýëåìåíò c 6∈ 〈a〉 òàêîé, ÷òî
ord c = p. Ïîñêîëüêó ýëåìåíò b áûë âûáðàí êàê ýëåìåíò ïîäìíîæåñòâà G \ 〈a〉, èìåþùèé
íàèìåíüøèé ïîðÿäîê, òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ord b = ord c = p.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç ord b = p ñëåäóåò 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
íàéäóòñÿ i > 0 è j > 0 òàêèå, ÷òî bi = aj. Òîãäà ëèáî ord bi = p, ëèáî ord bi = 1. Â ïåðâîì
ñëó÷àå íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå u òàêîå, ÷òî b = (bi)u = (aj)u ∈ 〈a〉, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó ýëåìåíòà b. Âî âòîðîì ñëó÷àå bi = aj = e, è 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó G = G/〈b〉. Äëÿ ýëåìåíòà x ∈ G áóäåì îáîçíà÷àòü

ñèìâîëîì x åãî îáðàç â G. Åñëè ord a < ord a = pm, òî ap
m−1

= e. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
(a〈b〉)pm−1

= ap
m−1〈b〉 = 〈b〉, òàê ÷òî ap

m−1 ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ôàêòó
ord a = pm. Ïîýòîìó ord a = ord a = pm, è a � ýëåìåíò ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà â ãðóïïå G.

Ïî èíäóêöèè G ∼= 〈a〉 × K äëÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïû K < G. Ïóñòü K � ïîëíûé
ïðîîáðàç ïîäãðóïïû K îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà íà ôàêòîðãðóïïó G� G. Ïîêàæåì,
÷òî 〈a〉∩K = {e}. Ïóñòü x ∈ 〈a〉∩K è, ñîîòâåòñòâåííî, x ∈ 〈a〉∩K = {e}. Òàêèì îáðàçîì,
x ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉 = {e}.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî G = 〈a〉K. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò g ∈ G. Ïîñêîëüêó
ãðóïïà G êîíå÷íà, òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ` òàêîå, ÷òî g` ∈ 〈a〉. Âûáåðåì íàèìåíüøåå
âîçìîæíîå èç òàêèõ `, ò. å. òàêîå, ÷òî g`−1 6∈ 〈a〉. Òîãäà g = gg`−1g−(`−1) = g`g−(`−1).
Ïðè ýòîì g` ∈ 〈a〉, à g−(`−1) ∈ K. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå G ∼= 〈a〉 ×K äîêàçàíî.

Ëåììà 3.5.4 è èíäóêöèÿ ïî n ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ëåììà 3.5.5 (ðàçëîæåíèå ïðèìàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè-
÷åñêèõ ãðóïï). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé ðàâåí pn, ãäå p �
ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà G èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Ôàêòîðû G(pi) îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ïîñêîëüêó îíè çàêëþ÷àþò â ñåáå
ýëåìåíòû, ïîðÿäêè êîòîðûõ ðàâíû ñòåïåíÿì ïðîñòûõ ÷èñåë pi, i = 1, . . . , r. Äëÿ çàâåðøå-
íèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ îñòà¼òñÿ äîêàçàòü åäèíñòâåí-
íîñòü ðàçëîæåíèÿ êàæäîé èç ãðóïï G(pi) â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Ëåììà 3.5.6 (åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ïðèìàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû â ïðîèçâåäåíèå
öèêëè÷åñêèõ). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà è |G| = pn. Åñëè èìåþò ìåñòî äâà
ðàçëîæåíèÿ G ∼= H1 ×H2 × · · · ×Hm è G ∼= K1 ×K2 × · · · ×Kn, ãäå âñå Hi, i = 1, . . . ,m,
è âñå Kj, j = 1, . . . , n, � íåòðèâèàëüíûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû è |H1| ≥ |H2| ≥ · · · ≥ |Hm|
è |K1| ≥ |K2| ≥ · · · ≥ |Kn|, òî m = n è |Hi| = |Ki|, i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 1 ëåììà òðèâèàëüíî âåðíà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îíà âåðíà äëÿ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï, èìåþùèõ ïîðÿäêè ìåíüøèå ÷åì |G|. Äëÿ ëþáîé
àáåëåâîé ãðóïïû L ïîäìíîæåñòâî Lp := {xp |x ∈ L} ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå L.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîäãðóïïû Gp < G èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ Gp ∼= Hp

1×H
p
2×· · ·×H

p
m′

èGp ∼= Kp
1×K

p
2×· · ·×K

p
n′ , ãäåm

′ � íàèáîëüøåå öåëîå i òàêîå, ÷òî |Hi| > p è n′ � íàèáîëüøåå
öåëîå j òàêîå, ÷òî |Kj| > p. Òàêîé âûáîð m′ è n′ ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå òðèâèàëüíûõ
ïðÿìûõ ñîìíîæèòåëåé â çàïèñè îáîèõ ðàçëîæåíèÿé äëÿ Gp.

Ïîñêîëüêó |Gp| < |G|, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì m′ = n′ è |Hp
i | = |Kp

i |,
i = 1, . . . , n′. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå åñòåñòâåííûå ðàâåíñòâà |Hi| = p|Hp

i |, i = 1, . . . , n′,
ïîëó÷èì |Hi| = |Ki|, i = 1, . . . , n′. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé Hi

ïîðÿäêà p ðàâíî êîëè÷åñòâó ñîìíîæèòåëåé Kj ïîðÿäêà p, ò. å. óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî m−
n′ = n− n′. Äëÿ ïîðÿäêîâ îáîèõ ðàçëîæåíèé ãðóïïû G èìååì

|H1| · |H2| · · · · · |H ′n|pm−n
′
= |G| = |K1| · |K2| · · · · · |K ′n|pn−n

′
,

ãäå |Hi| = |Ki|, i = 1, . . . , n′. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî m− n′ = n− n′, è m = n.

Ïðèìåð 3.5.7. Âñå àáåëåâû ãðóïïû ïîðÿäêà 8 ðàçáèâàþòñÿ íà 3 êëàññà: 1) öèêëè÷åñêèå;
òàêèå ãðóïïû ñîäåðæàò ýëåìåíòû ïîðÿäêîâ 2, 4, 8; 2) èçîìîðôíûå ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
Z4 × Z2; òàêèå ãðóïïû ñîäåðæàò ýëåìåíòû ïîðÿäêîâ 2 è 4, íî íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà 8; 3) èçîìîðôíûå ïðîèçâåäåíèþ Z2×Z2×Z2; òàêèå ãðóïïû ñîäåðæàò ýëåìåíòû
ïîðÿäêà 2, íî íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêîâ 4 è 8. Ãðóïïû îäíîãî êëàññà èçîìîðôíû,
ãðóïïû ðàçíûõ êëàññîâ � íåò.
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Óïðàæíåíèå 3.5.8. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ, îïèøèòå è îáîñ-
íóéòå êëàññèôèêàöèþ àáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêà 72. Ïî÷åìó ãðóïïû, ïðèíàäëåæàùèå ðàç-
íûì êëàññàì, íåèçîìîðôíû?

Òåîðåìà î êîíå÷íûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ èìååò âàæíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 3.5.9 (ñóùåñòâîâàíèå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà, ðàâíîãî äåëèòåëþ ïîðÿäêà ãðóï-
ïû). Åñëè ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà |G| êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû G, òî
â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà, èìåþùàÿ ïîðÿäîê m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë |G| è m:

|G| = pn1
1 p

n2
2 . . . pns

s , m = pl11 p
l2
2 . . . p

ls
s .

Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ îáîçíà÷åíèé ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ni > 0, 0 ≤ li ≤ ni, i = 1, . . . , s. Òîãäà
èñêîìàÿ ïîäãðóïïà îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï G′(pi) â òåõ ñîìíîæè-
òåëÿõ G(pi) â ðàçëîæåíèè ãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ li 6= 0. Çàôèêñèðóåì p = pi ñ òàêèì
ñâîéñòâîì è îïèøåì ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ G′(p). Ãðóïïà G(p) ïîðÿäêà pn èçîìîðôíà
ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï

G(p) ∼= Zpi1 × · · · × Zpit , i1 ≥ · · · ≥ it, i1 + · · ·+ it = n.

Òîãäà äëÿ âûäåëåíèÿ â ãðóïïå G(p) ïîäãðóïïû G′(p) ïîðÿäêà pl äîñòàòî÷íî óêàçàòü (ëþ-
áîå) ðàçáèåíèå l = j1 + · · · + jt òàêîå, ÷òî 0 ≤ jv ≤ iv, v = 1, . . . , t. Èñêîìàÿ ïîäãðóïïà
èìååò âèä

G′(p) ∼= Zpj1 × · · · × Zpjt , j1 + · · ·+ jt = l.

3.5.2 Ñòðîåíèå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïï

Â îïðåäåëåíèè 3.3.1 ïîðîæäàþùåãî ïîäìíîæåñòâà ãðóïïà G íå ïîäðàçóìåâàåòñÿ àáå-
ëåâîé. Ïóñòü ãðóïïà G êîíå÷íî ïîðîæäåíà, è M = {g1, . . . , gk} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî å¼
îáðàçóþùèõ. Îáðàçóþùèå ìîãóò âõîäèòü â ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà g â ëþáîì ïîðÿäêå
ñ âîçìîæíûìè ïîâòîðåíèÿìè. Åñëè ãðóïïà G àáåëåâà, òî ìîæíî çàôèêñèðîâàòü êàêîé-
ëèáî ïîðÿäîê îáðàçóþùèõ ýëåìåíòîâ, è êàæäûé g ∈ G ïðèîáðåòàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
ìîíîìà gi11 . . . g

ik
k , iu ∈ Z, u = 1, . . . , k.

Îïðåäåëåíèå 3.5.10. Êðó÷åíèåì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî å¼ ýëåìåíòîâ,
èìåþùèõ êîíå÷íûå ïîðÿäêè. Îáîçíà÷åíèå: torsG.

Óïðàæíåíèå 3.5.11. Äîêàæèòå, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå G å¼ êðó÷åíèå torsG ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k.

Îïðåäåëåíèå 3.5.12. Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ
ãðóïïà, îáðàçîâàííàÿ âñåìè ìîíîìàìè âèäà gn1

1 . . . gnk
k , ãäå ni ∈ Z, i = 1, . . . , k. Ãðóï-

ïîâàÿ îïåðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óìíîæåíèåì ìîíîìîâ:

(gn1
1 . . . gnk

k ) ◦ (g
n′1
1 . . . g

n′k
k ) = g

n1+n′1
1 . . . g

nk+n′k
k .

×èñëî k íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èçîìîðôíûå àáåëåâû ãðóïïû èìåþò ðàâíûå ðàíãè. Â ýòîé ðàáîòå
ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü.
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Óïðàæíåíèå 3.5.13. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà k èçîìîðôíà ïðÿ-
ìîìó ïðîèçâåäåíèþ Z× · · · × Z︸ ︷︷ ︸

k

.

Ïóñòü G � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ àáåëåâà ãðóïïà, T = torsG � å¼ ïîäãðóïïà êðó÷å-
íèÿ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà êðó÷åíèÿ â êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé àáåëåâîé ãðóïïå
êîíå÷íî ïîðîæäåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íà, à ôàêòîðãðóïïà G/T � êîíå÷íî ïîðîæä¼í-
íàÿ ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ íåêîòîðîé ïîäãðóïïå F < G. Òîãäà G = FT
è F ∩ T = {e}, îòêóäà G = F × T .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìû ðàññìàòðè-
âàòü íå áóäåì, îãðàíè÷èâøèñü ïðèâåä¼ííûìè âûøå ìîòèâèðîâêàìè.

Òåîðåìà 3.5.14 (î êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ). Âñÿêàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼í-
íàÿ àáåëåâà ãðóïïà G èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ êîíå÷íîãî íàáîðà öèêëè÷åñêèõ
ãðóïï:

G ∼= Z× · · · × Z︸ ︷︷ ︸
k

×Zm1 × · · · × Zmt .

3.6 Ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû. Òåîðåìû Ñèëîâà

3.6.1 Öåíòð ãðóïïû. Âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû. Öåíòðàëèçàòîðû

è óðàâíåíèå êëàññîâ

Ïóñòü G � ãðóïïà, g ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 3.6.1. Ýëåìåíò g′ ∈ G íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ýëåìåíòà g, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò h ∈ G òàêîé, ÷òî g′ = hgh−1. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò h′ ïîëó÷åí
ñîïðÿæåíèåì ýëåìåíòîì g.

Ïðèìåð 3.6.2. Â ãðóïïå S3 ñîïðÿæåíèå ýëåìåíòîì (13) ïåðåâîäèò öèêë (12) â öèêë (23).

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè:

conj : G×G→ G : (g, h) 7→ ghg−1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýëåìåíò h êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû G (òàêîé ýëåìåíò
íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì), òî îí íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ, è åãî îðáèòà
ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 3.6.3. Öåíòðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Z(G) = {h ∈ G | ∀g ∈ G gh = hg}.

Óïðàæíåíèå 3.6.4. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð Z(G) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå G.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

cg : G ↪→ G×G conj−→ G : h 7→ (g, h) 7→ ghg−1.

Óïðàæíåíèå 3.6.5. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ cg îñóùåñòâëÿåò ýíäîìîðôèçì (ñì.
ï. 1.2) ãðóïïû G.

Óïðàæíåíèå 3.6.6. Äîêàæèòå, ÷òî ýíäîìîðôèçì cg ãðóïïû G èìååò äâóñòîðîííèé îá-
ðàòíûé (cg)

−1 = cg−1 , ò. å. cg � àâòîìîðôèçì ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 3.6.7. Èçîìîðôèçì âèäà cg : G
∼−→ G íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì àâòîìîð-

ôèçìîì ãðóïïû G.
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Ïîíÿòíî, ÷òî âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû G îáðàçóþò ãðóïïó InnG îòíîñè-
òåëüíî êîìïîçèöèè

cg ◦ ch = cgh. (3.6.1)

Ïðåäëîæåíèå 3.6.8. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðóïï

InnG ∼= G/Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïðàâèëó êîìïîçèöèè (3.6.1), èìååò ìåñòî ñþðúåêòèâíûé ãî-
ìîìîðôèçì ãðóïï γ : G � InnG. Åãî ÿäðî îáðàçîâàíî òåìè è òîëüêî òåìè ýëåìåíòàìè
ãðóïïû G, ñîïðÿæåíèÿ êîòîðûìè äåéñòâóþò òîæäåñòâåííî íà âñåõ ýëåìåíòàõ ãðóïïû G:

g ∈ ker γ ⇔ ∀h ∈ G ghg−1 = h.

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî gh = hg äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ h ∈ G, ò. å. g ∈ Z(G). Òåîðåìà î ãîìî-
ìîðôèçìå äëÿ ãðóïï ïðèâîäèò ê èñêîìîìó èçîìîðôèçìó.

Îïðåäåëåíèå 3.6.9. ÏîäìíîæåñòâàM ⊂ G ⊃ N â ãðóïïå G ñîïðÿæåíû, åñëè ñóùåñòâó-
åò ýëåìåíò g ∈ G òàêîé, ÷òî N = cg(M).

Çàìå÷àíèå 3.6.10. Ïîñêîëüêó cg � ãîìîìîðôèçì, òî cg(M) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé âñÿêèé
ðàç, êîãäà M � ïîäãðóïïà. Ïðè ýòîì, êàê óæå óïîìèíàëîñü, íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû èí-
âàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.6.11. Êëàññîì ñîïðÿæ¼ííîñòè ýëåìåíòà h ∈ G íàçûâàåòñÿ åãî îðáèòà
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ conj ãðóïïû G íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè, ò. å.

cl(h) = {ghg−1 | g ∈ G}.

Îïðåäåëåíèå 3.6.12. Öåíòðàëèçàòîðîì ýëåìåíòà h ∈ G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

C(h) = {g ∈ G | gh = hg}.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî öåíòðàëèçàòîð ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïîé â G (óïðàæíåíèå äëÿ ÷èòàòåëÿ!).

Òåîðåìà 3.6.13 (ìîùíîñòü êëàññà ñîïðÿæ¼ííîñòè). Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g êîíå÷íîé
ãðóïïû G âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

|cl(g)| = [G : C(g)]. (3.6.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòâåòñòâèå xC(g) 7→ xgx−1 ïîñòàâëÿåò îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ëå-
âûõ ñìåæíûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî C(g) â êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè ýëåìåíòà g. Ïóñòü
xgx−1 = x′gx′−1. Îòñþäà x′−1xg = gx′−1x, ò. å. x′−1x ∈ C(g), è x ∈ x′C(g). Òàêèì îáðàçîì,
îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî. Åãî ñþðúåêòèâíîñòü ñëåäóåò ñðàçó èç êîíñòðóêöèè ñîîòâåò-
ñòâèÿ. Èòàê, |cl(g)| = [G : C(g)].

Ñóììèðóÿ ðàâåíñòâà (3.6.2) ïî âñåì êëàññàì ñîïðÿæ¼ííîñòè â ãðóïïå G, ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 3.6.14 (óðàâíåíèå êëàññîâ).

|G| =
∑
|cl(g)| =

∑
[G : C(g)],

ãäå ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîäìíîæåñòâó ýëåìåíòîâ g ∈ G, âçÿòûõ ïî îäíîìó
èç êàæäîãî êëàññà ñîïðÿæ¼ííîñòè.
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3.6.2 p-ãðóïïû è òåîðåìû Ñèëîâà

Îïðåäåëåíèå 3.6.15. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pk, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, k ≥ 1, íàçû-
âàåòñÿ p-ãðóïïîé.

Òåîðåìà 3.6.16 (öåíòð p-ãðóïïû). Ïóñòü G � p-ãðóïïà. Òîãäà å¼ öåíòð Z(G) ñîäåðæèò
áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åãî êëàññ ñîïðÿæ¼ííîñòè ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà:

a ∈ Z(G)⇔ cl(a) = {a}.

Òîãäà óðàâíåíèå êëàññîâ ìîæíî ïåðåïèñàòü, âûäåëèâ êëàññû öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

|G| = |Z(G)|+
∑

[G : C(g)], (3.6.3)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî êëàññàì ñîïðÿæ¼ííîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèì íåöåíòðàëüíûì
ýëåìåíòàì. Ïðè ýòîì ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà [G : C(g)] = |G|/|C(g)|, ò. å. êàæäîå èç ñëàãà-
åìûõ ïîä çíàêîì ñóììèðîâàíèÿ â (3.6.3) êðàòíî p. Òàêèì îáðàçîì, |Z(G)| òàêæå êðàòíî
p è ïîýòîìó |Z(G)| > 1.

Ñëåäñòâèå 3.6.17 (ãðóïïà ïîðÿäêà p2). Ãðóïïà ïîðÿäêà p2, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, àáå-
ëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ òåîðåìó î öåíòðå p-ãðóïïû, çàêëþ÷àåì, ÷òî ëèáî Z(G) = p2,
ëèáî Z(G) = p. Â ïåðâîì ñëó÷àå Z(G) = G, è G � àáåëåâà ãðóïïà. Âî âòîðîì ñëó÷àå Z(G)
� öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà, ïóñòü Z(G) = 〈z〉. Ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) èìååò ïðîñòîé ïîðÿ-
äîê, ðàâíûé p. Çíà÷èò, îíà òîæå öèêëè÷åñêàÿ. Ïóñòü gZ(G) � å¼ öèêëè÷åñêàÿ îáðàçóþùàÿ.
Òîãäà âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G èìåþò âèä gszt, 0 ≥ s, t ≥ p− 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ýëåìåíòîâ gszt è guzv è âîñïîëüçóåìñÿ öåíòðàëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ zt è zv:

(gszt)(guzv) = gs(ztgu)zv = gsguztzv = gugszvzt = gu(gszv)zt = gu(zvgs)zt = (guzv)(gszt).

Òàêèì îáðàçîì, âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G êîììóòèðóþò, ò. å. Z(G) = G.

Òåîðåìà 3.6.18 (ïåðâàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è p � ïðîñòîå
÷èñëî. Åñëè íåêîòîðàÿ ñòåïåíü pk ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì |G|ïîðÿäêà ãðóïïû G, òî â ãðóï-
ïå G ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïîäãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé ðàâåí pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî |G|. Ïðè |G| = 1 òåîðåìà òðèâèàëüíî
âåðíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà âåðíà äëÿ âñåõ ãðóïï, èìåþùèõ ïîðÿäêè ñòðîãî ìåíüøèå,
÷åì |G|. Åñëè ãðóïïà G èìååò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó H < G è ÷èñëî pk ÿâëÿåòñÿ äåëèòå-
ëåì å¼ ïîðÿäêà |H|, òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, â ïîäãðóïïå H èìååòñÿ ïîäãðóïïà
ïîðÿäêà pk.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî pk íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà íè îäíîé èç ñîáñòâåííûõ ïîä-
ãðóïï ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå êëàññîâ â âèäå

|G| = |Z(G)|+
∑

[G : C(g)],

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïðåäñòàâèòåëÿì êëàññîâ ñîïðÿæ¼ííîñòè íåöåíòðàëüíûõ
ýëåìåíòîâ è ïðè ýòîì èç êàæäîãî êëàññà âçÿòî ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ. Ïîñêîëüêó
|G| = |C(g)|[G : C(g)] è ïðè ýòîì pk � äåëèòåëü ÷èñëà |G|, íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ pk íå ÿâ-
ëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà |C(g)|, òî pk ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà [G : C(g)] äëÿ êàæäîãî
g 6∈ Z(G). Èç óðàâíåíèÿ êëàññîâ çàêëþ÷àåì, ÷òî p � äåëèòåëü ïîðÿäêà öåíòðà |Z(G)|.
Ïî òåîðåìå 3.5.1 (ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà ïðîñòîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùåãîñÿ äåëèòåëåì
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ïîðÿäêà àáåëåâîé ãðóïïû), ïðèìåí¼ííîé ê Z(G), â Z(G) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x òàêîé, ÷òî
ord Z(G)(x) = ord G(x) = p. Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì,
òî 〈x〉 / G, è ìîæíî ðàññìîòðåòü ôàêòîðãðóïïó G/〈x〉. Òîãäà pk−1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì å¼
ïîðÿäêà |G/〈x〉|. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, â ôàêòîðãðóïïå G/〈x〉 ñóùåñòâóåò ïîä-
ãðóïïà H ïîðÿäêà pk−1.

Èòàê, èìååòñÿ ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï φ : G � G/〈x〉 è ïîäãðóïïà
H < G/〈x〉. Òîãäà å¼ ïîëíûé ïðîîáðàç φ−1(H) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáúåäèíåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå 〈x〉: φ−1(H) =

⋃
g∈H g〈x〉. Òàê êàê |H| = pk−1

è |〈x〉| = p, òî |φ−1H| = pk.

Ñëåäñòâèå 3.6.19 (òåîðåìà Êîøè). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, p � ïðîñòîé äåëèòåëü
å¼ ïîðÿäêà |G|. Òîãäà â ãðóïïå G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïåðâîé òåîðåìå Ñèëîâà, åñëè pk � äåëèòåëü ÷èñëà |G|, òî â ãðóïïå
G èìååòñÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pk. Îñòà¼òñÿ ïîëîæèòü k = 1; òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäãðóï-
ïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà p. Îíà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé; èñêîìûé ýëåìåíò � å¼ öèêëè÷åñêàÿ
îáðàçóþùàÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.6.20. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, p � ïðîñòîé äåëèòåëü å¼ ïîðÿäêà |G|.
Åñëè |G| äåëèòñÿ íà pk, íî íå äåëèòñÿ íà pk+1, k ≥ 1, òî âñÿêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pk

â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Îïðåäåëåíèå 3.6.21. Íîðìàëèçàòîðîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâî

N(H) := {g ∈ G | gHg−1 = H}.

Óïðàæíåíèå 3.6.22. Ïðîâåðüòå, ÷òî N(H) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G.

Ëåììà 3.6.23. Ïóñòü H � p-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G, C := {K1 = K,K2, . . . , Kn} �
ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ íåêîòîðîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé
K < G, è S = SC � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà C. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû G
íà ìíîæåñòâå C, çàäàííîå ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï

τ : G→ S : g 7→ (Ki 7→ gKig
−1),

è åãî îãðàíè÷åíèå íà ïîäãðóïïó H < G. Òîãäà èç ðàâåíñòâà |H(Ki)| = 1 ñëåäóåò âêëþ-
÷åíèå H < Ki.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå |H(Ki)| = 1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ g ∈ H ãðóïïà Ki íåïî-
äâèæíà: gKig

−1 = Ki. Òàêèì îáðàçîì, g ∈ N(Ki). Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñå ýëåìåíòû
â íîðìàëèçàòîðå N(Ki), èìåþùèå ïîðÿäêè, ðàâíûå ñòåïåíÿì ÷èñëà p, è òîëüêî îíè ïðè-
íàäëåæàò ïîäãðóïïå Ki.

Ïóñòü x ∈ N(Ki) è ordx = pk, k ≥ 1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå 〈x〉Ki ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â ãðóïïå G (óïðàæíåíèå!). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x 6∈ Ki. Òîãäà
〈x〉 6⊂ Ki, ò. å. ñóùåñòâóåò m > 1 òàêîå, ÷òî 〈xm〉 = 〈x〉 ∩ Ki. Ïîñêîëüêó ordx = pk,
òî m � äåëèòåëü ÷èñëà pk, ò. å. m = pl äëÿ íåêîòîðîãî l, 1 ≤ l ≤ k. Âìåñòå ñ òåì î÷åâèäíî,
÷òî 〈x〉Ki = Ki ∪ xKi ∪ · · · ∪ xm−1Ki � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìîù-
íîñòè |Ki|, òàê ÷òî åñëè |Ki| = pn, òî |〈x〉Ki| = pn+l > pn âîïðåêè òîìó, ÷òî Ki � ñèëîâñêàÿ
ïîäãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó H � p-ãðóïïà è H ⊂ N(Ki), èìååì H < Ki.

Òåîðåìà 3.6.24 (âòîðàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Ïóñòü H � p-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G.
Òîãäà H ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ãðóïïû G.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.6.23, äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî |H(Ki)| = 1,
ãäåKi � îäíà èç ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ äàííîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîéK.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

f : {gN(K)|g ∈ G} → C : gN(K) 7→ gKg−1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî f � áèåêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî

|C| = |{gN(K)|g ∈ G}| = |G|
|N(K)|

=
|G|/|K|
|N(K)|/|K|

=
|G|/|K|

[N(K) : K]
(3.6.4)

íå äåëèòñÿ íà p, òàê êàê |G|/|K| íå äåëèòñÿ íà p (ïîñêîëüêó K � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà).
Îðáèòû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà C ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòîâ ãðóïïû τ(H) ñîñòàâëÿþò ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà C. Ìîùíîñòè îðáèò ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà |τ(H)|, ò. å. îíè ÿâëÿ-
þòñÿ è äåëèòåëÿìè ÷èñëà |H|. Ïîñêîëüêó H � p-ãðóïïà, òî ìîùíîñòè îðáèò å¼ äåéñòâèÿ
ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ÷èñëà p. Åñëè êàæäàÿ èç ýòèõ ìîùíîñòåé áîëüøå 1, òî èõ ñóììà |C|
äåëèòñÿ íà p âîïðåêè äîêàçàííîìó.

Òåîðåìà 3.6.25 (òðåòüÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Ïóñòü N � ÷èñëî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â ãðóï-
ïå G. Òîãäà N ≡ 1 mod p. Âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû G ñîïðÿæåíû
ìåæäó ñîáîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G è

C = {K = K1, K2, . . . , Kn}

� ìíîæåñòâî âñåõ ïîäãðóïï, ñîïðÿæ¼ííûõ ñ ãðóïïîé K. Ïîêàæåì, ÷òî n ≡ 1 mod p.
Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé òåîðåìû Ñèëîâà, äëÿ ëþáîãî i ìîùíîñòü îðáèòû K(Ki)
ðàâíà ñòåïåíè ÷èñëà p. Ïðè ýòîì |K(Ki)| = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K < Ki.
Ïîýòîìó èìååì |τ(K)(K1)| = 1 è |τ(K)(Ki)| = phi , ãäå i > 1. Ïîñêîëüêó îðáèòû äåéñòâèÿ τ
ïîäãðóïïû K çàäàþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà C, òî n = |C| ≡ 1 mod p.

Òî, ÷òî ÷èñëî n ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà |G| ãðóïïû G, ñëåäóåò èç (3.6.4).
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî n = N , ò. å. êàæäàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïðèíàäëå-

æèò ìíîæåñòâó C. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàéä¼òñÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà H òàêàÿ,
÷òî H 6∈ C. Ïîñêîëüêó îðáèòû ïîä äåéñòâèåì τ(H) ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà C,
òî |C| =

∑
part |H(Ki)|, ãäå ñèìâîë

∑
part îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî ðàçáèåíèþ, â êîòîðîì

ñëàãàåìûõ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ â ðàçáèåíèè. Òàê êàê H 6∈ C, òî â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ðàçáèåíèè íåò îðáèòû, ìîùíîñòü êîòîðîé ðàâíà 1. Òàêèì îáðàçîì, |C| ≡ 0
mod p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå.

Ñëåäñòâèå 3.6.26. Ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñèëîâñêîé p-ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû G.

Ïðèìåð 3.6.27. Â ãðóïïå S3, ñîñòîÿùåé èç 6 = 3 · 2 ýëåìåíòîâ, èìåþòñÿ ñèëîâñêèå
ïîäãðóïïû äëÿ p = 3 è p = 2. Ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï òðè: 〈(12)〉, 〈(23)〉, 〈(13)〉, è îíè
ñîïðÿæåíû. Åäèíñòâåííàÿ ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà � ýòî A3 = 〈(123)〉.

Ïðèìåð 3.6.28. Â ãðóïïå A4, ñîñòîÿùåé èç 12 = 3 · 22 ýëåìåíòîâ, èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ
ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà V4 (óïðàæíåíèå: óáåäèòåñü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê) è ÷åòûðå
ñîïðÿæ¼ííûõ 3-ïîäãðóïïû (óïðàæíåíèå: óêàæèòå, êàêèå ýòî ïîäãðóïïû è êàêèìè ýëå-
ìåíòàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîïðÿæåíèå).

Òåîðåìà 3.6.29. Ïóñòü G ãðóïïà ïîðÿäêà pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, p < q è p
íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà q − 1. Òîãäà G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà, K � ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû G. Ïî òðåòüåé òåîðåìå Ñèëîâà, ÷èñëî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ðàâíî 1 + kp è ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì ÷èñëà pq. Ïîýòîìó âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû: 1 + kp = 1, 1 + kp = p,
1 + kp = q, 1 + kp = pq. Ïîñêîëüêó p íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà q − 1, òî k = 0. Èòàê,
H � åäèíñòâåííàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà.

Àíàëîãè÷íî ÷èñëî ñèëîâñêèõ q-ïîäãðóïï ðàâíî 1 + lq è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà pq,
îòêóäà ïîëó÷àåì âàðèàíòû: 1 + lq = 1, 1 + lq = p, 1 + lq = q, 1 + lq = pq. Ïðè óñëîâèè,
÷òî p < q, âîçìîæíî l = 0. Çíà÷èò, K � åäèíñòâåííàÿ ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà â G. Ïîýòî-
ìó H / G . K. Îáå ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó îíè èìåþò êîíå÷íûå
ïîðÿäêè. Ïîñêîëüêó èõ ïîðÿäêè âçàèìíî ïðîñòû, òî ýòè ïîäãðóïïû èìåþò òðèâèàëü-
íîå ïåðåñå÷åíèå. Îñòà¼òñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîäãðóïïû H è K êîììóòèðóþò; òîãäà
G ∼= Zp × Zq ∼= Zpq.

Èòàê, ïóñòü H = 〈x〉 è K = 〈y〉. Ïîñêîëüêó îáå ïîäãðóïïû ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè
â G, èìååì xyx−1y−1 = (xyx−1)y−1 ∈ Ky−1 = K è xyx−1y−1 = x(yx−1y−1) ∈ xH = H.
Îòñþäà èìååì xyx−1y−1 ∈ H ∩K = {e} è, ñëåäîâàòåëüíî, xy = yx.

3.7 Êîììóòàòîðû â ãðóïïå. Êîììóòàíò

Ïóñòü G � ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 3.7.1. Âûðàæåíèå [g1, g2] := g1g2g
−1
1 g−1

2 íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì ýëå-
ìåíòîâ g1, g2 ∈ G.

Çàìå÷àíèå 3.7.2. Ïîíÿòíî, ÷òî

� [g, f ]−1 = [f, g] äëÿ ëþáûõ f, g ∈ G;

� [g, f ] = e òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà gf = gf ;

� [g, f ]fg = gf äëÿ ëþáûõ f, g ∈ G.

Îïðåäåëåíèå 3.7.3. Êîììóòàíòîì ãðóïïû G (îáîçíà÷åíèå: K(G)) íàçûâàåòñÿ ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû G, ïîðîæä¼ííàÿ ìíîæåñòâîì êîììóòàòîðîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.

Òåîðåìà 3.7.4 (óíèâåðñàëüíîñòü êîììóòàíòà). Êîììóòàíò K(G) � íàèìåíüøàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ôàêòîðãðóïïà ïî êîòîðîé àáåëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, êàæäûé ýëåìåíò êîììóòàíòà åñòü ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà êîììóòàòîðîâ. Ïîñêîëüêó ñîïðÿæåíèå ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèÿ, òî

q[f1, g1] . . . [fs, gs]q
−1 = (q[f1, g1]q−1) . . . (q[fs, gs]q

−1)

äëÿ ëþáîãî q ∈ G, è äàëåå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî äëÿ îäíîãî êîì-
ìóòàòîðà:

q[f, g]q−1 = [q, [f, g]][f, g].

Îòñþäà èìååì qK(G)q−1 ⊂ K(G), ÷òî è äîêàçûâàåò íîðìàëüíîñòü êîììóòàíòà.
Âî-âòîðûõ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîììóòàòèâíîñòè ôàêòîðãðóïïûG/K(G) âûáåðåì ïðî-

èçâîëüíûå g, h ∈ G è ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ

(gK(G))(hK(G))=g(K(G)h)K(G)=ghK(G)=hg[g, h]K(G)=hgK(G)=(hK(G))(gK(G)),

÷òî è äîêàçûâàåò êîììóòàòèâíîñòü ôàêòîðãðóïïû G/K(G).
Â-òðåòüèõ, ïóñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H / G òàêîâà, ÷òî G/H àáåëåâà. Ðàññìîòðèì

ëþáûå äâà ñìåæíûõ êëàññà g1H è g2H è èõ êîììóòàòîð [g1H, g2H] = [g1, g2]H. Ïîñêîëüêó
ôàêòîðãðóïïà G/H àáåëåâà, òî [g1H, g2H] = eH. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ëþáîé êîììó-
òàòîð [g1, g2] ∈ H. Îòñþäà K(G) < H.
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Çàìå÷àíèå 3.7.5. Ïîíÿòíî, ÷òî K(G) = {e} òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà G àáåëåâà.

Óïðàæíåíèå 3.7.6. Âû÷èñëèòå êîììóòàíòû ñëåäóþùèõ ãðóïï:

1. D3 � ãðóïïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà;

2. D4 � ãðóïïà ñèììåòðèé êâàäðàòà;

3. H � ãðóïïà êâàòåðíèîííûõ åäèíèö.

3.8 Ðàçðåøèìûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 3.8.1. Íîðìàëüíûì ðÿäîì â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîäãðóïï

{e} = G0 / G1 / · · · / Gn−1 / Gn = G,

â êîòîðîé êàæäàÿ ïðåäûäóùàÿ ãðóïïà íîðìàëüíà â ïîñëåäóþùåé. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ
äëèíîé íîðìàëüíîãî ðÿäà, à ôàêòîðãðóïïû Gi/Gi−1 � åãî ôàêòîðàìè.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå G• äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïîäãðóïï, åñëè ïðåæäå îíà áûëà îïèñàíà.

Îïðåäåëåíèå 3.8.2. Ðàçðåøèìîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà G, îáëàäàþùàÿ íîðìàëüíûì ðÿ-
äîì êîíå÷íîé äëèíû, ôàêòîðû êîòîðîãî àáåëåâû.

Çàìå÷àíèå 3.8.3. Ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 3.8.4 (ðàçðåøèìîñòü ïîäãðóïïû). Ïîäãðóïïà ðàçðåøèìîé ãðóïïû ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K < G (ïîäãðóïïà K ìîæåò íå áûòü íîðìàëüíîé!). Ðàññìîòðèì
â íåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäãðóïï

{e} < K ∩G1 < K ∩G2 < · · · < K ∩Gn−1 < K. (3.8.1)

Â çàâèñèìîñòè îò ñèòóàöèè, íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.8.1) ìîãóò
îêàçàòüñÿ òðèâèàëüíûìè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðÿäîì â K (óïðàæ-
íåíèå: îáîñíóéòå ýòî!). Òîãäà îïðåäåëåíû ôàêòîðãðóïïû (K ∩Gi)/(K ∩Gi−1). Óáåäèìñÿ
â òîì, ÷òî ýòè ôàêòîðãðóïïû àáåëåâû, âû÷èñëèâ êîììóòàòîð ïðîèçâîëüíîé ïàðû ñìåæ-
íûõ êëàññîâ g1(K ∩Gi−1) è g2(K ∩Gi−1):

g1(K ∩Gi−1)g2(K ∩Gi−1)g−1
1 (K ∩Gi−1)g2(K ∩Gi−1) = g1g2g

−1
1 g−1

2 (K ∩Gi−1).

Ïîñêîëüêó ðÿä G• ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðÿäîì ñ àáåëåâûìè ôàêòîðàìè, òî äëÿ êîììóòà-
òîðà ñìåæíûõ êëàññîâ ýëåìåíòîâ g1, g2 â ôàêòîðãðóïïå Gi/Gi−1 èìååì g1g2g

−1
1 g−1

2 Gi−1 =
Gi−1, ò. å. g1g2g

−1
1 g−1

2 ∈ Gi−1. Ïîñêîëüêó g1g2g
−1
1 g−1

2 ∈ K, èìååì g1g2g
−1
1 g−1

2 (K ∩ Gi−1) =
K ∩Gi−1.

Òåîðåìà 3.8.5 (ðàçðåøèìîñòü ôàêòîðãðóïïû). Ôàêòîðãðóïïà ðàçðåøèìîé ãðóïïû ðàç-
ðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òåïåðü K /G, ïðè÷¼ì ãðóïïà G ðàçðåøèìà è èìååò íîðìàëüíûé
ðÿä G• ñ àáåëåâûìè ôàêòîðàìè. Â ôàêòîðãðóïïïå G/K ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîäãðóïï

{eK} < G1K/K < · · · < GiK/K < · · · < G/K.

Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.55 ïåðâîé òåîðåìû îá èçîìîðôèçìàõ äëÿ ãðóïï èìååì

GiK/K ∼= Gi/(K ∩Gi).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íîðìàëüíîñòè ðÿäà G•K/K âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå gkK ∈ GiK/K
è hk′K ∈ Gi−1K/K è âû÷èñëèì gkK(hk′K)(gkK)−1 = ghg−1K ∈ Gi−1K/K. Ïîñêîëü-
êó ñìåæíûé êëàññ êîììóòàòîðà â ôàêòîðãðóïïå ðàâåí êîììóòàòîðó ñìåæíûõ êëàññîâ
ñîìíîæèòåëåé, òî èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ g1, g2 ∈ Gi âûïîëíåíî g1g2g

−1
1 g−1

2 ∈ Gi−1, ñëå-
äóåò, ÷òî îáðàç ýòîãî êîììóòàòîðà â GiK/K ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå Gi−1K/K. Òàêèì
îáðàçîì, ôàêòîðû ðÿäà G•K/K àáåëåâû.

Òåîðåìà 3.8.6 (ðàçðåøèìîñòü ðàñøèðåíèÿ). Åñëè ãðóïïà G èìååò ðàçðåøèìûé íîð-
ìàëüíûé äåëèòåëü, ôàêòîðãðóïïà ïî êîòîðîìó ðàçðåøèìà, òî è ãðóïïà G ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H /G, è ãðóïïû H è G/H ðàçðåøèìû. Ðàññìîòðèì èõ íîðìàëü-
íûå ðÿäû:

{e} / H1 / · · · / H` = H,

{eH} / K1 / · · · / Km = G/H.

Ïóñòü Ki � ïîëíûé ïðîîáðàç ïîäãðóïïû Ki < G/H îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìà ãðóïï
G� G/H. Óáûâàþùåé èíäóêöèåé ïî i, i = 1, . . . ,m, óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðîîáðàçîâ òàêæå ñïðàâåäëèâî óñëîâèå Ki−1 /Ki, ïðè÷¼ì Ki/Ki−1

∼= Ki/Ki−1

(Óïðàæíåíèå!). Òîãäà èìååì ñëåäóþùèé íîðìàëüíûé ðÿä äëÿ ãðóïïû G:

{e} / H1 / · · · / H` = H / K1 / · · · / Km−1 / Km = G.

Åãî ôàêòîðû èçîìîðôíû ôàêòîðàì ðÿäîâ H• è K• è, ñëåäîâàòåëüíî, àáåëåâû.

Òåîðåìà 3.8.7 (ãîìîìîðôèçì â àáåëåâó ãðóïïó). Ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà îáëàäàåò íåòðè-
âèàëüíûì ãîìîìîðôèçìîì â àáåëåâó ãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó G îáëàäàåò íîðìàëüíûì ðÿäîì G• : {e} / · · · / Gn−1 / G
ñ àáåëåâûìè ôàêòîðàìè, òî ãîìîìîðôèçì G� G/Gn−1 � èñêîìûé.

Ââåä¼ì èíäóêòèâíî ïîñëåäîâàòåëüíûå êîììóòàíòû ãðóïïû G:

K0G := G, K1G := K(G), . . . , KsG := K(Ks−1G).

Òåîðåìà 3.8.8 (êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè). Ãðóïïà G ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî KnG = {e}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî öåïü ïîñëåäîâàòåëüíûõ êîììóòàíòîâ îáðàçóåò íîðìàëü-
íûé ðÿä ñ àáåëåâûìè ôàêòîðàìè. Îáðàòíî, ïóñòü ãðóïïà G îáëàäàåò íîðìàëüíûì ðÿäîì
G• : G . Gs−1 . · · · . {e}, ôàêòîðû êîòîðîãî àáåëåâû. Â ÷àñòíîñòè, G/Gs−1 � àáåëåâà
ãðóïïà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3.7.4 îá óíèâåðñàëüíîñòè êîììóòàíòà Gs−1 > K1G.
Ïóñòü òåïåðü äîêàçàíî, ÷òî Gs−i > KiG. Ïîñêîëüêó ôàêòîðãðóïïà Gs−i/Gs−i−1 àáåëåâà,
òî Gs−i−1 > K(Gs−i) > K(KiG). Èç ðàâåíñòâà G0 = {e} ñëåäóåò, ÷òî KsG = {e}.

Òåîðåìà 3.8.9 (ñîáñòâåííîñòü êîììóòàíòà ðàçðåøèìîé ãðóïïû). Åñëè íååäèíè÷íàÿ ãðóï-
ïà G ðàçðåøèìà, òî K(G) 6= G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó G íååäèíè÷íàÿ è ðàçðåøèìàÿ, òî îíà îáëàäàåò íåïîñòîÿí-
íûì ãîìîìîðôèçìîì f : G→ A â àáåëåâó ãðóïïó A. Òàêèì îáðàçîì, K(G) ⊆ ker f . Åñëè
K(G) = G, òî K(G) = G = ker f , è f � ïîñòîÿííûé ãîìîìîðôèçì (ïðîòèâîðå÷èå).

Ïðèìåð 3.8.10. Ãðóïïà S3 ðàçðåøèìà. Å¼ íîðìàëüíûé ðÿä èìååò âèä

{1} / A3 / S3.

Çäåñü A3 � ãðóïïà ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê òð¼õ ýëåìåíòîâ.
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Ïðèìåð 3.8.11. Ãðóïïà S4 ðàçðåøèìà. Å¼ íîðìàëüíûé ðÿä èìååò âèä

{1} / V4 / A4 / S4.

Çäåñü A4 � ãðóïïà ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, V4 � ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåé-
íà. Ðÿä ìîæíî óïëîòíèòü:

{1} / {e, (12)(34)} / V4 / A4 / S4.

Ïðèìåð 3.8.12. Ãðóïïà ïîðÿäêà pn, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, n ∈ N , ðàçðåøèìà. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè n = 1 èìååì ãðóïïó ïðîñòîãî ïîðÿäêà. Îíà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ðàçðåøèìîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçðåøèìû âñå ãðóïïû, èìåþùèå ïîðÿäêè,
ðàâíûå p`, ` < n. Â ãðóïïå ïîðÿäêà pn èìååòñÿ íåòðèâèàëüíûé öåíòð Z(G)/G. Ïîñêîëüêó
Z(G) � àáåëåâà ãðóïïà, òî îíà ðàçðåøèìà. Ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) èìååò ïîðÿäîê p` äëÿ
íåêîòîðîãî ` < n, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðàçðåøèìà ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Òàêèì îáðàçîì,
ãðóïïà G ðàçðåøèìà.
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Ãëàâà 4

Êîëüöà

4.1 Êîëüöà. Ïîäêîëüöà è èäåàëû. Ôàêòîðêîëüöà
è ãîìîìîðôèçìû

4.1.1 Ïîíÿòèå êîëüöà

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî R ñ äâóìÿ áèíàðíûìè
îïåðàöèÿìè (îáû÷íî èõ íàçûâàþò ñëîæåíèåì +: R×R→ R : (x, y) 7→ x+ y è óìíîæå-
íèåì · : R×R→ R : (x, y) 7→ xy) òàêèìè, ÷òî

� (R,+) � àáåëåâà ãðóïïà, íåéòðàëüíûé ýëåìåíò êîòîðîé íàçûâàåòñÿ íóë¼ì êîëüöà R
è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 0,

� óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, ò. å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

äèñòðèáóòèâíîñòü äëÿ ëåâîãî ñîìíîæèòåëÿ ∀x, y, z ∈ R (x+ y)z = xz + yz,

äèñòðèáóòèâíîñòü äëÿ ïðàâîãî ñîìíîæèòåëÿ ∀x, y, z ∈ R x(y + z) = xy + xz.

Åñëè êîëüöî (R,+, ·) ñîäåðæèò ýëåìåíò, íåéòðàëüíûé ïî óìíîæåíèþ, òî òàêîé ýëåìåíò
íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé êîëüöà R, à ñàìî êîëüöî � êîëüöîì ñ åäèíèöåé, èëè óíèòàðíûì
êîëüöîì. Åñëè óìíîæåíèå · êîììóòàòèâíî, àññîöèàòèâíî è ò. ï., òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî êîììóòàòèâíûì, àññîöèàòèâíûì è ò. ï.

Ïðèìåð 4.1.2. 1. Öåëûå ÷èñëà Z îáðàçóþò àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäè-
íèöåé 1.

2. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà R îáðàçóþò àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1.

3. Êâàäðàòíûå ìàòðèöû MatR(n) ðàçìåðà n ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè îáðàçóþò
àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé (åäèíèöà ýòîãî êîëüöà � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E)
îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïðè n ≥ 2
êîëüöî MatR(n) íåêîììóòàòèâíî.

Óïðàæíåíèå 4.1.3. Â îïðåäåëåíèè êîëüöà ñ åäèíèöåé íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû 1 6= 0. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü î êîëüöå, â êîòîðîì 1 = 0?

Ïðèìåð 4.1.4. 1. Ïóñòü V3 � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ òð¼õìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà ñ îáû÷íûì âåêòîðíûì ñëîæåíèåì + è âåêòîðíûì óìíîæåíèåì

[−,−] : V3 × V3 → V3 : (v1, v2) 7→ [v1, v2],

èçâåñòíûì ÷èòàòåëþ èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Âåêòîðíîå óìíîæåíèå àíòèêîììó-
òàòèâíî: [v, v] = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V3. Òîãäà (V3,+, [−,−]) � íåàññîöèàòèâíîå
àíòèêîììóòàòèâíîå êîëüöî.
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2. Màòðèöû MatR(n) ðàçìåðà n ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, îáû÷íûì ìàòðè÷íûì
ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, îïðåäåë¼ííûì ïî ïðàâèëó

[−,−] : MatR(n)×MatR(n)→ MatR(n) : (A,B) 7→ [A,B] = AB −BA,

îáðàçóþò íåàññîöèàòèâíîå àíòèêîììóòàòèâíîå êîëüöî.

3. Màòðèöû MatR(n) ðàçìåðà n ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, îáû÷íûì ìàòðè÷íûì
ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, îïðåäåë¼ííûì ïî ïðàâèëó

{−,−} : MatR(n)×MatR(n)→ MatR(n) : (A,B) 7→ {A,B} =
1

2
(AB +BA),

îáðàçóþò íåàññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî, åäèíèöåé êîòîðîãî ïî-ïðåæíåìó
áóäåò E.

Ñîãëàøåíèå 4.1.5. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, äàëåå âñþäó ñèìâîë MatR(n) áóäåò
îçíà÷àòü êîëüöî ìàòðèö ñ îáû÷íûìè ìàòðè÷íûìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì.

Óïðàæíåíèå 4.1.6. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá àíòèêîììóòàòèâíîì êîëüöå ñ åäèíèöåé?

Îïðåäåëåíèå 4.1.7. Ïîäêîëüöîì êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà S àáåëåâîé ãðóïïû
(R,+), çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ:

∀s, s′ ∈ S ss′ ∈ S.

Ïðèìåð 4.1.8. Öåëûå ÷èñëà Z îáðàçóþò ïîäêîëüöî â êîëüöå Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 4.1.9. Ìàòðèöû, â êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû i-é ñòðîêè ðàâíû íóëþ, îáðàçóþò
ïîäêîëüöî â êîëüöå MatR(n). Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñïðàâåäëèâ äëÿ ìàòðèö, â êîòîðûõ âñå
ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ðàâíû íóëþ.

Çàìå÷àíèå 4.1.10. Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïîäêîëåö ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì.

Îïðåäåëåíèå 4.1.11. Ëåâûì èäåàëîì êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà IL àáåëåâîé ãðóï-
ïû (R,+), çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ýëåìåíòû êîëüöà:

∀x ∈ IL ∀r ∈ R rx ∈ IL.

Ïðàâûì èäåàëîì êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà IR àáåëåâîé ãðóïïû (R,+), çàìêíóòàÿ
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà ýëåìåíòû êîëüöà:

∀x ∈ IR ∀r ∈ R xr ∈ IR.

Äâóñòîðîííèì èäåàëîì êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà I àáåëåâîé ãðóïïû (R,+), çà-
ìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà:

∀x ∈ I ∀r ∈ R rx ∈ I & xr ∈ I.

Çàìå÷àíèå 4.1.12. Ïîíÿòíî, ÷òî ëåâûé (ïðàâûé, äâóñòîðîííèé) èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëü-
öîì, îäíàêî îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíà.

Îïðåäåëåíèå 4.1.13. Ñóììîé ïîäêîëåö (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûõ èäåàëîâ, ïðàâûõ èäåà-
ëîâ, äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ) S1 è S2 íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

S1 + S2 = {s1 + s2 | si ∈ Si, i = 1, 2}.

Çàìå÷àíèå 4.1.14. Ïîíÿòíî, ÷òî ñóììà ïîäêîëåö (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûõ èäåàëîâ, ïðàâûõ
èäåàëîâ, äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì èäåàëîì,
ïðàâûì èäåàëîì, äâóñòîðîííèì èäåàëîì).
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Îïðåäåëåíèå 4.1.15. Ïåðåñå÷åíèåì ïîäêîëåö (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûõ èäåàëîâ, ïðàâûõ
èäåàëîâ, äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ) S1 è S2 íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

S1 ∩ S2 = {s ∈ R | s ∈ Si, i = 1, 2}.

Çàìå÷àíèå 4.1.16. Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïîäêîëåö (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûõ èäåàëîâ,
ïðàâûõ èäåàëîâ, äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì
èäåàëîì, ïðàâûì èäåàëîì, äâóñòîðîííèì èäåàëîì).

Çàìå÷àíèå 4.1.17. Ïîíÿòèÿ ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîäêîëåö (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûõ èäå-
àëîâ, ïðàâûõ èäåàëîâ, äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ) ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ëþáîãî, äàæå áåñ-
êîíå÷íîãî, ñåìåéñòâà ïîäêîëåö (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûõ èäåàëîâ, ïðàâûõ èäåàëîâ, äâó-
ñòîðîííèõ èäåàëîâ). Ñóììà ïîäêîëåö (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûõ èäåàëîâ, ïðàâûõ èäåàëîâ,
äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ) Si, i ∈ J , îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî∑

i∈J

Si =

{∑̀
u=1

siu | iu ∈ J, ` ∈ N

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ïîäêîëåö (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûõ èäåàëîâ, ïðàâûõ èäåàëîâ, äâóñòî-
ðîííèõ èäåàëîâ) � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñóìì ýëåìåíòîâ, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæ-
äîãî Si, ÷òî â êàæäîé ñóììå ýëåìåíòîâ êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ êîíå÷íî. Ïå-
ðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîäêîëåö (ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûõ èäåàëîâ, ïðàâûõ èäåàëîâ,
äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìíîæåñòâ.

Óïðàæíåíèå 4.1.18. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà ïåðåñå÷åíèå ëåâîãî è ïðàâî-
ãî èäåàëîâ íå ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííèì èäåàëîì (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå êîëüöî ìàòðèö
íàä êàêèì-íèáóäü ÷èñëîâûì êîëüöîì).

Îïðåäåëåíèå 4.1.19. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â í¼ì íåò íåíóëåâûõ ñîá-
ñòâåííûõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ.

Ïðèìåð 4.1.20. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êîëüöî ìàòðèö, íàïðèìåð ñ ðàöèîíàëüíûìè ýëå-
ìåíòàìè, ïðîñòî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà áóäåò äàíî âî âòîðîé ÷àñòè â ðàçäåëå,
ïîñâÿù¼ííîì àëãåáðàì íàä ïîëåì.

Ñîãëàøåíèå 4.1.21. Äàëåå ìû áóäåì ðàáîòàòü èñêëþ÷èòåëüíî ñ àññîöèàòèâíûìè êîëü-
öàìè. Ïîýòîìó ôàêò àññîöèàòèâíîñòè êîëüöà â äàëüíåéøåì òåêñòå óïîìèíàòüñÿ íå áóäåò.

4.1.2 Îáðàçóþùèå èäåàëà

Ïóñòü R � êîëüöî, I ⊂ R � ëåâûé (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûé) èäåàë. Âûáåðåì ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò p ∈ R.
Îïðåäåëåíèå 4.1.22. Ìíîæåñòâî

{rp+ kp | r ∈ R, k ∈ Z}

íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì ëåâûì èäåàëîì, ïîðîæä¼ííûì ýëåìåíòîì p. Ìíîæåñòâî

{pr + kp | r ∈ R, k ∈ Z}

íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì ïðàâûì èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòîì p. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà
êîëüöî R êîììóòàòèâíî, ýòè èäåàëû ñîâïàäàþò è íàçûâàþòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì, ïîðîæ-
ä¼ííûì ýëåìåíòîì p. Ýòîò èäåàë îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëîì (p).

Çàìå÷àíèå 4.1.23. Ãëàâíûé ëåâûé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòîì p � ýòî íàèìåíüøèé
ïî âêëþ÷åíèþ ëåâûé èäåàë â R, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò p. Ñîîòâåòñòâåííî, ãëàâíûé ïðà-
âûé èäåàë, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì p � ýòî íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ïðàâûé èäåàë,
ñîäåðæàùèé ýëåìåíò p.
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Çàìå÷àíèå 4.1.24. Åñëè êîëüöî R ñîäåðæèò åäèíèöó 1, òî, ïîñêîëüêó kp = (k·1)p = p(k·1),
ãëàâíûå ëåâûé è ïðàâûé èäåàëû, ïîðîæä¼ííûå p, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Rp = {rp | r ∈ R} è pR = {pr | r ∈ R} ñîîòâåòñòâåííî.
Çàìå÷àíèå 4.1.25. Âñÿêèé èäåàë, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò p, ñîäåðæèò è ãëàâíûé èäåàë,
èì ïîðîæä¼ííûé.

Ïóñòü òåïåðü M � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî â êîëüöå R.
Òàê êàê ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ëåâûõ èäåàëîâ êîëüöà R òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ ëåâûì èäåàëîì êîëüöà R, òî äëÿ âñÿêîãî ïîäìíîæåñòâà M êîëüöà R ñóùåñòâóåò
íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ëåâûé èäåàë, åãî ñîäåðæàùèé: ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ ëåâûõ
èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïîäìíîæåñòâî M . Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ïðàâûõ è äâóñòîðîííèõ
èäåàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 4.1.26. Åñëè êîëüöî R íå ñîäåðæèò åäèíèöû, òî

� ëåâûé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì M , � ýòî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà

r1m1 + · · ·+ rnmn + k1m
′
1 + · · ·+ ksm

′
s,

mi,m
′
j ∈M, ri ∈ R, kj ∈ Z, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , s, n ∈ N;

� ïðàâûé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì M , � ýòî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà

m1r1 + · · ·+mnrn + k1m
′
1 + · · ·+ ksm

′
s,

mi,m
′
j ∈M, ri ∈ R, kj ∈ Z, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , s, n ∈ N;

� äâóñòîðîííèé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì M , � ýòî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
âèäà

n∑
i=1

rimir
′
i +

s∑
j=1

kjr
′′
jm
′
j +

t∑
l=1

k′lm
′′
l r
′′′
l +

w∑
u=1

k′′um
′′′
u ,

mi,m
′
j,m

′′
l ,m

′′′
u ∈M, ri, r

′
i, r
′′
j , r
′′′
l ∈ R, kj, k′l, k′′u ∈ Z,

i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , s, ` = 1, . . . , t, u = 1, . . . , w, n, s, t, w ∈ N.

Åñëè êîëüöî R êîììóòàòèâíî, òî äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà M ëåâûé, ïðàâûé è äâóñòîðîí-
íèé èäåàëû ñîâïàäàþò è îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëîì (M).

Îïðåäåëåíèå 4.1.27. Äëÿ êîëüöà R ñ åäèíèöåé ëåâûé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæå-
ñòâîì M , � ýòî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà

r1m1 + · · ·+ rnmn, mi ∈M, ri ∈ R, i = 1, . . . , n, n ∈ N,

ïðàâûé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîì M , � ýòî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà

m1r1 + · · ·+mnrn, mi ∈M, ri ∈ R, i = 1, . . . , n, n ∈ N,

äâóñòîðîííèé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ìíîæåñòâîìM , � ýòî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà

r1m1r
′
1 + · · ·+ rnmnr

′
n, mi ∈M, ri ∈ R, i = 1, . . . , n, n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 4.1.28. Ïóñòü ëåâûé (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûé, äâóñòîðîííèé) èäåàë I
êîëüöà R ïîðîæä¼í ïîäìíîæåñòâîì M . Òîãäà M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì, èëè ñèñòå-
ìîé, îáðàçóþùèõ ëåâîãî (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîãî, äâóñòîðîííåãî) èäåàëà I, à ýëåìåíòû
ïîäìíîæåñòâà M íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè ëåâîãî (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâîãî, äâóñòîðîí-
íåãî) èäåàëà I.
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Çàìå÷àíèå 4.1.29. Ïîíÿòèå ñèñòåìû îáðàçóþùèõ èäåàëà áëèçêî ê ïîíÿòèþ áàçèñà âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îäíàêî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èäåàëà â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå ðàç-
íûå ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ìîãóò èìåòü ðàçíûå ìîùíîñòè. Òàêæå â ïðîèçâîëüíîì èäåàëå
ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà íå âñåãäà áûâàåò öåëåñîîáðàçíî (è íå âñåãäà âîçìîæíî!) âûáðàòü
íå òîëüêî R-ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ (ò. å. íå äîïóñêàþùóþ íåòðèâèàëüíûõ ðàâíûõ íóëþ
R-ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé), íî è ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ (ò. å. ñèñòåìó, èç êî-
òîðîé íåâîçìîæíî óäàëèòü íè îäèí ýëåìåíò òàê, ÷òîáû ïîðîæäàåìûé åþ èäåàë îñòàëñÿ
íåèçìåííûì).

Îïðåäåëåíèå 4.1.30. Èäåàë, äîïóñêàþùèé êîíå÷íóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ, íàçûâàþòñÿ
êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì.

4.1.3 Îáðûâ âîçðàñòàþùèõ öåïåé èäåàëîâ â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ

Îïðåäåëåíèå 4.1.31. Êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ íàçûâàåòñÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè, â êî-
òîðîé âñÿêèé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Òåîðåìà 4.1.32. Â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà èäåàëîâ íå ìîæåò
áûòü áåñêîíå÷íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ è

(a1) ( (a2) ( · · · ( R

� âîçðàñòàþùàÿ öåïü èäåàëîâ. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå âñåõ ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ ýòîé
öåïè I =

⋃
i(ai). Ìíîæåñòâî I ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé è ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî

óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû êîëüöà R. Òàêèì îáðàçîì, I � èäåàë. Ïîñêîëüêó R � êîëüöî
ãëàâíûõ èäåàëîâ, èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì; ïóñòü I = (c). Ïóñòü c ∈ (am); òîãäà I ⊂ (am)
è, ñëåäîâàòåëüíî, I = (am). Èòàê, (am) � ïîñëåäíèé ñîáñòâåííûé èäåàë â öåïè {(ai)}.

4.1.4 Óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè â êîëüöàõ

Îïðåäåëåíèå 4.1.33. Óñëîâèå îáðûâà âîçðàñòàþùèõ öåïåé (ÎÂÖ) ëåâûõ (ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïðàâûõ, äâóñòîðîííèõ) èäåàëîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: âñÿêàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþ-
ùàÿ öåïü ëåâûõ (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûõ, äâóñòîðîííèõ) èäåàëîâ êîëüöà R

I1 ( I2 ( · · · ( Is ( . . .

íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé. Êîëüöî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ÎÂÖ äëÿ ëåâûõ (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðàâûõ, äâóñòîðîííèõ) èäåàëîâ, íàçûâàåòñÿ í¼òåðîâûì ñëåâà (ñîîòâåòñòâåííî,
í¼òåðîâûì ñïðàâà, í¼òåðîâûì).

Îïðåäåëåíèå 4.1.34. Óñëîâèå îáðûâà óáûâàþùèõ öåïåé (ÎÓÖ) ëåâûõ (ñîîòâåòñòâåííî,
ïðàâûõ, äâóñòîðîííèõ) èäåàëîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: âñÿêàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ
öåïü ëåâûõ (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûõ, äâóñòîðîííèõ) èäåàëîâ êîëüöà R

I1 ) I2 ) · · · ) Is ) . . .

íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé. Êîëüöî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ÎÓÖ äëÿ ëåâûõ (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðàâûõ, äâóñòîðîííèõ) èäåàëîâ, íàçûâàåòñÿ àðòèíîâûì ñëåâà (ñîîòâåòñòâåííî,
àðòèíîâûì ñïðàâà, àðòèíîâûì).

Ïðèìåð 4.1.35. Êîëüöà, îáëàäàþùèå êîíå÷íûì íàáîðîì èäåàëîâ, í¼òåðîâû è àðòèíîâû.
Òàêîâû ëþáîå ïîëå K, êîëüöà K[x]/(xs), s > 1, K[x, y]/(xs, yt), s, t ≥ 1.

Óïðàæíåíèå 4.1.36. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èç êîëåö ïðèìåðà 4.1.35 ñîäåðæèò êîíå÷íîå
÷èñëî èäåàëîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ è àðòèíîâûì, è í¼òåðîâûì.
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Ïðèìåð 4.1.37. Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z í¼òåðîâî, íî íå àðòèíîâî. Äåéñòâèòåëüíî, âñå
èäåàëû â í¼ì èìåþò âèä nZ = (n), n ∈ N, à ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè öåëûõ
÷èñåë äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: n = ps11 . . . psll . Òîãäà íàèáîëåå äëèííàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ öåïü
ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ ñ íà÷àëîì â (n) èìååò âèä:

(n)( (ps1−1
1 . . . psll )( (ps1−2

1 . . . psll )( · · · ( (ps22 . . . p
sl
l )( (ps2−1

2 . . . psll ) ( · · · ( (psll ) ( · · · ( (pl).

Îäíàêî â êîëüöå Z ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íûå ñòðîãî óáûâàþùèå öåïè èäåàëîâ, íàïðèìåð,
òàêèå:

(n) ) (n2) ) (n3) ) · · · ( (ns) ( . . . ,

ãäå n 6= 1, s ∈ N.

Òåîðåìà 4.1.38 (êðèòåðèé í¼òåðîâîñòè êîëüöà). Êîëüöî R í¼òåðîâî ñëåâà (ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñïðàâà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé åãî ëåâûé (ñîîòâåòñòâåííî,
ïðàâûé) èäåàë êîíå÷íî ïîðîæä¼í.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîëüöî R í¼òåðîâî ñëåâà, ò. å. ëþáàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ öåïü
ëåâûõ èäåàëîâ â í¼ì èìååò êîíå÷íóþ äëèíó. Ïóñòü I � ëåâûé èäåàë, íå äîïóñêàþùèé êî-
íå÷íîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ. Ïóñòü {m1, . . . ,ms, . . . } � òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â I, ÷òîms+1 íå ïðèíàäëåæèò ëåâîìó èäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó ýëåìåíòàìèm1, . . . ,ms

(òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò äëÿ èäåàëà, íå äîïóñêàþùåãî êîíå÷íîé ñèñòåìû
îáðàçóþùèõ). Ïóñòü Is � ëåâûé èäåàë, ïîðîæä¼ííûé m1, . . . ,ms. Òîãäà èìååì áåñêîíå÷-
íóþ ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ öåïü ëåâûõ èäåàëîâ I1 ( · · · ( Is ( . . . , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî êîëüöî R í¼òåðîâî ñëåâà.

Ïóñòü âñå ëåâûå èäåàëû êîëüöà R êîíå÷íî ïîðîæäåíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ öåïü ëåâûõ èäåàëîâ

I1 ( · · · ( Is ( . . . . (4.1.1)

Òîãäà I =
⋃∞
s=1 Is � èäåàë. Ïîñêîëüêó I êîíå÷íî ïîðîæä¼í, òî âûáåðåì íåêîòîðóþ êî-

íå÷íóþ ñèñòåìó åãî îáðàçóþùèõ m1, . . . ,mt. Äëÿ êàæäîãî i, i = 1, . . . , t, ñóùåñòâóåò s(i)
òàêîå, ÷òî mi ∈ Is(i). Òîãäà äëÿ âñåõ s > max{s(i) | i = 1, . . . , t} âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
I ⊂ Is. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ öåïü (4.1.1) íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷-
íîé.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ìû ïðèâåä¼ì ââèäó åãî âàæíîñòè, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ïîêà
îïóñòèì.

Òåîðåìà 4.1.39 (òåîðåìà Ãèëüáåðòà î áàçèñå). Åñëè R � êîììóòàòèâíîå í¼òåðîâî êîëü-
öî, òî êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[x] òàêæå ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâûì.

Ñëåäñòâèå 4.1.40. Åñëè R � êîììóòàòèâíîå í¼òåðîâî êîëüöî, òî êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ
R[x1, . . . , xn] ÿâëÿþòñÿ í¼òåðîâûìè äëÿ ëþáûõ n ∈ N.

Çàìå÷àíèå 4.1.41. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[x1, . . . ] îò áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ ñî-
äåðæèò áåñêîíå÷íóþ ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ öåïü èäåàëîâ

(x1) ( (x1, x2) ( · · · ( (x1, x2, . . . , xn) ( . . .

è ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâûì.
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4.1.5 Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö. Ðàçëîæåíèå êîëüöà â ïðÿìóþ ñóììó

èäåàëîâ

Ïóñòü (R1,], ∗) è (R2,⊕, ◦) � êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 4.1.42. (Âíåøíèì) ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì êîëåö (R1,], ∗) è (R2,⊕, ◦)
íàçûâàåòñÿ êîëüöî ñî ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ R1 ×R2 è áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè, îïðåäå-
ë¼ííûìè ïîêîìïîíåíòíî:

(r1, r2) + (r′1, r
′
2) = (r1 ] r′1, r2 ⊕ r′2), (r1, r2) · (r′1, r′2) = (r1 ∗ r′1, r2 ◦ r′2).

Çàìå÷àíèå 4.1.43. Ïîíÿòíî, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà (R1×R2,+) ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êî-
ëåö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó àääèòèâíûõ ãðóïï ñîìíîæèòåëåé (R1,])×(R2,⊕).
Å¼ íóëü � ýòî 0 = (01, 02).

Çàìå÷àíèå 4.1.44. Åñëè êîëüöî R1 ñîäåðæèò åäèíèöó 11, à êîëüöî R2 � åäèíèöó 12, òî ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî êîëüöî R1 ×R2 ñîäåðæèò åäèíèöó (11, 12).

Ñîãëàøåíèå 4.1.45. Äàëåå, ïîñêîëüêó ïóòàíèöà èñêëþ÷åíà, ìû áóäåì äëÿ âñåõ êî-
ëåö èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áèíàðíûõ îïåðàöèé (+ äëÿ ñëîæåíèÿ,
· äëÿ óìíîæåíèÿ), à â îáîçíà÷åíèÿõ íóëÿ 0 è åäèíèöû 1 îïóñêàòü èíäåêñû.

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé ðàç, êîãäà îáà ñîìíîæèòåëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîþ íåíóëåâûå êîëü-
öà, ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò ýëåìåíòû âèäà (r1, 0) è (0, r2), îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì:

(r1, 0) 6= 0, (0, r2) 6= 0, (r1, 0)(0, r2) = 0.

Îïðåäåëåíèå 4.1.46. Ëåâûì äåëèòåëåì íóëÿ â êîëüöå R íàçûâàåòñÿ òàêîé îòëè÷íûé
îò íóëÿ ýëåìåíò s ∈ R \ 0, ÷òî ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò t ∈ R \ 0 òàêîé, ÷òî
st = 0. Ïðàâûì äåëèòåëåì íóëÿ â êîëüöå R íàçûâàåòñÿ òàêîé îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò
s ∈ R \ 0, ÷òî ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò t ∈ R \ 0 òàêîé, ÷òî ts = 0. Åñëè
êîëüöî R êîììóòàòèâíî, òî ãîâîðÿò ïðîñòî î äåëèòåëå íóëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, êîëüöà, ÿâëÿþùèåñÿ ïðÿìûìè ïðîèçâåäåíèÿìè (à òàêæå ìíîãèå äðó-
ãèå êîëüöà!), ñîäåðæàò äåëèòåëè íóëÿ.

Ïðèìåð 4.1.47. Ñîãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ äëÿ êîëåö âû÷åòîâ, èìååòñÿ
èçîìîðôèçì êîëåö Zp×Zq ∼= Zpq äëÿ ëþáûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, q (òåîðåìà âåðíà è äëÿ ñî-
ñòàâíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ îñíîâàíèé, íî íàì ñåé÷àñ äîñòàòî÷íî ýòîãî ñëó÷àÿ). Tîãäà
ýëåìåíòû n mod p ∈ Zp \ 0 è m mod q ∈ Zq \ 0 ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ â ïðÿìîì
ïðîèçâåäåíèè Zp × Zq. Èõ îáðàçû nq mod pq ∈ Zpq \ 0 è mp mod pq ∈ Zpq \ 0 ÿâëÿþòñÿ
äåëèòåëÿìè íóëÿ â êîëüöå Zpq.

Ïðèìåð 4.1.48. Â ìàòðè÷íîì êîëüöå MatQ(2) ýëåìåíòû

A =

(
0 1
0 1

)
è B =

(
1 1
0 0

)
ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâûì è ïðàâûì äåëèòåëÿìè íóëÿ.

Âëîæåíèå êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé ij : Rj ↪→ R1×R2, j = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì êîëåö, à åãî îáðàç im ij � äâóñòîðîííèì èäåàëîì â ïðîèçâåäåíèè R1 × R2. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èäåàëû I1 = R1×0 = i1(R1) è I2 = 0×R2 = i2(R2) èìåþò â R = R1×R2 íóëåâîå
ïåðåñå÷åíèå. Â òàêîé ñèòóàöèè ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî R ðàçëîæåíî â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
ñâîèõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ I1 = R1 × 0 è I2 = 0×R2.

Îïðåäåëåíèå 4.1.49. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäêîëåö Ri ⊂ R, i = 1, . . . , s,
åñëè

63



� R =
⊕s

i=1Ri � ðàçëîæåíèå àääèòèâíîé ãðóïïû (R,+) êîëüöà R â ïðÿìóþ ñóììó
àääèòèâíûõ ïîäãðóïï (Ri,+) < (R,+);

� åñëè a ∈ Ri, b ∈ Rj, i 6= j, òî ab = 0.

Óïðàæíåíèå 4.1.50. Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , s ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì êîëåö
ij : Rj ↪→

⊕s
i=1Ri : r 7→ (0, . . . , 0, r, 0, . . . , 0), ñòàâÿùèé r ∈ Rj íà j-å ìåñòî. Òîãäà îáî-

çíà÷èì åãî îáðàç im ij = Rj. Äîêàæèòå, ÷òî Rj � äâóñòîðîííèé èäåàë â ïðÿìîé ñóììå⊕s
i=1 Ri.

Ïóñòü òåïåðü Ii � äâóñòîðîííèå èäåàëû â R, i = 1, . . . , s. ×èòàòåëþ èçâåñòíî, ÷òî
èõ ñóììà

s∑
i=1

Ii = {i1 + · · ·+ is | ij ∈ Ij, j = 1, . . . , s}

ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â êîëüöå R.

Îïðåäåëåíèå 4.1.51. Ñóììà èäåàëîâ
∑s

i=1 Ii ïðÿìàÿ, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç òð¼õ ýê-
âèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1. Äëÿ ëþáîãî x ∈
∑s

i=1 Ii ðàçëîæåíèå x = x1+· · ·+xs, xj ∈ Ij, j = 1, . . . , s, åäèíñòâåííî;

2. Äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , s âûïîëíåíî Ij ∩
∑

u6=j Iu = 0;

3. Åñëè x1 + · · ·+ xs = 0 äëÿ xj ∈ Ij, j = 1, . . . , s, òî x1 = x2 = · · · = xs = 0.

Óïðàæíåíèå 4.1.52. Ïóñòü R =
⊕r

i=1Ri � ðàçëîæåíèå àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà R
â ïðÿìóþ ñóììó ïîäãðóïï. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ðàçëîæåíèå åñòü ïðÿìàÿ ñóììà ïîäêîëåö
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç Ri, i = 1, . . . , r, åñòü äâóñòîðîííèé èäåàë â R.

Óïðàæíåíèå 4.1.53. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå êîëåö R = ×rj=1Ri îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì
â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ Ij = ij(Rj), j = 1, . . . , r. Äîêàæèòå ýòî. Îáðàòíî, åñëè êîëü-
öî R îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì â ïðÿìóþ ñóììó èäåàëîâ Jj, j = 1, . . . , r, òî ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì êîëåö φ : R→ ×rj=1Jj òàêîé, ÷òî φ|Jj = ij, j = 1, . . . , r.

Óïðàæíåíèå 4.1.54 (êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Åñëè êîììóòàòèâíîå êîëüöî R
îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì â ñóììó ñâîèõ èäåàëîâ R = I + J , òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì
êîëåö

R

I ∩ J
∼=
R

I
× R

J
.

Óêàçàíèå: èìèòèðóéòå äîêàçàòåëüñòâî êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ äëÿ ãðóïï êëàññîâ
âû÷åòîâ.

4.1.6 Õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà ñ åäèíèöåé

Ïóñòü R � êîëüöî ñ åäèíèöåé 1.

Îïðåäåëåíèå 4.1.55. Åñëè ïîðÿäîê ord 1 ýëåìåíòà 1 â àääèòèâíîé ãðóïïå (R,+) êî-
íå÷åí, òî õàðàêòåðèñòèêà chrR êîëüöà R ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé ord 1. Åñëè ïîðÿäîê ord 1
ýëåìåíòà 1 â àääèòèâíîé ãðóïïå (R,+) áåñêîíå÷åí, òî õàðàêòåðèñòèêà chrR êîëüöà R
ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 0.

Ïðèìåð 4.1.56. Êîëüöî âû÷åòîâ Zn, n ∈ N, èìååò õàðàêòåðèñòèêó, ðàâíóþ n. Êîëüöà
Z,Q,R,C èìåþò íóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Çàìå÷àíèå 4.1.57. Åñëè îäíî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì äðóãîãî, òî õàðàêòåðèñòèêè
îáîèõ êîëåö ñîâïàäàþò.
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Ïðåäëîæåíèå 4.1.58. Õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà, íå ñîäåðæàùåãî äåëèòåëåé íóëÿ, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì ëèáî ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî êîëüöî, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì
÷èñëîì, ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ. Ïóñòü chrR = mn, m,n > 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

)(1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m

) = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
mn

= 0.

Ïîñêîëüêó êàæäûé èç ìíîæèòåëåé îòëè÷åí îò íóëÿ, òî îáà ìíîæèòåëÿ ÿâëÿþòñÿ äåëè-
òåëÿìè íóëÿ.

4.1.7 Îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà. Òåëà è ïîëÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî êîëüöî R ñîäåðæèò åäèíèöó 1.

Çàìå÷àíèå 4.1.59. Ãîâîðÿ îá îáðàòèìûõ ýëåìåíòàõ êîëüöà, èìåþò â âèäó ýëåìåíòû, îáðà-
òèìûå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ (ïîñêîëüêó îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ýëåìåíòû
êîëüöà îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó è, ñîîòâåòñòâåííî, ëþáîé ýëåìåíò îáðàòèì ïî ñëîæå-
íèþ). Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå 2.3.4 åñëè áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà (à ýòî òàê
ïî ñîãëàøåíèþ 4.1.21), òî ëåâûé è ïðàâûé îáðàòíûå äàííîãî ýëåìåíòà ðàâíû, åñëè îíè ñó-
ùåñòâóþò. Â ÷àñòíîñòè, â êîëüöàõ ìàòðèö ëåâàÿ è ïðàâàÿ îáðàòíûå äëÿ äàííîé ìàòðèöû
ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå 4.1.60. Ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R � ýòî ìíîæåñòâî

UnitR = {u ∈ R | ∃u−1 : u−1u = 1}.
Ïðèìåð 4.1.61. Î÷åâèäíî, UnitZ = {±1}, à UnitR = R \ 0.

Óïðàæíåíèå 4.1.62. Íàéäèòå âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû â êîëüöå öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë

Z[i] = {a+ ib | a, b ∈ Z, i2 = −1}.
Óïðàæíåíèå 4.1.63. Íàéäèòå âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû â êîëüöå

Z[
√

2] = {a+ b
√

2 | a, b ∈ Z}.
Óïðàæíåíèå 4.1.64. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá èäåàëå I â êîëüöå R, ñîäåðæàùåì õîòÿ áû
îäèí îáðàòèìûé ýëåìåíò?

Ïðèìåð 4.1.65. Ðàññìîòðèì êîëüöî ìàòðèö MatR(n), ýëåìåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò
êîììóòàòèâíîìó êîëüöó R, è îõàðàêòåðèçóåì îáðàòèìûå ýëåìåíòû ýòîãî ìàòðè÷íîãî
êîëüöà. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ MatR(n) å¼ ïðèñîåäèí¼ííàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé A] = (a]st), ãäå a
]
st = Ats (÷èòàòåëþ ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà èçìåíåíèå ïîðÿä-

êà ñëåäîâàíèÿ èíäåêñîâ!). Ñèìâîë Ats îçíà÷àåò àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà ats
ìàòðèöû A. Èç ïðàâèëà ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå (ñòîëáöó) ñëåäóåò òîæäåñòâî

AA] = (detA)E,

ãäå detA � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìàòðèöà A îáðàòèìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ îïðåäåëèòåëü detA ∈ R ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì êîëü-
öà R. Ïðè ýòîì A−1 = (detA)−1A].

Ïðèìåð 4.1.66. Ôîðìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì íàä êîëüöîì A îò îäíîé ïåðåìåííîé
x íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñóììà

∑∞
i=0 aix

i, ãäå ai ∈ N0. Ïîñêîëüêó êîëüöî A ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì, âîïðîñ î ñõîäèìîñòè è ôóíêöèîíàëüíîì çíà÷åíèè òàêèõ ðÿäîâ
íå ñòàâèòñÿ. Ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû äîïóñêàþò ïî÷ëåííîå ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå

∞∑
i=0

aix
i ±

∞∑
i=0

bix
i =

∞∑
i=0

(ai ± bi)xi,
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à òàêæå óìíîæåíèå (
∞∑
i=0

aix
i

)(
∞∑
i=0

bix
i

)
=
∞∑
i=0

(
i∑

u=0

aubi−u

)
xi,

èíäóöèðîâàííûå ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàöèÿìè â êîëüöå A. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëü-
íûå ñòåïåííûå ðÿäû îò ïåðåìåííîé x íàä êîëüöîì A îáðàçóþò êîëüöî, êîòîðîå îáîçíà-
÷àåòñÿ ñèìâîëîì A[[x]]. Ïðè ýòîì A åñòåñòâåííî âëîæåíî â êîëüöî A[[x] êàê ïîäêîëüöî
ïîñðåäñòâîì ãîìîìîðôèçìà êîëåö

i : A ↪→ A[[x]] : a 7→ a+
∞∑
i=1

0xi.

Ïóñòü êîëüöî A ñîäåðæèò åäèíèöó 1, òîãäà îíà æå áóäåò åäèíèöåé êîëüöà A[[x]]. Âûÿñíèì,
êîãäà ðÿä

∑∞
i=1 aix

i ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì êîëüöà A[[x]].
Èòàê, ïóñòü (

∞∑
i=0

aix
i

)(
∞∑
i=0

bix
i

)
=
∞∑
i=0

(
i∑

u=0

aubi−u

)
xi = 1.

ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóùèõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì áåñ-
êîíå÷íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

a0b0 = 1,

a1b0 + a0b1 = 0,

a2b0 + a1b1 + a0b2 = 0,

˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙

aib0 + ai−1b1 + · · ·+ aubi−u + · · ·+ a0bi = 0,

˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ bi, i ∈ N0, äî ëþáîãî íàïå-
ð¼ä óêàçàííîãî i, äâèãàÿñü â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èíäåêñà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a0 ∈ UnitA. Äëÿ êàæäîãî bi ïîëó÷èì åãî âûðàæåíèå ÷åðåç bu, 0 ≤ u ≤ i− 1.

b0 = a−1
0 ,

b1 = −a−1
0 a1b0,

b2 = −a−1
0 (a2b0 + a1b1),

˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙

bi = −a−1
0 (aib0 + ai−1b1 + · · ·+ aubi−u + · · ·+ a1bi−1),

˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙ ˙

Îïðåäåëåíèå 4.1.67. Òåëîì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì
êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå
êîëüöî ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì.

Ïðèìåð 4.1.68. Ïîëÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ÷èòàòåëþ êîëüöà:

� Q � êîëüöî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,

� R � êîëüöî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
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� C � êîëüöî êîìïëåêñíûõ ÷èñëà,

� Zp � êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p (âàæíî, ÷òî p � ïðîñòîå ÷èñëî!).

Ïðèìåð 4.1.69. Êâàòåðíèîíû Ãàìèëüòîíà � ýòî ýëåìåíòû R-ëèíåéíîé îáîëî÷êè

H = 〈1, i, j, k〉R = {a · 1 + b · i+ c · j + d · k | a, b, c, d ∈ R, i2 = j2 = k2 = −1},

â êîòîðîé ýëåìåíòû 1, i, j, k ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åäèíèöà 1 = 1 + 0i+ 0j + 0k ñîâïàäàåò
ñ åäèíèöåé ïîëÿ R. Ýëåìåíò z = a · 1 + b · i + c · j + d · k íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîíîì.
Óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ R-áèëèíåéíî è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik,
i2 = j2 = k2 = −1.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü (óïðàæíåíèå!), ÷òî óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ àññîöèàòèâíî. Î÷å-
âèäíî, âåùåñòâåííûå ÷èñëà R è êîìïëåêñíûå ÷èñëà C ñîñòàâëÿþò ïîäêîëüöà â êîëüöå H.
Íà êîëüöå êâàòåðíèîíîâ èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè!),
àíàëîãè÷íîå êîìïëåêñíîìó ñîïðÿæåíèþ íà ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:

σ : H→ H : z = a · 1 + b · i+ c · j + d · k 7→ z = a · 1− b · i− c · j − d · k.

Êâàòåðíèîí z íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì êâàòåðíèîíó z. Ýòî îòîáðàæåíèå îñòàâëÿåò íåïî-
äâèæíûì ïîäêîëüöî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ⊂ H.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî zz = zz = a2+b2+c2+d2, è ïîýòîìó ëþáîé íåíóëåâîé
êâàòåðíèîí îáðàòèì:

z−1 =
z

zz
.

Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

Óïðàæíåíèå 4.1.70. Îõàðàêòåðèçóéòå âñå èäåàëû â òåëå.

Óïðàæíåíèå 4.1.71. Ïîñêîëüêó H � íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî â îáùåì ñëó÷àå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé ax = b è xa = b ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
x = a−1b, à âî âòîðîì x = ba−1. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî â êîëüöå H ëåâîå è ïðàâîå
äåëåíèÿ ðàçëè÷íû. Ðåøèòå îáà óðàâíåíèÿ ïðè a = 1 + j, b = j + k.

4.1.8 Ôàêòîðêîëüöî

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî, I � äâóñòîðîííèé èäåàë â í¼ì. Ðàññìîòðèì ôàê-
òîðãðóïïó R/I àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà R ïî å¼ ïîäãðóïïå I è èññëåäóåì ïîâåäåíèå
óìíîæåíèÿ íà ñìåæíûõ êëàññàõ. Âûáðàâ äâà ïðîèçâîëüíûõ ñìåæíûõ êëàññà r1+I è r2+I,
ïîëó÷èì

(r1 + I)(r2 + I) = r1r2 + r1I + Ir2 + I2.

×èòàòåëþ ïîëåçíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé âî âòîðîì
è òðåòüåì ñëàãàåìûõ, ïîñêîëüêó êîëüöî R íå ïðåäïîëàãàåòñÿ êîììóòàòèâíûì. Ïîñêîëüêó
èäåàë I óñòîé÷èâ êàê îòíîñèòåëüíî ëåâîãî, òàê è îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî âíåøíèõ óìíî-
æåíèé, òî èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

r1I ⊂ I ⊃ Ir2.

Î÷åâèäíî, I2 ⊂ I, è ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå (r1 + I)(r2 + I) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îä-
íîçíà÷íî îïðåäåë¼ííîãî ñìåæíîãî êëàññà r1r2 + I. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ôàêòîðãðóïïà
íàäåëåíà òàêæå èíäóöèðîâàííûì óìíîæåíèåì, íàäåëÿþùèì å¼ ñòðóêòóðîé êîëüöà.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.72. Ôàêòîðêîëüöîì êîëüöà R ïî åãî äâóñòîðîííåìó èäåàëó I íàçû-
âàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà R/I åãî àääèòèâíîé ãðóïïû ïî å¼ ïîäãðóïïå (I,+) < (R,+) ñ óìíî-
æåíèåì ñìåæíûõ êëàññîâ, èíäóöèðîâàííûì óìíîæåíèåì â êîëüöå R.

Çàìå÷àíèå 4.1.73. Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî â í¼ì âñå èäåàëû äâóñòîðîííèå.
Ïîýòîìó â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R ôàêòîðêîëüöà îïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî
ëþáûõ èäåàëîâ â R.

Çàìå÷àíèå 4.1.74. Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî åãî ëþáîå ôàêòîðêîëüöî, î÷åâèä-
íî, áóäåò êîììóòàòèâíûì. Åñëè R ñîäåðæèò åäèíèöó 1, òî ôàêòîðêîëüöî R/I ñîäåðæèò
åäèíèöó 1 + I.

4.1.9 Ãîìîìîðôèçìû êîëåö

Îïðåäåëåíèå 4.1.75. Îòîáðàæåíèå êîëåö f : R→ R′ íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö,
åñëè f � ãîìîìîðôèçì èõ àääèòèâíûõ ãðóïï è ïðè ýòîì f ñîõðàíÿåò óìíîæåíèå, ò. å.

∀r1, r2 ∈ R f(r1r2) = f(r1)f(r2).

Èçîìîðôèçìîì êîëåö íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì êîëåö.

Îïðåäåëåíèå 4.1.76. ßäðîì ãîìîìîðôèçìà êîëåö f : R→ R′ íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà

ker f = {r ∈ R | f(r) = 0} < R.

Îáðàçîì ãîìîìîðôèçìà êîëåö f : R→ R′ íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà

im f = {f(r) | r ∈ R} < R′.

Ïðèìåð 4.1.77. Åñëè R/I � ôàêòîðêîëüöî êîëüöà R, òî èìååòñÿ åñòâåñòâåííûé ãîìî-
ìîðôèçì ϕ : R � R/I : r 7→ r + I. Åãî ÿäðî ðàâíî kerϕ = I, à îáðàç � imϕ = R/I.

Ïðåäëîæåíèå 4.1.78. ßäðî ker f ãîìîìîðôèçìà êîëåö f : R→ R′ ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîí-
íèì èäåàëîì â êîëüöå R. Îáðàç im f ãîìîìîðôèçìà êîëåö f : R→ R′ ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëü-
öîì â êîëüöå R′.

Óïðàæíåíèå 4.1.79. Äîêàæèòå ïðåäëîæåíèå 4.1.78.

Çàìå÷àíèå 4.1.80. Ïîíÿòíî, ÷òî èíúåêòèâíîé ãîìîìîðôèçì êîëåö îñóùåñòâëÿåò èçîìîð-
ôèçì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íà îáðàç ãîìîìîðôèçìà.

Ïðèìåð 4.1.81. Ðàññìîòðèì âëîæåíèå inn : Matk(n − 1) ↪→ Matk(n) ìàòðè÷íûõ êîëåö
íàä ïîëåì k, îïðåäåëÿåìîå ïðèïèñûâàíèåì ê ìàòðèöå A ∈ Matk(n − 1) n-é ñòðîêè
è n-ãî ñòîëáöà, ñîñòîÿùèõ èç íóëåé. Òîãäà ãîìîìîðôèçì inn îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì
Matk(n− 1) ∼= im inn.

Òåîðåìà 4.1.82 (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ êîëåö). Ëþáîé ãîìîìîðôèçì êîëåö
f : R→ R′ îáëàäàåò ðàçëîæåíèåì â êîìïîçèöèþ ñîãëàñíî êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå

R

f̂ ����

f // R′

R/ker f ∼ // im f
?�

OO

ãäå f̂ : R −→ R/ker f : r 7→ r + ker f � ãîìîìîðôèçì íà ôàêòîðêîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, äëÿ àääèòèâíûõ ãðóïï êîëåö èìååì àíàëîãè÷íûé ðåçóëü-
òàò (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå äëÿ ãðóïï). Âî-âòîðûõ, âñå îòîáðàæåíèÿ â äèàãðàììå ñî-
õðàíÿþò óìíîæåíèå, ò. å. ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè êîëåö.
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Ñëåäñòâèå 4.1.83. Íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì òåëà â ëþáîå êîëüöî èíúåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßäðî ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà êîëåö κ : K → R, åñòü äâóñòîðîííèé
èäåàë â K. Ïîñêîëüêó K � òåëî, òî â í¼ì èìååòñÿ òîëüêî äâà äâóñòîðîííèõ èäåàëà: (0)
è (1) = K. Âàðèàíò kerκ = K ïîñòàâëÿåò íóëåâîé ãîìîìîðôèçì.

Ïðèìåð 4.1.84. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

α : C→ MatR(2) : a+ bi 7→
(

a b
−b a

)
.

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö.
Ïîñêîëüêó C � ïîëå, ýòîò ãîìîìîðôèçì èíúåêòèâåí.

Ïðèìåð 4.1.85. Èìååò ìåñòî âëîæåíèå òåëà êâàòåðíèîíîâ H â êîëüöî ìàòðèö MatC(2),
îïðåäåëÿåìîå îáðàçàìè R-áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ 1, j, k, ` (÷òîáû íå âîçíèêëî ïóòàíèöû
ñ ìíèìîé åäèíèöåé i ïîëÿ C, êâàòåðíèîííûå ìíèìûå åäèíèöû îáîçíà÷åíû äðóãèìè ñèì-
âîëàìè òàê, ÷òî H = 〈1, j, k, `〉R):

H ↪→ MatC(2) : 1 7→
(

1 0
0 1

)
; j 7→

(
i 0
0 −i

)
; k 7→

(
0 1
−1 0

)
; ` 7→

(
0 i
i 0

)
.

Îáðàç ïðîèçâîëüíîãî êâàòåðíèîíà ëåãêî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ ïðîäîëæåíèå îïèñàííîãî
ñîîòâåòñòâèÿ ïî R-ëèíåéíîñòè íà âñ¼ R-âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H. ×èòàòåëþ ïðåäëàãà-
åòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö.

Çàìå÷àíèå 4.1.86. Îáû÷íî îáðàç èäåàëà ïðè ãîìîìîðôèçìå íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Åñëè
ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâåí, òî îáðàç èäåàëà � èäåàë (óïðàæíåíèå!). Â ÷àñòíîñòè, ïðè ãî-
ìîìîðôèçìå êîëüöà íà ôàêòîðêîëüöî êàæäûé èäåàë ïåðåõîäèò â èäåàë.

Óïðàæíåíèå 4.1.87. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f : A → B � ãîìîìîðôèçì êîëåö è I � ïðî-
èçâîëüíûé èäåàë â êîëüöå B, òî åãî ïîëíûé ïðîîáðàç f−1I = {a ∈ A| f(a) ∈ I} ÿâëÿåòñÿ
èäåàëîì (ëåâûì, ïðàâûì èëè äâóñòîðîííèì, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîâ èäåàë I).

4.2 Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö

4.2.1 Îáëàñòü öåëîñòíîñòè

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. Îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, èëè öåëîñòíûì êîëüöîì, íàçûâàåòñÿ íåíó-
ëåâîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, íå ñîäåðæàùåå äåëèòåëåé íóëÿ.

Ïðèìåð 4.2.2. Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z, ëþáîå ïîëå K è êîëüöî ïîëèíîìîâ K[x] íàä
ïîëåì K ÿâëÿþòñÿ îáëàñòÿìè öåëîñòíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.3. Êîíå÷íàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
ýëåìåíòîâ. Åñëè R ñîñòîèò òîëüêî èç íóëåâîãî 0 è åäèíè÷íîãî 1 ýëåìåíòîâ, òî R ' Z2,
è òåîðåìà äîêàçàíà. Èíà÷å âûáåðåì â êîëüöå R ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé è íååäèíè÷íûé
ýëåìåíò a 6= 0 è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé an, n ∈ N.
Ïîñêîëüêó R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî íàéäóòñÿ i, s ∈ N òàêèå, ÷òî ai = ai+s. Îòñþäà
ai(as − 1) = 0. Ïîñêîëüêó R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè è a 6= 0, òî as = 1 äëÿ íåêîòîðîãî
s ≥ 2 (åñëè s = 1, òî a = 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó a). Èòàê, a � îáðàòèìûé ýëåìåíò;
åãî îáðàòíûé ðàâåí a−1 = as−1.

Çàìå÷àíèå 4.2.4. Ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî íå èñïîëüçóåò êîììóòàòèâíîñòè óìíîæå-
íèÿ â êîëüöå R. Ïîýòîìó ìû äîêàçàëè ãîðàçäî áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò: êîíå÷íîå êîëüöî
ñ åäèíèöåé, íå ñîäåðæàùåå äåëèòåëåé íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ òåëîì.
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Ïðèìåð 4.2.5. Zp, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì íåíó-
ëåâîé êëàññ âû÷åòîâ r ∈ Zp è åãî ïðåäñòàâèòåëü r ∈ Z. Ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå ÷èñëî,
÷èñëà r è p âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà íàéäóòñÿ u, v ∈ Z òàêèå, ÷òî ru+ pv = 1. Äëÿ êëàññîâ
â Zp áóäåì èìåòü ru = 1.

Óïðàæíåíèå 4.2.6. Äîêàæèòå, ÷òî Z3[i] = {a+ib | a, b ∈ Z3, i
2 = −1} � ïîëå è âû÷èñëèòå

îáðàòíûé äëÿ ýëåìåíòà 2 + i â ýòîì ïîëå.

4.2.2 Ïîëå ÷àñòíûõ öåëîñòíîãî êîëüöà

Êîíñòðóêöèÿ ïîëÿ ÷àñòíûõ îáëàñòè öåëîñòíîñòè âîñïðîèçâîäèò ïîñòðîåíèå ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë íà áàçå öåëûõ ÷èñåë.

Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Ðàññìîòðèì åãî äåêàðòîâ êâàäðàò R×R (çäåñü íå ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ ñòðóêòóðû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîëåö, à èñïîëüçóåòñÿ ëèøü ìíîæåñòâî ýëå-
ìåíòîâ!). Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R × R áóäåì íàçûâàòü R-äðîáÿìè è çàïèñûâàòü â âèäå
r
s
∈ R×R èëè r/s ∈ R×R. Íàçîâ¼ì äðîáè r/s è r′/s′ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî rs′ = sr′ (ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ â R). Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ äðîáåé áóäåì
îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì [r/s].

Ïðåäëîæåíèå 4.2.7. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êëàññîâ äðîáåé, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè[r
s

]
+

[
r′

s′

]
=

[
rs′ + sr′

ss′

]
, (4.2.1)[

r′

s′

]
·
[
r′

s′

]
=

[
rr′

ss′

]
, (4.2.2)

íå çàâèñÿò îò âûáîðà èõ ïðåäñòàâèòåëåé, èñïîëüçóåìûõ â âû÷èñëåíèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïî äâà ïðåäñòàâèòåëÿ êàæäîãî êëàññà: [r/s] = [r/s] è [r′/s′] =
[r′/s′]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî rs − rs = 0 è r′s′ = r′s′. Âûïîëíèâ ñëîæåíèå ñîãëàñíî (4.2.1),
ïîëó÷èì äâå äðîáè:

rs′ + sr′

ss′
è
rs′ + sr′

ss′
.

Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü èõ ýêâèâàëåíòíîñòü; ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ rs− rs = 0 è r′s′ = r′s′

(rs′ + sr′)ss′ − ss′(rs′ + sr′) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî íåçàâèñèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ êëàññîâ îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé ïðåäëà-
ãàåòñÿ ÷èòàòåëþ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.8. Ìíîæåñòâî êëàññîâ R-äðîáåé ñî ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, îïðåäå-
ëÿåìûìè (4.2.1, 4.2.2), íàçûâàåòñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ îáëàñòè öåëîñòíîñòè R è îáîçíà÷àåòñÿ
ñèìâîëîì Q(R).

Ëþáîå öåëîñòíîå êîëüöîR îáëàäàåò ãîìîìîðôèçìîì (êîëåö) â ñâî¼ ïîëå ÷àñòíûõQ(R):
ϕ : R → Q(R) : r 7→ [r/1]. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì èíúåêòèâåí, è ïîýòîìó ÷à-
ñòî ãîâîðÿò, ÷òî îáëàñòü öåëîñòíîñòè âêëàäûâàåòñÿ â ñâî¼ ïîëå ÷àñòíûõ. Ñðåäè âñåõ
ïîëåé F , â êîòîðûå ñóùåñòâóþò âëîæåíèÿ äàííîé îáëàñòè öåëîñòíîñòè R, ïîëå ÷àñòíûõ
Q(R) çàíèìàåò îñîáîå ïîëîæåíèå.

Òåîðåìà 4.2.9 (óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ïîëÿ ÷àñòíûõ îáëàñòè öåëîñòíîñòè). Êàæäîå
âëîæåíèå îáëàñòè öåëîñòíîñòè R â ïîëå F ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç âëîæåíèå R â å¼ ïîëå
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÷àñòíûõ Q(R). Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáîé èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì êîëåö f : R→ F , ãäå F
� ïîëå, ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ ñîãëàñíî êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå

R � p

ϕ ""

� � f // F

Q(R)
. � i

<<

ãäå i : Q(R) ↪→ F � âëîæåíèå ïîëÿ ÷àñòíûõ Q(R) â ïîëå F â êà÷åñòâå ïîäïîëÿ.

Çàìå÷àíèå 4.2.10. Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïîëå ÷àñòíûõ Q(R) îáëàñòè öåëîñòíîñòè R �
ýòî íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ èç âñåõ ïîäïîëåé, ñîäåðæàùèõ R êàê ïîäêîëüöî. Îòñþäà
ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå ìèíèìàëüíîå ïîëå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-
ìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r ∈ R � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òîãäà f(r) 6= 0, è ýëå-
ìåíò f(r) îáðàòèì â ïîëå F . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå i : Q(R)→ F ïî ïðàâèëó:

i
([r
s

])
= f(r)f(s)−1.

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî îáðàç êëàññà äðîáåé, îïðåäåë¼ííûé òàêèì ñïîñîáîì, íå çàâè-
ñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ ýòîãî êëàññà. Ïóñòü [r/s] = [r/s], ò. å. rs − sr = 0. Òîãäà
f(r)f(s)− f(s)f(r) = 0, îòñþäà f(r)f(s)−1 = f(r)f(s)−1, ò. å.

i
([r
s

])
= i

([
r

s

])
.

Î÷åâèäíî, i ◦ ϕ = i|R = f , ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèìåð 4.2.11. Ïóñòü R = K[x] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé x íàä
ïîëåì K. Òîãäà åãî ïîëå ÷àñòíûõ Q(K[x]) � ýòî ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, èëè ïîëå
ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, ïåðåìåííîé x íàä ïîëåì K. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì K(x).

Óïðàæíåíèå 4.2.12. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[i]
åñòü

Q[i] = {q1 + iq2|qj ∈ Q, j = 1, 2}.

4.2.3 Ïðîñòûå è ìàêñèìàëüíûå èäåàëû

Ïóñòü R � íåíóëåâîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî.

Îïðåäåëåíèå 4.2.13. Ñîáñòâåííûé èäåàë I ⊂ R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñÿêèé ðàç
èç xy ∈ I ñëåäóåò, ÷òî ëèáî x ∈ I, ëèáî y ∈ R.

Ïîíÿòèå ïðîñòîãî èäåàëà ðîäñòâåííî ïîíÿòèþ ïðîñòîãî ÷èñëà: åñëè ÷èñëî p ∈ Z ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî èäåàë (p) = {pn |n ∈ Z} ïðîñò (ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå èìïëèêàöèè,
äàííîé â îïðåäåëåíèè, ñàìîñòîÿòåëüíî!)

Òåîðåìà 4.2.14 (ôàêòîðêîëüöî ïî ïðîñòîìó èäåàëó). Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî ñ åäèíèöåé 1. Èäåàë I ⊂ R ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôàêòîð-
êîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R/I � îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ êëàññîâ
r1 + I, r2 + I ∈ R/I ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ

(r1 + I)(r2 + I) = 0 + I ⇒ r1 + I = 0 + I ∨ r2 + I = 0 + I.
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Ðàâåíñòâî r+I = 0+I îçíà÷àåò â òî÷íîñòè, ÷òî r ∈ I. Âìåñòå ñ òåì (r1+I)(r2+I) ⊂ r1r2+I.
Ïîýòîìó ìû ïðèõîäèì ê öåïî÷êå

(r1 + I)(r2 + I) = 0 + I ⇔ r1r2 ∈ I ⇒ r1 ∈ I ∨ r2 ∈ I,

â êîòîðîé ïîñëåäíÿÿ èìïëèêàöèÿ è îçíà÷àåò ïðîñòîòó èäåàëà I.
Îáðàòíî, ïóñòü I � ïðîñòîé èäåàë, ò. å. äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ r1, r2 ∈ R âûïîëíåíà

èìïëèêàöèÿ
r1r2 ∈ I ⇒ r1 ∈ I ∨ r2 ∈ I.

Òîãäà äëÿ ñìåæíûõ êëàññîâ îòíîñèòåëüíî èäåàëà I áóäåì èìåòü

(r1 + I)(r2 + I) = 0 + I ⇒ r1 + I = 0 + I ∨ r2 + I = 0 + I.

Ýòî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå äåëèòåëåé íóëÿ â ôàêòîðêîëüöå R/I. Ïîñêîëüêó I � ïðîñòîé
èäåàë, òî îí ñîáñòâåííûé. Òàêèì îáðàçîì, R/I � îáëàñòü öåëîñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.2.15. Ñîáñòâåííûé èäåàë I ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè
äëÿ èäåàëà J ⊂ R âñÿêèé ðàç èç I ⊂ J ⊂ R ñëåäóåò, ÷òî ëèáî I = J , ëèáî J = R.

Íàïðèìåð, åñëè K � ïîëå, òî â í¼ì èìååòñÿ òîëüêî äâà èäåàëà; ýòî (0) è (1) = K.
Î÷åâèäíî, ÷òî â ïîëå íóëåâîé èäåàë (0) ìàêñèìàëåí.

Çàìå÷àíèå 4.2.16. Ìàêñèìàëüíîñòü èäåàëà I â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî r ∈ R\I
èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ïîäìíîæåñòâîì I∪{r}, ñîâïàäàåò ñî âñåì êîëüöîì R. Åñëè R � êîì-
ìóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1, òî ìàêñèìàëüíîñòü èäåàëà I ðàâíîñèëüíà âûïîëíåíèþ
óñëîâèÿ 〈I ∪ {r}〉 3 1 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà r ∈ R \ I. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîãî r ∈ R \ I
ñóùåñòâóåò s ∈ R òàêîé, ÷òî rs+ I 3 1.

Òåîðåìà 4.2.17 (ôàêòîðêîëüöî ïî ìàêñèìàëüíîìó èäåàëó). Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå
êîëüöî ñ åäèíèöåé 1. Èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ôàêòîðêîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü R/I � ïîëå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî r+I ∈ R/I ñóùåñòâóåò
îáðàòíûé ýëåìåíò, ò. å. r′ + I ∈ R/I òàêîé, ÷òî rr′ + I = 1 + I. Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî
1 ∈ rr′ + I. Çíà÷èò, èäåàë I âìåñòå ñ ëþáûì ýëåìåíòîì r 6∈ I ïîðîæäàåò âñ¼ êîëüöî R,
ò. å. I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë.

Îáðàòíî, ïóñòü I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà r 6∈ I
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò s ∈ R, ÷òî rs + I 3 1, îòêóäà äëÿ ñìåæíûõ êëàññîâ ïîëó÷èì
(r + I)(s + I) = 1 + I, ò. å. êëàññ s + I ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì êëàññà r + I. Òàêèì îáðàçîì,
R/I � ïîëå.

Ñëåäñòâèå 4.2.18. Ìàêñèìàëüíûé èäåàë ïðîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîëå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, òî èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà m ⊂ R ôàêòîðêîëüöî R/m ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Îíî òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, è ïîòîìó èäåàë m ïðîñò.

Îïðåäåëåíèå 4.2.19. Ïîëèíîì f ∈ K[x] íåíóëåâîé ñòåïåíè íåïðèâîäèì íàä ïîëåì K,
åñëè â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè f = gh, ãäå g, h ∈ K[x], îäèí èç ñîìíîæèòåëåé èìååò ñòåïåíü,
ðàâíóþ 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíü êîððåêòíî îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ íåíóëåâûõ ïîëèíîìîâ.
Íå ñóùåñòâóåò òàêîãî öåëîãî ÷èñëà, êîòîðîå ìîæíî áûëî áû ïðèïèñàòü íóëåâîìó ïî-
ëèíîìó â êà÷åñòâå åãî ñòåïåíè òàê, ÷òîáû ñòåïåíü ñîõðàíÿëà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü.

Çàìå÷àíèå 4.2.20. Â ôàêòîðêîëüöå êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ âñå èäåàëû ãëàâíûå (íî ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü äåëèòåëè íóëÿ).
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Ïðåäëîæåíèå 4.2.21. Êîëüöî K[x], ãäå K � ïîëå, ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I ⊂ K[x] � èäåàë. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî îí äîïóñêàåò ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå I = (f) äëÿ íåêîòîðîãî ïîäõîäÿùåãî ïîëèíîìà f . Âûáåðåì ñðåäè âñåõ
íåíóëåâûõ ïîëèíîìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ èäåàëó I, òîò, êîòîðûé èìååò íàèìåíüøóþ ñòå-
ïåíü. Ïóñòü ýòî ïîëèíîì f ; óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî I = (f). Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì ïðîèçâîëü-
íûé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí g ∈ I è âûïîëíèì äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïîëèíîìà g íà ïîëèíîì
f : g = qg + r, ãäå q ∈ K[x] � íåïîëíîå ÷àñòíîå, r ∈ K[x] � îñòàòîê. Ïðè ýòîì ëèáî
deg r < deg f , ëèáî r = 0. Ïîñêîëüêó f èìååò íàèìåíüøóþ ñòåïåíü ñðåäè âñåõ íåíóëåâûõ
ïîëèíîìîâ èäåàëà I, òî âàðèàíò deg r < deg f íåâîçìîæåí, è ïîýòîìó r = 0.

Ïðåäëîæåíèå 4.2.22 (èäåàë, ïîðîæä¼ííûé íåïðèâîäèìûì ïîëèíîìîì). Ïóñòü K �
ïîëå. Ïîëèíîì f(x) ∈ K[x] íåïðèâîäèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èäåàë (f(x)) ìàê-
ñèìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ïîëèíîì, íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì K, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
èäåàë (f) ⊂ K[x] íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò èäåàë J ⊂
K[x] òàêîé, ÷òî (f) ( J ( K[x]. Èçâåñòíî (ïðåäëîæåíèå 4.2.21), ÷òî êîëüöî K[x] ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, íàéä¼òñÿ ïîëèíîì h ∈ K[x] òàêîé, ÷òî J = (h).
Ïîñêîëüêó (f) ⊂ (h), çàêëþ÷àåì, ÷òî f = gh äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ K[x]. Òàê êàê f �
íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì, òî îäèí èç ñîìíîæèòåëåé f ëèáî h èìååò íóëåâóþ ñòåïåíü. Åñëè
deg g = 0, òî g � îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà K[x], îòêóäà (f) = (h) = J , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ. Åñëè, íàîáîðîò, deg h = 0, òî h � îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöàK[x], îòêóäà
(h) = J = K[x]. Îïÿòü æå ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.

Ïóñòü òåïåðü (f) ⊂ K[x] � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëèíîì f îá-
ëàäàåò ïðåäñòàâëåíèåì f = gh òàêèì, ÷òî deg g 6= 0 è deg h 6= 0. Òîãäà èìååì öåïî÷êó
âëîæåíèé (f) ⊂ (h) ⊂ K[x]:

1. Ïîñêîëüêó g � íåïîñòîÿííûé ïîëèíîì, èìååì (f) ( (h).

2. Âìåñòå ñ òåì h � òîæå íåïîñòîÿííûé ïîëèíîì, è ïîòîìó (h) ( K[x].

Âûâîäû 1 è 2 ïðîòèâîðå÷àò ïðåäïîëîæåíèþ î ìàêñèìàëüíîñòè èäåàëà (f).

Ïðèìåð 4.2.23. Â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z ìàêñèìàëüíûìè èäåàëàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ïðî-
ñòûå èäåàëû: åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òîãäà èäåàë (p) = pZ ìàêñèìàëåí. Íàïðèìåð, ÷¼òíûå
÷èñëà îáðàçóþò ìàêñèìàëüíûé èäåàë, à ÷èñëà, êðàòíûå 4 � îáðàçóþò èäåàë, íî íå ìàê-
ñèìàëüíûé � ýòîò èäåàë ñîäåðæèòñÿ â èäåàëå ÷¼òíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð 4.2.24. Â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ K[X, Y ], ãäå K - àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå,
ìàêñèìàëüíûå èäåàëû èìåþò âèä Ia,b = {f ∈ K[X, Y ] | f(a, b) = 0}, a, b ∈ K.

Îïðåäåëåíèå 4.2.25. Êîììóòàòèâíîå êîëüöî R, â êîòîðîì èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ìàê-
ñèìàëüíûé èäåàë, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì.

Óïðàæíåíèå 4.2.26. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöà âû÷åòîâ âèäà Zpn , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî,
ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè (Óêàçàíèå: êîëüöà Zpn ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðêîëüöàìè êîëüöà Z, è,
ñëåäîâàòåëüíî, â íèõ âñå èäåàëû ãëàâíûå).

Ïðèìåð 4.2.27. Êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ K[[X]] íàä ïîëåì K � ëîêàëüíîå
êîëüöî. Íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû â í¼ì � â òî÷íîñòè òå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ñâîáîäíîãî
÷ëåíà. Îíè îáðàçóþò èäåàë. Îí � åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë â ýòîì êîëüöå.
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4.2.4 Åâêëèäîâû êîëüöà

Îïðåäåëåíèå 4.2.28. Îáëàñòü öåëîñòíîñòè R íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì êîëüöîì, åñëè
íà ìíîæåñòâå åãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

N : R \ 0→ N0,

íàçûâàåìàÿ íîðìîé, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ R è b ∈ R \ 0 ñóùåñòâóþò q, r ∈ R òàêèå,
÷òî a = qb+ r, ãäå ëèáî r = 0, ëèáî N(r) < N(b).

Çàìå÷àíèå 4.2.29. Ñâîéñòâî êîëüöà ¾áûòü åâêëèäîâûì¿ îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü äåëåíèÿ
ñ îñòàòêîì â ýòîì êîëüöå. Ïðè ýòîì q íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì, à r � îñòàòêîì
ïðè äåëåíèè a íà b. Ïóñòü êîëüöî R äîïóñêàåò àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì. Òîãäà ìîæíî
èòåðèðîâàòü äåëåíèå ñ îñòàòêîì, èìèòèðóÿ àëãîðèòì Åâêëèäà â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë,
äî òåõ ïîð, ïîêà â îñòàòêå íå ïîëó÷èòñÿ 0:

a = bq1 + r1,

b = r1q2 + r2,

r1 = r2q3 + r3,

. . . . . . . . . . . . .

rn−2 = rn−1qn.

Òîãäà ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê rn−1 � ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü δ ýëåìåíòîâ
a è b. Äâèãàÿñü ñíèçó ââåðõ è âûïîëíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷èì ïðåä-
ñòàâëåíèå δ â âèäå δ = as + bt, s, t ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, â ïðîèçâîëüíîì åâêëèäîâîì
êîëüöå ìîæíî ðåàëèçîâàòü îáû÷íûé è ðàñøèðåííûé àëãîðèòìû Åâêëèäà, åñëè èçâåñòåí
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê.

Ïðèìåð 4.2.30. 1. Z � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë, N(n) = |n| äëÿ ëþáîãî n ∈ Z \ 0.

2. K[x] � êîëüöî ïîëèíîìîâ îò ïåðåìåííîé x íàä ïîëåì K, N(f) = deg f äëÿ ëþáîãî
f ∈ K[x] \ 0.

Òåîðåìà 4.2.31. Åâêëèäîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáîé íåíóëåâîé èäåàë I ⊂ R. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî N0

âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, òî ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâà I \ 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò,
èìåþùèé íàèìåíüøóþ íîðìó; ïóñòü òàêîâ ýëåìåíò a ∈ I \ 0. Ïîñêîëüêó R � åâêëèäîâî
êîëüöî, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ R è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî b ∈ I ìîæíî âûïîëíèòü
äåëåíèå ñ îñòàòêîì íà a. Ïîëó÷èì b = aq + r, ïðè÷¼ì ëèáî N(r) < N(a), ëèáî r = 0.
Ïîñêîëüêó r = b−aq ∈ I, ïåðâîå íåâîçìîæíî â ñèëó âûáîðà a êàê ýëåìåíòà ñ íàèìåíüøåé
íîðìîé â I \ 0. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò b ∈ I äåëèòñÿ íà a, ò. å. I ⊂ (a). Òàê êàê
a ∈ I, òî (a) ⊂ I. Îòñþäà I = (a).

Ïðèìåð 4.2.32. Äîêàæåì, ÷òî êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë

Z[i] = {a+ ib | a, b ∈ Z, i2 = −1}
� åâêëèäîâî êîëüöî ñ íîðìîé N(a+ ib) = a2 + b2.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà Z[i] âñÿêèé ðàç, êîãäà ýòî áóäåò íåîá-
õîäèìî. Ïîíÿòíî, ÷òî Q(Z[i]) = Q[i]. Äëÿ äâóõ öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë a, b ∈ Z[i] ïóñòü
σ + iτ = a/b � èõ ÷àñòíîå â Q[i]. Òîãäà íàéäóòñÿ áëèæàéøèå öåëûå s, t ∈ Z òàêèå, ÷òî
|s− σ| ≤ 1/2 è |t− τ | ≤ 1/2. Ïîëîæèì α := σ − s è β := τ − t. Òîãäà

a = b(s+ α + i(t− β)) = b(s+ it) + b(α + iβ) = bq + r,

ãäå q = s+ it ∈ Z[i], r = a− bq ∈ Z[i]. Îñòàëîñü îöåíèòü íîðìó îñòàòêà r:

N(r) = |b2|(α2 + β2) ≤ |b2|/2 = N(b)/2.

Èòàê, N(r) < N(b), è Z[i] � åâêëèäîâî êîëüöî.
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4.3 Ýëåìåíòû òåîðèè äåëèìîñòè â îáëàñòÿõ öåëîñòíîñòè

4.3.1 Ïðîñòûå è íåïðèâîäèìûå ýëåìåíòû îáëàñòè öåëîñòíîñòè

Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò a ∈ R äåëèò ýëåìåíò b ∈ R, åñëè
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h ∈ R òàêîé, ÷òî b = ah. Îáîçíà÷åíèå: a|b.

Íåïîñðåäñòâåííî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

� îòíîøåíèå äåëèìîñòè òðàíçèòèâíî: åñëè a|b è b|c, òî a|c;

� åñëè a|b è a|c, òî a|(b+ c) è a|(b− c);

� îáðàòèìûå ýëåìåíòû äåëÿò âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îáëàñòè öåëîñòíîñòè R.

Îïðåäåëåíèå 4.3.2. Ýëåìåíòû a ∈ R è b ∈ R íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè, åñëè a|b
è b|a. Îáîçíà÷åíèå: a ∼ b.

Çàìå÷àíèå 4.3.3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àññîöèèðîâàííîñòü ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

Óïðàæíåíèå 4.3.4. Ýëåìåíòû a è b àññîöèèðîâàííû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = bu,
ãäå u � îáðàòèìûé ýëåìåíò. Äîêàæèòå.

Îïðåäåëåíèå 4.3.5. Íåíóëåâîé ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè

� ýëåìåíò a íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì êîëüöà R;

� âñÿêèé ðàç èç òîãî, ÷òî a|bc, ñëåäóåò, ÷òî a|b èëè a|c.

Îïðåäåëåíèå 4.3.6. Íåíóëåâîé ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè

� ýëåìåíò a íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì êîëüöà R;

� èç òîãî, ÷òî a = bc, ñëåäóåò, ÷òî b îáðàòèì èëè c îáðàòèì.

Òåîðåìà 4.3.7 (ïðîñòîòà âëå÷¼ò íåïðèâîäèìîñòü). Èç ïðîñòîòû ýëåìåíòà îáëàñòè öå-
ëîñòíîñòè ñëåäóåò åãî íåïðèâîäèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � ïðîñòîé ýëåìåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí íå ÿâëÿåòñÿ íåïðè-
âîäèìûì, ò. å. íàéäóòñÿ òàêèå b, c ∈ R, íå ÿâëÿþùèåñÿ îáðàòèìûìè, ÷òî a = bc. Òîãäà
a|bc, íî a 6 |b è a 6 |c, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðîñòîòå ýëåìåíòà a.

Çàìå÷àíèå 4.3.8. Îäíàêî â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè öåëîñòíîñòè èç íåïðèâîäèìîñòè ïðî-
ñòîòà íå ñëåäóåò. Ïóñòü R = Z[

√
−3], ýëåìåíò a = 2 íåïðèâîäèì â ýòîì êîëüöå. Äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà íàéä¼ì âñå ðàçëîæåíèÿ âèäà 2 = (b1 + b2

√
−3)(c1 + c2

√
−3). Ïîëó÷èì b1 = ±1,

b2 = 0, c1 = ±2, c2 = 0, ò. å. ìíîæèòåëü b1 + b2

√
−3 = ±1 îáðàòèì. Îäíàêî ýëåìåíò a = 2

íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì: èç òîãî, ÷òî 2|(1 +
√
−3)(1−

√
−3), íå ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò 2 äåëèò

õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé; äåéñòâèòåëüíî, 2 6 |(1±
√
−3).

Òåîðåìà 4.3.9 (â ÊÃÈ íåïðèâîäèìûé ïðîñò). Â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ ïîíÿòèÿ ïðî-
ñòîòû è íåïðèâîäèìîñòè ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ ëþáîé íåïðèâî-
äèìûé ýëåìåíò ïðîñò.

Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì, ÷òî èäåàë (a), ïîðîæä¼ííûé íåïðèâîäèìûì ýëåìåíòîì a, ìàêñè-
ìàëåí. Ðàññóæäåíèå ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 4.2.22. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé èäåàë I ) (a). Ïîñêîëüêó R � êîëüöî
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ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî I = (q) äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ I. Òîãäà q|a, ò. å. ñóùåñòâóåò u ∈ R
òàêîé, ÷òî a = qu. Ïîñêîëüêó ýëåìåíò a íåïðèâîäèì, çàêëþ÷àåì, ÷òî ëèáî q � îáðàòèìûé
ýëåìåíò, ëèáî u � îáðàòèìûé ýëåìåíò. Â ïåðâîì ñëó÷àå I = R, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïî-
ëîæåíèþ î òîì, ÷òî èäåàë I ñîáñòâåííûé. Âî âòîðîì ñëó÷àå I = (a), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî I ) (a). Òàêèì îáðàçîì, èäåàë (a) ìàêñèìàëåí.

Âî-âòîðûõ, ìàêñèìàëüíûé èäåàë ïðîñò (ñëåäñòâèå 4.2.18). Èòàê, (a) � ïðîñòîé èäåàë.
Â-òðåòüèõ, ïîêàæåì, ÷òî åñëè èäåàë (a) ïðîñò, òî ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ïðåä-

ïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóþò b, c ∈ R òàêèå, ÷òî a|bc, íî a 6 |b è a 6 |c. Èç ýòèõ
ïðåäïîëîæåíèé èìååì (bc) ⊂ (a), íî (b) 6⊂ (a) è (c) 6⊂ (a). Ïîñêîëüêó èäåàë (a) ïðîñò, òî
èç bc ∈ (a) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî b ∈ (a), ëèáî c ∈ (a), ò. å. ëèáî (b) ⊂ (a), ëèáî (c) ⊂ (a).
Ïðîòèâîðå÷èå.

4.3.2 Ôàêòîðèàëüíûå êîëüöà

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì êëàññ êîììóòàòèâíûõ êîëåö, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ àíàëîã îñ-
íîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè, õîðîøî èçâåñòíîé ÷èòàòåëþ.

Òåîðåìà 4.3.10 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè öåëûõ ÷èñåë). Âñÿêîå öåëîå ÷èñëî, îò-
ëè÷íîå îò íóëÿ è ±1, îáëàäàåò åäèíñòâåííûì, ñ òî÷íîñòüþ äî âûáîðà ïîðÿäêà ñëåäî-
âàíèÿ è çíàêîâ ñîìíîæèòåëåé, ðàçëîæåíèåì â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 4.3.11. Ýëåìåíò a îáëàñòè öåëîñòíîñòè R îáëàäàåò îäíîçíà÷íûì ðàçëî-
æåíèåì íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

� ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå ýëåìåíòû p1, . . . , pm ∈ R òàêèå, ÷òî a =
∏m

i=1 pi;

� åñëè a =
∏n

i=1 qi � íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà a â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðè-
âîäèìûõ qi, i = 1, . . . , n, òî n = m è ïðè ïîäõîäÿùåì èçìåíåíèè ïîðÿäêà íóìåðàöèè
ñîìíîæèòåëåé qi ∼ pi, i = 1, . . . , n.

Îïðåäåëåíèå 4.3.12. Ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì íàçûâàåòñÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè, â êî-
òîðîé êàæäûé íåíóëåâîé íåîáðàòèìûé ýëåìåíò îáëàäàåò îäíîçíà÷íûì ðàçëîæåíèåì
íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè.

Ïðèìåð 4.3.13. Ïîëå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì, ïîñêîëüêó â í¼ì êàæäûé íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì è, ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ ôàêòîðèàëüíîãî êîëüöà
âûïîëíåíî òðèâèàëüíî.

Òåîðåìà 4.3.14. Êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ ôàêòîðèàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè
äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî íåîáðàòèìîãî ýëåìåíòà a â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ R. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýëåìåíò a òàêèì ðàçëîæåíèåì íå îáëàäàåò. Åñëè a íåïðèâîäèì, òî îí îáëàäàåò
ðàçëîæåíèåì, ñîñòîÿùèì èç îäíîãî ìíîæèòåëÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Èíà-
÷å ýëåìåíò a ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåîáðàòèìûõ ìíîæèòåëåé a = a1b1,
è (a) ⊆ (a1). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé a1, b1 íå èìååò ðàçëîæåíèÿ
íà íåïðèâîäèìûå; ïóñòü òàêîâ, íàïðèìåð, a1. Äàëåå îïÿòü æå a1 = a2b2 è ò. ä. Ïðèõîäèì
ê áåñêîíå÷íîé âîçðàñòàþùåé öåïè èäåàëîâ (a) ( (a1) ( (a2) ( . . . , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
êîíå÷íîñòè âîçðàñòàþùèõ öåïåé èäåàëîâ â êîëüöàõ ãëàâíûõ èäåàëîâ (òåîðåìà 4.1.32).
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ íåíóëåâîãî íåîáðàòèìîãî ýëåìåíòà êîëüöà
ãëàâíûõ èäåàëîâ íà íåïðèâîäèìûå äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ. Åñëè a � íåïðèâîäèìûé ýëåìåíò, òî
äëÿ íåãî óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåðíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåð-
æäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåðíî äëÿ ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðîèç-
âåäåíèé n íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé, è äîêàæåì åãî äëÿ n+ 1 ìíîæèòåëÿ. Ðàññìîòðèì
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äâà ðàçëîæåíèÿ:
a = p1 . . . pnpn+1 = q1 . . . qsqs+1. (4.3.1)

Â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ íåïðèâîäèìûé ýëåìåíò ïðîñò; ïîýòîìó pn+1 äåëèò õîòÿ áû
îäèí èç ñîìíîæèòåëåé q1 . . . qsqs+1, ñêàæåì pn+1|qs+1. Ïîñêîëüêó qs+1 íåïðèâîäèì è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðîñò, òî qs+1 = upn+1, ãäå u ∈ UnitR. Âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó ýòîãî ðàâåí-
ñòâà â (4.3.1), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó p1 . . . pn = uq1 . . . qs. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
n = s è ïîñëå ïîäõîäÿùåé ïåðåíóìåðàöèè ñîìíîæèòåëåé pi ∼ qi, i = 1, . . . , n. Òàêæå íàìè
äîêàçàíî, ÷òî pn+1 ∼ qn+1, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 4.3.15. Â ôàêòîðèàëüíûõ êîëüöàõ êîððåêòíî îïðåäåëåíû (ñ òî÷íîñòüþ äî àñ-
ñîöèèðîâàííîñòè) ïîíÿòèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ è íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíî-
ãî ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ, à òàêæå ïîíÿòèå âçàèìíîé ïðîñòîòû ýëåìåíòîâ.
Îíè ïîâòîðÿþò àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿ, íàïðèìåð, â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèå 4.3.16 (ëåììà î ñîâìåñòíîé äåëèìîñòè). Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè ýëåìåíò
N ôàêòîðèàëüíîãî êîëüöà R äåëèòñÿ íà êàæäûé èç ýëåìåíòîâ a1, . . . , ak , ïðè÷¼ì ýòè
ýëåìåíòû ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òîãäà N äåëèòñÿ íà èõ ïðîèçâåäåíèå.

Óïðàæíåíèå 4.3.17. Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè Nn = a1 . . . ak, ïðè÷¼ì ýëåìåíòû a1, . . . , ak
ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òîãäà êàæäîå èç íèõ èìååò âèä ai = uib

n
i , ãäå ui ∈ R, i = 1, . . . , k.

Óïðàæíåíèå 4.3.18. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ äðîáü a/b, ñîñòàâëåííóþ èç ýëåìåíòîâ ôàê-
òîðèàëüíîãî êîëüöàR, ìîæíî çàïèñàòü â íåñîêðàòèìîì âèäå, òî åñòü ñóùåñòâóþò âçàèìíî
ïðîñòûå ýëåìåíòû p ∈ R è q ∈ R (îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼ííûå ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðî-
âàíèÿ), òàêèå ÷òî a/b = p/q.

Óïðàæíåíèå 4.3.19 (òåîðåìà Ãàóññà). Ïóñòü R � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè äðîáü a/b ∈ Q(R) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c0 ∈ R[x]

ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì 1, òîãäà a/b ∈ R, òî åñòü b|a â êîëüöå R. (Äàííîå
ñâîéñòâî êîëüöà íàçûâàåòñÿ öåëîçàìêíóòîñòüþ).

77



Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîì ïîñîáèè èçó÷àëèñü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è íàèáîëåå âàæíûå ðåçóëüòàòû î ïî-
ëóãðóïïàõ, ìîíîèäàõ, ãðóïïàõ è êîëüöàõ. ×èòàòåëü, íàâåðíîå, çàìåòèë, ÷òî ÷àñòü âîç-
íèêàþùèõ ñþæåòîâ ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ ðàññìîòðåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ýòî
ãîìîìîðôèçìû, èçîìîðôèçìû è òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìàõ. Äðóãàÿ æå ÷àñòü ñþæåòîâ
íîñèò ñïåöèôè÷åñêèé õàðàêòåð äëÿ ñâîåãî òèïà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, òàêî-
âû òåîðåìû Ñèëîâà â òåîðèè ãðóïï èëè ëþáûå òåîðåìû îá îáëàñòÿõ öåëîñòíîñòè. Òàêèå
ñþæåòû ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàòåëüíîå áîãàòñòâî êîíêðåòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òåîðèé, ñêà-
æåì òåîðèè ãðóïï èëè êîììóòàòèâíîé àëãåáðû.

Îáøèðíûé ïëàñò àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè, ïîñâÿù¼ííûé ìîäóëÿì íàä êîëüöàìè, àëãåá-
ðàì è, â ÷àñòíîñòè, ðàñøèðåíèÿì ïîëåé, îñòàëñÿ âíå ðàìîê äàííîé ðàáîòû. Îñâåùåíèå
ýòèõ ñîäåðæàòåëüíî áîãàòûõ, ïëîäîòâîðíûõ â ïðèëîæåíèÿõ è ýñòåòè÷åñêè ïðèâëåêàòåëü-
íûõ ðàçäåëîâ àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ äåëîì áóäóùåãî.
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