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P'0 $.09 6$/ 4 "'3$/�I  4* 0� " .#4 3$"/9 4/#0/H"/ +. 5/3$*/.$2 '+,/*.$09
5/#4/+�FI.; 5/ 5*/.#4/+2"/01 1*'4" ".F 4.)'

F (x1, . . . , xn) = 0,

,) F (x1, . . . , xn) ] 5/+."/0 3 ! +%0. &/X((.!. "$'0. /$ 5 * 0 ""%: x19 � � � 9
xn9 /5* ) +.$29 .0  $ +. /"/ * G ". 4 *'!./"'+2"%: 6.3+':� �"$ * 3"/ X$/ 3/8
5/3$'4.$2 3/ 3+ )1FI.0 ('&$/0� 4/5*/3 / *'#* G.0/3$. 1*'4" ".; 1&'#'""/,/

��
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4.)' 4 ) ;3$4.$ +2"%: 6.3+': '+,/*.$0.6 3&. *'#* G.09 6$/ -%+/ 13$'"/4+ 8
"/ �� �'*3&.0 "' /3"/4 ,+1-/&/,/ /-/-I ".� .#4 3$"/,/ 6.$'$ +F .# &1*3'
K�+, -*'K 0 $/)' T$1*0'9 /$"/3�I ,/3� & 1*'4" ".�0 3 /)"/; " .#4 3$"/;9
$� � &/,)' n = 19 ' 4/5*/3 / *'#* G.0/3$. 1*'4" ".; X$/,/ 4.)' 4 &/05+ &3"%:
6.3+': + ,&/ * G' $3� "' /3"/4 $'& "'#%4' 0/; /3"/4"/; $ /* 0% / 0"/,/8
6+ "': "') 5/+ 0 &/05+ &3"%: 6.3 +�

�*.4 ) 0  I /)." 5*.0 * '+,/*.$0.6 3&/; 5*/-+ 0%9 )/+,. ,/)% " 5/)8
)'4'4G ;3� * G ".F� � 62 5/;) $ / �������� ����������� )+� 5/+13.3$ 0
�1X9 3(/*01+.*/4'""/; "/*4 H3&.0 0'$ 0'$.&/0 �&3 + 0 �1X 4 �D�� ,/)1�

�13$2 A = {a1, . . . , an} ] 5*/.#4/+2"%; &/" 6"%; '+('4.$� P'(.&3.*1 0
" &/$/*%; &/" 6"%; "'-/* 15/*�)/6 ""%: 5'* 3+/4 〈A1, B1〉9 � � � 9 〈Am, Bm〉 4
X$/0 '+('4.$ � � &'H)/; 5'*/; 〈Ai, Bi〉 34�H 0 (�����
����� $�����������
�
3+/4 4 '+('4.$ A ] 5 * :/) 4.)'

UAiV −→ UBiV,

,) U . V ] 5*/.#4/+2"% 3+/4' 4 '+('4.$ A� �'01 15/*�)/6 ""1F 5'*1
3+/4 〈Ai, Bi〉 $*').!./""/ /-/#"'6'F$ 4 4.) Ai → Bi� �/+16 ""%; /-_ &$
/-/#"'6' $3� 4 4.) 

〈 a1, . . . , an |A1 → B1, . . . , Am → Bm 〉
. "'#%4' $3� ���.�������
 4.5 .+. �
�
���" $����*�( . -1) $ /-/#"'6'$28
3� 6 * # ST � �*. X$/0 A = {a1, . . . , an} "'#%4' $3� �����

�� $����

��� ST 9
' A1 → B19 � � � 9 Am → Bm ]   �
�
���" $���
�������

�3"/4"%0 5/"�$. 0 )+� 5/+13.3$ 0 �1X �4+� $3� ��
���� ���������
��� �

�13$2 W . U ] 3+/4' 4 '+('4.$ 5/+13.3$ 0% �1X

ST = 〈 a1, . . . , an |A1 → B1, . . . , Am → Bm 〉.
�+/4/ U "'#%4' $3� ��������� .# 3+/4' W 9  3+. 31I 3$41 $ 5/3+ )/4'8
$ +2"/3$2 X+ 0 "$'*"%: 5* /-*'#/4'".;

W = W0 →W1 → . . .→Wk → Wk+1 → . . .→Ws = U,

5 * 4/)�I'� 3+/4/ U 4 3+/4/ W �
� �������� ����������� ��� ���.������ 4.59 3(/*01+.*/4'""/;

�� �1X 4 �D�� ,/)19 $* -1 $3� *'#*'-/$'$2 /-I.; 0 $/)9 5/#4/+�FI.; 5/ +F-%0
)410 3+/4'0 W . U 4 '+('4.$ 5/+13.3$ 0% �1X ST /5* ) +.$29 4%4/).0/ +.
3+/4/ U .# 3+/4' W �

�&3 +2 �1X L�D�?����E� ] ��?���D��M ] "/*4 H3&.; 0'$ 0'$.&� �01 5*."')+ 8
H'$ 4'H"% * #1+2$'$% 4 $ /*.. 6.3 +9 4 )./('"$/4/0 '"'+.# . 4 *'#*'-/$& 
0 $/)' $*.,/"/0 $*.6 3&.: 3100� T.*/&1F .#4 3$"/3$2 5/+16.+. 0 $/) �1X 4
$ /*.. )./('"$/4%: 5*.-+.H ".;9 $ /* 0' �1X ] P., +� ] �/$'9 $ /* 0' �1X /
&/" 6"/3$. 6.3+' ! +/6.3+ ""%: * G ".; /)"/*/)"/,/ )./('"$/4' 1*'4" ".�
3 )410� " .#4 3$"%0. . 3.3$ 0% �1X�
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�+ )1FI.; 5*.0 * /$"/3.$3� & $ /*.. ,*155� �" 34�#'" 3 44 ) ""%0 �'+28
$ */0 (/" 
.&/0 4 ���� ] ���� ,/)': 35/3/-/0 �����
� ���$$ ������%&
�

(�����
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 �$������%&
�
 ���
�����
��
� �'&/; 35/3/- #')'".� ,*155
4/#".&' $  3$ 3$4 ""%0 /-*'#/0 4 $/5/+/,.. &'& 35/3/- #')'".� (1")'0 "8
$'+2"%: ,*155 " &/$/*%: $/5/+/,.6 3&.: 5*/3$*'"3$4�

�13$2 A = {a1, . . . , an} ] 5*/.#4/+2"%; &/" 6"%; '+('4.$� �4 ) 0 '+('8
4.$ -1&48)4/;".&/4 A−1 = {a−1

1 , . . . , a−1
n }� �_ )." ". A∪A−1 X$.: '+('4.$/4

-1) 0 "'#%4'$2 ���$$���� �����

���
P'(.&3.*1 0 " &/$/*%; &/" 6"%; "'-/* 15/*�)/6 ""%: 5'* 3+/4 〈A1, B1〉9

� � � 9 〈Am, Bm〉 4 X$/0 ,*155/4/0 '+('4.$ � � &'H)/; 5'*/; 〈Ai, Bi〉 34�H 0 )4'
(�����
����! $�����������
� 3+/4 4 ,*155/4/0 '+('4.$ A∪A−1 ] 5 * :/)%
4.)'

UAiV −→ UBiV, UBiV −→ UAiV,

,) U . V ] 5*/.#4/+2"% 3+/4' 4 ,*155/4/0 '+('4.$ �
� X$.0 X+ 0 "$'*"%0 5* /-*'#/4'".�0 )/-'4.0 $'& "'#%4' 0% 
�
�
�

������� (�����
����� $�����������
� 3+/4 4 ,*155/4/0 '+('4.$ A ∪ A−1 ]
5 * :/)% 4.)'

Uaε
ia

−ε
i V −→ UV, UV −→ Uaε

ia
−ε
i V,

,) U . V ] 5*/.#4/+2"% 3+/4' 4 ,*155/4/0 '+('4.$ 9 ' ε ∈ {−1, 1}� �* /-8
*'#/4'".� 5 *4/,/ 4.)' "'#%4'F$3� �����&��
��
9 ' 4$/*/,/ ] ��
�����
�

�'01 15/*�)/6 ""1F 5'*1 3+/4 〈Ai, Bi〉 $*').!./""/ /-/#"'6'F$ 4 4.) 
Ai = Bi� �/+16 ""%; /-_ &$ /-/#"'6' $3� 4 4.) 

〈〈 a1, . . . , an |A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉〉,
. /" -1) $ 3+1H.$2 #')'". 0 " &/$/*/; ,*155%9 &/$/*'� -1) $ /-/#"'6'$23�
$ 0 H 35/3/-/0� �*. X$/0 a19 � � � 9 an "'#%4'F$3� ������%&
�
 (�����
��

X$/; ,*155%9 ' A1 = B19 � � � 9 Am = Bm ]   �$������%&
�
 ���
�����
��
�


+� 5/3$*/ ".� X$/; ,*155% .35/+2#1 0 /$"/G ". 4%4/).0/3$. 3+/4�
�'& . 4 3+16' 5/+13.3$ 0 �1X9 3+/4/ U "'#%4' $3� �����
��� .# 3+/4'

W L/-/#"'6' $3� W �∗ UM9  3+. 31I 3$41 $ 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 X+ 0 "$'*"%:
5* /-*'#/4'".;

W = W0 →W1 → . . .→Wk → Wk+1 → . . .→Ws = U,

5 * 4/)�I'� 3+/4/ U 4 3+/4/ W �
� $*1)"/ 5/&'#'$29 6$/ /$"/G ". 4%4/).0/3$. �∗ 4 *'330'$*.4' 0/0 3+18

6' �4+� $3� /$"/G ". 0 X&4.4'+ "$"/3$.9 $� � /"/ * (+ &3.4"/9 $*'"#.$.4"/
. 3.00 $*.6"/� �//$4 $3$41FI. &+'33% X&4.4'+ "$"/3$. -1) 0 /-/#"'6'$2
6 * # [W ]�

�' 0"/H 3$4 &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.  3$ 3$4 ""%0 /-*'#/0 /5* ) +� $3�
10"/H ". *'4 "3$4/0

[W ] · [U ] = [WU ],

,) WU ] /-%6"/ 5*/.#4 ) ". L3/6+ " ". 9 &/"&'$ "'!.�M 3+/4 W . U �
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� $*1)"/ 5*/4 *.$29 6$/ 0"/H 3$4/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$. /$"/3.$ +2"/
44 ) ""/; /5 *'!.. 10"/H ".� �4+� $3� ,*155/;� �*. X$/0 */+2 " ;$*'+2"/,/
X+ 0 "$' 4%5/+"� $ &+'33 [1]9 ,) 6 * # 1 /-/#"'6 "/ 513$/ 3+/4/9 ' X+ 0 "$/09
/-*'$"%0 & [W ]9 �4+� $3� [W ]9 ,) 

aε1
i1
. . . aεt

it
= a−εt

it
. . . a−ε1

i1
.

�/3$*/ ""'� ,*155' /-/#"'6' $3� 6 * #

〈〈 a1, . . . , an |A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉〉
. "'#%4' $3� ���$$�"# �������" ������%&
�
 (�����
��
 a19 � � � 9 an . �$�����
��%&
�
 ���
�����
��
 A1 = B19 � � � 9 Am = Bm�

�3+. " &/$/*'� ,*155' G .#/0/*("' 5/3$*/ ""/; ,*155 9 $/ ,/4/*�$9 6$/
���$$� G 
���
 �����
� +����

����
" ���# ��$����
�����
�,

〈〈 a1, . . . , an |A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉〉.
�'5*.0 *9 3.00 $*.6 3&'� ,*155' S3 .0  $ #')'". 

〈〈 a, b | a3 = 1, b2 = 1, ba = a2b 〉〉.

*155' SL(2, Z) ! +/6.3+ ""%: 0'$*.! 4$/*/,/ 5/*�)&' 3 /5* ) +.$ + 09 *'48
"%0  ).".! 9 .0  $ #')'". 

〈〈 a, b | a6 = 1, b4 = 1, a3 = b2 〉〉,
'   ('&$/*,*155' 5/ ! "$*1 PSL(2, Z) L5*/ &$.4"'� 35 !.'+2"'� ! +/6.3+ "8
"'� ,*155' 0'$*.! 4$/*/,/ 5/*�)&'M .0  $ #')'". 

〈〈 a, b | a3 = 1, b2 = 1 〉〉.
P'0 $.09 6$/ ,*155' &/3 "' $* : ".$�: . ,*155' 1#+' &+ 4 *"%; +.3$ L$*.8
+.3$".&M .0 F$ /)"/ . $/ H #')'". 

〈〈 a, b | a3 = b2 〉〉.
� 34�#. 3 *'330/$* ""%0 35/3/-/0 #')'".� ,*155 �� 
X" 4 *'-/$ �D�� ,/)'

3(/*01+.*/4'+ $*. '+,/*.$0.6 3&. 5*/-+ 0%9 5/+16.4G. "'#4'". ������
���
������ $������� -� .(�� ] �������. ��6������9 �������. ���
���6�

���� . �������. ������	�����

�������� ��6������� *�����
�� �������
�
� ��&
" ��
�� +�����
�

�,# $������%&
" $� �%���� �����
% ���$$�

〈〈 a1, . . . , an |A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉〉

 $� �%��� ���� +���$$����, ������ W 
 U � (
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〈〈 a1, . . . , an |A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉〉

 $� �%��� ���� +���$$����, ������ W 
 U � (

! ������%&
! �$�����
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��$������ �
 (�����
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��� ��"��
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�
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〈〈 a1, . . . , an |A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉〉



〈〈 b1, . . . , bp |C1 = D1, . . . , Cq = Dq 〉〉
�$�����

�# ����
 �
 
�������� ���
��
�
��%&
� ���$$��

� *4% )4 5*/-+ 0% -%+. 3(/*01+.*/4'"% �� 
X"/0 4 5* )%)1I ; *'8
-/$ �D�? ,/)'9 ' $* $2F 5*/-+ 01 0/H"/ /-"'*1H.$2 4 *'-/$ Y� �.$! �D?�
,/)'9 "/ " 4%) + ""1F $'0 35 !.'+2"/� �)"'&/ /3/-/ 4".0'". X$.0 5*/-+ 8
0'0 -%+/ 1) + "/ .0 ""/ 4 *'-/$ �� 
X"' �D�� ,/)'9 &/$/*'� "'6."' $3� 3
(/*01+.*/4&. X$.: $* : 5*/-+ 0�

� -/+2G/; *'-/$ ��D� ,/)' K`tuavwew AefxwK �� �1'"&'* 44 + 5/"�$. (1"8
)'0 "$'+2"/; ,*155%9 ' 4 3$/+2 H -/+2G/; *'-/$ �D?� ,/)' Y� �.$! 13$'"/8
4.+9 6$/ (1")'0 "$'+2"% ,*155% " &/$/*%: 0"/,//-*'#.;9 #')'""%: &+ $/68
"%0. &/05+ &3'0.9 .0 F$ &/" 6"% #')'".�� �'6."'� 3 *'-/$ y� �.3$.",'
���� ,/)' ."$ "3.4"/ .#16' 0%; &+'33 "',+�)"%: $/5/+/,.6 3&.: /-_ &$/4 3/8
3$'4+�+. 1#+%� � )/&)') �D?� ,/)' �� �.*$.", * .#+/H.+ 0 $/) "':/H) ".�
,*155% 1#+' 5/  ,/ 5*/ &!.. "'  4&+.)/41 5+/3&/3$2� �'"  �� 
X" 5* )+/H.+
" 3&/+2&/ ."/; 35/3/- "':/H) ".� #')'".� ,*155% 1#+'9 /)"'&/ 45/3+ )3$4..
0 $/) �� �.*$.", *' 3$'+ -/+  *'35*/3$*'" ""%0� �� 
X" )/&'#'+9 6$/ 1# +
.#/$/5.6 3&. X&4.4'+ "$ " /&*1H"/3$. $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)'  ,/ ,*155'
'- + 4'9 ' #"'6.$ !.&+.6 3&'�� �# 3&'#'""/,/ 0/H"/ 5/"�$29 5/6 01 (1")'8
0 "$'+2"% 5*/-+ 0% �� 
X"' 3*'#1 5*.4+ &+. 4".0'". .33+ )/4'$ + ;� P'8
0 $.0 +.G29 6$/ 4 5*/-+ 0': �� 
X"' * 62 G+' / 5/3$*/ ".. 3//$4 $3$41FI.:
*'#* G'FI.: '+,/*.$0/4�

�/6$. 5/+4 &' 5*/-+ 0% �� 
X"' " 5/))'4'+.32 * G ".F ] $/+2&/ 4 "'8
6'+ �?8: ,/)/4 ZZ 4 &' � $* � *,  4.6 �/4.&/4 )/&'#'+9 6$/ 
������ �����
�

�� ���������� $��
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�'& &'& 5*/-+ 0% �� 
X"' * G.$2 " 1)'4'+/329 $/  3$ 3$4 ""/ 4/#".&+/
H +'". *'330/$* $2 -/+  /-I1F 3.$1'!.F ] '"'+/,.6"% '+,/*.$0.6 3&. 
5*/-+ 0% )+� 5/+1,*1559 #')'""%: /-*'#1FI.0. X+ 0 "$'0. . /5* ) +�FI.8
0. 3//$"/G ".�0.9 . 13$'"/4.$2 .: " *'#* G.0/3$2�
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� �?8 ,/)% ZZ 4 &' ���� �'*&/4 . <� �/3$ " #'4.3.0/ . 5*'&$.6 3&. /)8
"/4* 0 ""/ 13$'"/4.+. '+,/*.$0.6 3&1F " *'#* G.0/3$2 5*/-+ 0% *'4 "3$4'
LX&4.4'+ "$"/3$.M 3+/4 )+� 5/+1,*1559 #')'""%: &/" 6"%0 6.3+/0 /-*'#1F8
I.: X+ 0 "$/4 . &/" 6"%0 6.3+/0 /5* ) +�FI.: 3//$"/G ".;� <$/ 5/"�$. 
44/).$3� '"'+/,.6"/ 44 ) ""/01 4%G 5/"�$.F ,*155%9 #')'""/; /-*'#1FI.8
0. X+ 0 "$'0. . /5* ) +�FI.0. 3//$"/G ".�0.�

�13$2 A = {a1, . . . , an} ] 5*/.#4/+2"%; &/" 6"%; '+('4.$�
P'(.&3.*1 0 " &/$/*%; &/" 6"%; "'-/* 15/*�)/6 ""%: 5'* 3+/4 〈A1, B1〉9

� � � 9 〈Am, Bm〉 4 X$/0 '+('4.$ � � &'H)/; 5'*/; 〈Ai, Bi〉 34�H 0 )4' (�����
���
��! $�����������
� 3+/4 4 '+('4.$ A ] 5 * :/)% 4.)'

UAiV −→ UBiV, UBiV −→ UAiV,

,) U . V ] 5*/.#4/+2"% 3+/4' 4 X$/0 '+('4.$ �
�'01 15/*�)/6 ""1F 5'*1 3+/4 〈Ai, Bi〉 $*').!./""/ /-/#"'6'F$ 4 4.) 

Ai = Bi� �/+16 ""%; /-_ &$ /-/#"'6' $3� 4 4.) 

〈 a1, . . . , an |A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉,
. /" -1) $ 3+1H.$2 #')'". 0 " &/$/*/; 5/+1,*155%9 &/$/*'� -1) $ /-/#"'6'$28
3� $ 0 H 35/3/-/0� �*. X$/0 a19 � � � 9 an "'#%4'F$3� ������%&
�
 (�����
��

X$/; 5/+1,*155%9 ' A1 = B19 � � � 9 Am = Bm ]   �$������%&
�
 ���
�����
��
�
�


+� 5/3$*/ ".� X$/; 5/+1,*155%9 &'& . 4 3+16' ,*155%9 .35/+2#1 0 /$"/8
G ". 4%4/).0/3$. 3+/4�

�+/4/ U "'#%4' $3� �����
��� .# 3+/4' W L/-/#"'6' $3� W �∗ UM9  38
+. +.-/ /"/  01 ,*'(.6 3&. *'4"/ L4%4/).0/ #' ? G',/4M9 +.-/ 31I 3$41 $
5/3+ )/4'$ +2"/3$2 X+ 0 "$'*"%: 5* /-*'#/4'".;

W = W0 →W1 → . . .→Wk → Wk+1 → . . .→Ws = U,

5 * 4/)�I'� 3+/4/ U 4 3+/4/ W �
� $*1)"/ 5/&'#'$29 6$/ /$"/G ". 4%4/).0/3$. �∗ 4 *'330'$*.4' 0/0 3+18

6' �4+� $3� /$"/G ". 0 X&4.4'+ "$"/3$.9 $� � /"/ * (+ &3.4"/9 $*'"#.$.4"/
. 3.00 $*.6"/� �//$4 $3$41FI. &+'33% X&4.4'+ "$"/3$. -1) 0 /-/#"'6'$2
6 * # [W ]�

�' 0"/H 3$4 &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.  3$ 3$4 ""%0 /-*'#/0 /5* ) +� $3�
10"/H ". *'4 "3$4/0

[W ] · [U ] = [WU ],

,) WU ] /-%6"/ 5*/.#4 ) ". L3/6+ " ". 9 &/"&'$ "'!.�M 3+/4 W . U �
� $*1)"/ 5*/4 *.$29 6$/ 0"/H 3$4/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$. /$"/3.$ +2"/

44 ) ""/; /5 *'!.. 10"/H ".� �4+� $3� 5/+1,*155/; 3  ).".! ; L0/"/.)/0M�
�*. X$/0 */+2 " ;$*'+2"/,/ X+ 0 "$' 4%5/+"� $ &+'33 [1]9 ,) 6 * # 1 /-/#"'8
6 "/ 513$/ 3+/4/� �/3$*/ ""'� 5/+1,*155' /-/#"'6' $3� 6 * #

〈 a1, . . . , an |A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉
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〈 b1, . . . , bp |C1 = D1, . . . , Cq = Dq 〉
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��



§2� �/" 6"% 5* )3$'4+ ".� �#%&/4

��� �������� � ��!��
����" "#�$�


�/" 6"%; �#%& 0/H $ -%$2 #')'"9 4 5*."!.5 9 5 * 6.3+ ". 0 43 : 4:/)�8
I.: 4 " ,/ 3+/4� �'330/$*.0 4/5*/3 / 4/#0/H"/3$. &/" 6"/,/ #')'".� L/5.3'8
".�M - 3&/" 6"%: �#%&/4�

�* H) 43 ,/ " /-:/).0/ 1$/6".$29 6$/ 0% 5/".0' 0 5/) 3+/4'0. K&/" 6"/ 
#')'". L/5.3'". M �#%&'K� �/85 *4%:9 &'H)/ $'&/ #')'". 3'0/ -1) $ 3+/4/0
4 " &/$/*/0 '+('4.$ Σ� �/84$/*%:9  3$ 3$4 ""/ $* -/4'". 9 6$/-% *'#+.6"% 
�#%&. .0 +. *'#+.6"% #')'".�� �'& &'& 0"/H 3$4/ Σ∗ 43 : 3+/4 4 '+('4.$ 
Σ 36 $"/9 $/ 36 $"/ . 0"/H 3$4/ 4/#0/H"%: &/" 6"%: #')'".; �#%&/4� �)8
"'&/ 0"/H 3$4/ 43 : 4/#0/H"%: �#%&/4 "') )'""%0 '+('4.$/0 Σ " 36 $"/�
�/X$/01 " &'H)%; �#%& )/513&' $ &/" 6"/ #')'". � �+ )/4'$ +2"/9 *'#108
"/ 5/5%$'$23� "';$. " &/$/*% &/" 6"% #')'".� )+� )/3$'$/6"/ ."$ * 3"%:
3 *'#"%: $/6 & #* ".� �#%&/4�

�)." .# 5/):/)/4 & * G ".F X$/; #')'6. 3/3$/.$ 4 .35/+2#/4'".. '55'*'$'
���.���
�< ����6�
�
 �

R.&3.*1 0 '+('4.$ Σ� 
').0 .")1&$.4"/ /5* ) + ". 5/"�$.� ���.����

�� ����6�
�� 
�� ��	������ Σ . �$����������� 
� ������ �3+. ��������
��� �������
� /-/#"'6 "/ 6 * # α9 $/ �$���������" 
� ���� -1) 0 /-/#"'6'$2
6 * # L(α)�

�M ∅ ] ���������� �������
�� L(∅) ] $��
�" ���� ∅�
�M ε ] ���������� �������
�� L(ε) 3 {ε} 3 ����# ���
��&
" �
�� 
� $��
���

����� ε�
�M 4��
 a 3 ����� +�
����, �����

� Σ# 
� a 3 ���������� �������
�� L(a)

3 {a} 3 ����# ���
��&
" �
�� 
� �
����� a�
�1"&$% �M9 �M . �M 3/3$'4+�F$ -'#1 .")1&$.4"/,/ /5* ) + ".�� �+ )1FI. 

$*. 51"&$' ] X$/ .")1&$.4"%; 5 * :/)�
�M 4��
 α 
 β 3 ���������� �������
�# 
� (αβ) 3 ���������� �������
� 


L(αβ) = L(α) · L(β) 3 $��
������
� ������ L(α) . L(β)�
�M 4��
 α 
 β 3 ���������� �������
�# 
� (α∪β) 3 ���������� �������
�


 L(α ∪ β) = L(α) ∪ L(β) 3 ��7��
���
� ������ L(α) 
 L(β)�
EM 4��
 α 3 ���������� �������
�# 
� α∗ 3 ���������� �������
� 
 L(α∗) =

(L(α))∗�
8��� �������
�� ���.���
��# ���
 �� ����
 ��
� ����� ����
����

���������� �������
���
P'0 $.09 6$/ *'#"% * ,1+�*"% 4%*'H ".� 0/,1$ #')'4'$2 /)." . $/$ H 

�#%&� �/+  $/,/9 /)." . $/$ H * ,1+�*"%; �#%& 0/H"/ #')'$2 - 3&/" 6"%0
0"/H 3$4/0 * ,1+�*"%: 4%*'H ".;�

� ,&/ 5/"�$29 6$/ ����� ���������! ������ � �����

� Σ ������
 �
�
���

����� �$���	
" ∪# · 
 ∗� �/#H -1) $ 13$'"/4+ "'  ,/ ������
��
� 

�
���

����� �$���	
" ∩ 
 \�

�1I 3$4 ""1F 6'3$2 5*/,*'00"/,/ /- 35 6 ".� 3/4* 0 ""%: &/052F$ */4
3/3$'4+�F$ &/05.+�$/*%� � /)"/; 3$/*/"%9 X$/ 34�#'"/ 3 $ 09 6$/ 4 "'3$/�I  
4* 0� �#%&. 4%3/&/,/ 1*/4"� ] /3"/4"/ 3* )3$4/ *'#*'-/$&. 5*/,*'009 +.G2

��



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

" #"'6.$ +2"'� 6'3$2 5*/,*'00"/,/ /- 35 6 ".�9 $* -1FI'� /3/-/; X(( &8
$.4"/3$. . "') H"/3$.9 5*/,*'00.*1 $3� 3 5/0/I2F '33 0-+ */4� � )*1,/;
3$/*/"%9 -1*"/ *'#4.$. '*:.$ &$1* <�� $'&H 5/)) *H.4' $ 5/$* -"/3$2
4 3/#)'".. "/4%: &/05.+�$/*/4� �'H"%0. X$'5'0. 5*/! 33' &/05.+�!.. �48
+�F$3� ����
����
" 
 �
�
���
����
" ����
�� �' X$'5 + &3.6 3&/,/ '"'+.#'
$ &3$ 4:/)"/; 5*/,*'00%9 �4+�FI.;3� 5*/3$/ 3+/4/0 4 3//$4 $3$41FI 0 '+8
('4.$ �#%&' 5*/,*'00.*/4'".�9 "' &/$/*/0 "'5.3'"' 5*/,*'00'9 *'#-.4' $8
3� 4 3//$4 $3$4.. 3 /5* ) + ".�0. .35/+2#1 0/,/ �#%&' 5*/,*'00.*/4'".� "'
+ &3 0%� � /3"/41 * '+.#'!.. + &3.6 3&.: '"'+.#'$/*/4 6'3$/ #'&+')%4' $3�
(/*0'+.#0 * ,1+�*"%: 4%*'H ".; . &/" 6"%: '4$/0'$/4� �'-/$' + &3.6 3&/,/
'"'+.#'$/*' /31I 3$4+� $3� " &/$/*%0 &/" 6"%0 '4$/0'$/09 *'35/#"'FI.0
�#%& + &3 0� �/ 3 5*'&$.6 3&/; $/6&. #* ".� " 43 ,)' 1)/-"/ " 5/3* )3$4 ""/
#')'4'$2 3//$4 $3$41FI.; '4$/0'$� �0 3$/ X$/,/ .35/+2#1 $3� (/*0'+.#0 * 8
,1+�*"%: 4%*'H ".; .+. 5*'4/+." ;"%: ,*'00'$.&9 5/ &/$/*%0 1H 0/H"/
5/3$*/.$2 3//$4 $3$41FI.; &/" 6"%; '4$/0'$�

�'330/$*.0 5*.0 * /5.3'".� + &3.6 3&.: 3$*1&$1* 3 5/0/I2F * ,1+�*"%:
4%*'H ".;� �*. X$/0 1)/-"/ 3/5/3$'4+�$2 * ,1+�*"%0 4%*'H ".�0 .: .0 8
"'9 ' #'$ 0 ) +'$2 33%+&. "' + &3 0% 5/ .: .0 "'0� 
+� /5* ) + ".� .0 "
+ &3 0 .35/+2#1F$ 4%*'H ".� 4.)'9 &/$/*% ."/,)' "'#%4'F$3� * ,1+�*"%0.
/5* ) + ".�0.

I1 = α1, I2 = α2, . . . , Im = αm,

,) I19 I29 � � � 9 Im ] *'#+.6"% .0 "'9 ' 5*. +F-/0 0 ≤ t < m αt+1 ] * ,1+�*"/ 
4%*'H ". 4 '+('4.$ Σ ∪ {I1, I2, . . . , It}9 ,) Σ ] /3"/4"/; '+('4.$� P'0 "��
.0 "' * ,1+�*"%: 4%*'H ".; "' 3//$4 $3$41FI. .0 * ,1+�*"% 4%*'H ".�9
0/H"/ )+� +F-/,/ .0 ". It 5/3$*/.$2 3//$4 $3$41FI  * ,1+�*"/ 4%*'H ". 
4 /3"/4"/0 '+('4.$ Σ�

�4 ) 0 /-I 5*."�$/ 3/,+'G ". / 4/#0/H"/3$. /513&'$2 K+.G". K 3&/-&.
. .35/+2#/4'".. 4 " &/$/*%: 3.$1'!.�: 4%*'H ".� (α|β) 40 3$/ (α ∪ β)�

�'5*.0 *9 )+� 5/3$*/ ".� * ,1+�*"/,/ 4%*'H ".�9 #')'FI ,/ 0"/H 3$4/
.) "$.(.&'$/*/49 0/H"/ 5*.0 ".$2 3+ )1FI1F 3: 01

Letter = a|b|c|d| . . . |x|y|z
Digit = 0|1|2| . . . |8|9

Identifier = Letter(Letter|Digit)∗.

P'0 $.09 6$/ :/$� 3 5/0/I2F * ,1+�*"%: 4%*'H ".; 0/H"/ #')'$2 )/3$'8
$/6"/ " $*.4.'+2"% �#%&.9 /)"'&/ " $*1)"/ 5*.4 3$. 5*.0 *% " * ,1+�*"%:
�#%&/49 &/$/*% 4 320' 5*/3$/ /5.3%4'F$3� )*1,.0. 35/3/-'0.� �'5*.0 *9
5/#H -1) $ )/&'#'"/9 6$/ �#%& { 0n 1n |n ≥ 0} " +2#� #')'$2 * ,1+�*"%0 4%8
*'H ". 0� P'0 $.09 6$/ K-+.#&.;K �#%& { 0n 1m |n,m ≥ 0} #')' $3� * ,1+�*"%0
4%*'H ". 0 (0∗ ∪ 1∗)�

�/" 6"/9 * ,1+�*"% 4%*'H ".� " 0/,1$ *'330'$*.4'$23� 4 &'6 3$4 )/8
3$'$/6"/ 1".4 *3'+2"/,/ 0 $/)' #')'".� �#%&/4�

�E



§3� �/" 6"% '4$/0'$%

�'330/$*.0 )*1,/; 5/):/) & #')'".F �#%&/4� �*. X$/0 0% -1) 0 *1&/4/)8
3$4/4'$23� /-I ; 3: 0/; #')'".� �#%&/4

L = {w |w ∈ Σ∗ &w /-+')' $ 34/;3$4/0 P }.

�/ /,*'".6.03� +.G2 ������
���
 34/;3$4'0.9 $/  3$2 $'&.0.9 )+� &/$/*%:
31I 3$41 $ '+,/*.$09 5/#4/+�FI.; 5/ 5*/.#4/+2"/01 3+/41 w /5* ) +.$29 4%8
5/+" "/ +. )+� " ,/ 34/;3$4/ P �

�%� �������� �
��&���

� X$/0 5'*',*'( * 62 5/;) $ / )*1,/0 5/):/) & #')'".F �#%&/4 ] #')'8
". �#%&/4 &/" 6"%0. '4$/0'$'0.� P'0 $.09 6$/ &/" 6"% '4$/0'$% ] /)"' .#
$* : "'.-/+  *'35*/3$*'" ""%: 4 "'3$/�I  4* 0� 0/) + ; 4%6.3+ ".;9 .38
5/+2#1 0%: )+� /5.3'".� . .#16 ".� 4#'.0/) ;3$4.� &/052F$ *"/; 5*/,*'08
0% . &/052F$ *'� 
4 )*1,. ] X$/ +/,.6 3&. 3: 0% . 0'G."% 3 - 3&/" 6"/;
5'0�$2F�

-��������� ��� �����
�9��

�� �<��� ] X$/ 3/ )." ". (1"&!./8
"'+2"%: X+ 0 "$/49 &'H)%; .# &/$/*%: * '+.#1 $ " &/$/*1F -1+ 41 (1"&!.F�

�*').!./""/ 36.$' $3�9 6$/ "'6'+/ .#16 ".� &/0-."'!./""/; 3+/H"/3$.
-1+ 4%: (1"&!.; 4/3:/).$ & ).33 *$'!.. T ""/"' �D�� ,/)'9 4 &/$/*/; /"
5/&'#'+ 4'H"/3$2 -1+ 4/; '+, -*% )+� 3."$ #' . '"'+.#' * + ;"%: 5 * &+F8
6'$ +2"%: 3: 0� �/,.6 3&. 3: 0% 35/3/-"% 4%6.3+�$2 (1"&!..9 /)"'&/ /".
" /-+')'F$ 5'0�$2F� �/" 6"% '4$/0'$% 3 4%:/)/0 $'& H 9 &'& . +/,.6 3&. 
3: 0%9 4%6.3+�F$ (1"&!..� �/ 4 /$+.6. /$ +/,.6 3&.: 3: 09 &/" 6"% '4$/8
0'$% /-+')'F$ 5'0�$2F L&/" 6"/;M9 6$/ 5/#4/+� $ .0 .35/+2#/4'$2 34/F 3: 08
"1F 6'3$2 0"/,/&*'$"/� �/3+ )"  )' $ 4/#0/H"/3$2 * '+.#/4%4'$2 (1"&!..
3 .35/+2#/4'". 0 +/,.6 3&.: 3: 0 0 "2G ,/ *'#0 *'9 6 0 $* -1 $3� 0'G."'0
- # 5'0�$.�

C�
��
�
 ������� ] X$/ 0'$ 0'$.6 3&'� 0/) +2 4%6.3+.$ +2"%: 0'8
G." 3 &/" 6"/; 5'0�$2F9 13$*/;3$4/ &/$/*/; .#4 3$"/� � " ,/ .0  $3� " &/8
$/*%; '"'+/, 5*/! 33/*' * '+2"/,/ &/052F$ *' ] K5*/! 33/*K (.&3.*/4'""/;
&/" 6"/; 0/I"/3$.� �:/)"%0. )'""%0. )+� &/" 6"/,/ '4$/0'$' 3+1H'$ 3+/4'
4 " &/$/*/0 (.&3.*/4'""/0 '+('4.$ 9 "'#%4' 0/0  ,/ 4:/)"%0 .+. 4" G".0
'+('4.$/0� �+/4' 5/)'F$3� L#'5.3%4'F$3�M "' + "$1 '4$/0'$'� �'#+.6'F$ '48
$/0'$% 3 4%:/)/0 . - # 4%:/)'� � *4% "'#%4'F$3� '4$/0'$'0. �.+.9 ' 4$/8
*% ] '4$/0'$'0. �1*'� �% -1) 0 .35/+2#/4'$2 '4$/0'$% +.G2 4 &'6 3$4 
������
�������
 �#%&/4� �/X$/01 /,*'".6.03� '4$/0'$'0. - # 4%:/)'� �48
$/0'$% 3 4%:/)/0 "'0 5/$* -1F$3� 5*. /5.3'".. $ /* $.&/8'4$/0'$"%: 0/) 8
+ ; G.(*'$/*/4�

�/#".&' $  3$ 3$4 ""%; 4/5*/3 K�/,1$ +. &/" 6"% '4$/0'$% *'330'$*.8
4'$23� 4 &'6 3$4 )/3$'$/6"/ ') &4'$"/; 0/) +. * '+2"/,/ &/052F$ *'^K �
&/" 6"/,/ '4$/0'$' .0  $3� 5'0�$29 "/   /-_ 0 (.&3.*/4'" K4 0/0 "$ 3/#)'8
".�K . 4 )'+2" ;G 0 " 0/H $ -%$2 14 +.6 "� � 6$/ 0/H"/ 3&'#'$2 /- /-_ 0 

��



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

5'0�$. * '+2"/,/ &/052F$ *'^ �'&'� 0'$ 0'$.6 3&'� 0/) +2 +16G /5.3%4'8
 $ ] 3 &/" 6"/; 5'0�$2F .+. 3 " /,*'".6 ""/;^ �$4 $ 4/ 0"/,/0 -1) $ #'4.3 $2
/$ ! + ;9 3 &/$/*%0. 3$*/.$3� 0/) +2� �3+. 0% 3$* 0.03� )/&'#'$2 /,*'".8
6 ""/3$2 "'G.: '+,/*.$0.6 3&.: 4/#0/H"/3$ ;9 $/9 4 */�$"/9 ! + 3//-*'#"  
.35/+2#/4'$2 0/) +. 3 " /,*'".6 ""/; 5'0�$2F� 
+� ) 0/"3$*'!.. H 0/I.
"'G.: '+,/*.$0.6 3&.: 4/#0/H"/3$ ; -/+2G 5/):/)�$ 0/) +. 3 /,*'".6 "8
"/; 5'0�$2F� �/H"/ 5/3$'4.$29 "/ " * G.$2  I -/+  /-I. 4/5*/3% ] /
(.#.6 3&.: /,*'".6 ".�:9 /- /,*'".6 ""/3$. �3 + ""/;�

� /*.� &/" 6"%: '4$/0'$/4 )/3$'$/6"/ 3/) *H'$ +2"' . "':/).$ 0"/,/8
6.3+ ""% 5*.0 " ".�� �'5*.0 *9 X$'5 ����
������� ����
�� 4 &/05.+�$/* 9
&/,)' 4%) +�F$3� + &3.6 3&.  ).".!% 5*/,*'00% $'&. 9 &'& 3+1H -"% 3+/8
4'9 .) "$.(.&'$/*%9 #"'&. /5 *'!.; . $�)�9 " * )&/ -'#.*1 $3� "' 5/3$*/ "..
3//$4 $3$41FI.: &/" 6"%: '4$/0'$/4� �':/H) ". 4:/H) ".; /)"/,/ 3+/4' 4
)*1,/ 9 6$/ 6'3$/ $* -1 $3� 5*. * )'&$.*/4'".. $ &3$/49 0/H $ -%$2 X(( &8
$.4"/ 4%5/+" "/ '+,/*.$0/09 /3"/4'""/0 "' $ /*.. &/" 6"%: '4$/0'$/4�

� &/" 6"/,/ '4$/0'$' .0  $3� �<��
�� ��
�� 9 *'#-.$'� "' �6 ;&.9 4 &'H8
)/; .# &/$/*%: 0/H"/ #'5.3%4'$2 5/ /)"/01 3.04/+1 .# 4:/)"/,/ '+('4.$'�
�+/4' 4/ 4:/)"/0 '+('4.$ '4$/0'$' #'5.3%4'F$3� 5/-1&4 ""/ 4 �6 ;&. + "8
$%� �3"/4"'� 6'3$2 &/" 6"/,/ '4$/0'$' ] �������:D�� ������� � �"' 5* )8
3$'4+� $ 3/-/; " 6$/ 4*/) 6 *"/,/ �I.&' . 4 &'H)%; &/"&* $"%; 0/0 "$
4* 0 ". 0/H $ "':/).$23� 4 /)"/0 .# &/" 6"/,/ 6.3+' *'#+.6"%: �
.���
�

�< ������
�
 '4$/0'$'� �6.$%4'FI'� ,/+/4&' 0/H $ *'35/#"'$29 &'&/;
3.04/+ #'5.3'" 4 /-/#* 4' 0/; �6 ;& 4:/)"/; + "$%� � *4/"'6'+2"/ 36.$%8
4'FI'� ,/+/4&' *'#0 I' $3� "' &*';" 0 + 4/0 &*'F + "$% . 5*.4/).$3� 4
35 !.'+2"/ 4%) + ""/ 
�����
�� ������
��� �'-/$' '4$/0'$' /31I 3$48
+� $3� 5/ $'&$'0� �' /6 * )"/0 $'&$ *'-/$% '4$/0'$' 36.$%4'FI'� ,/+/48
&' 6.$' $ 3.04/+ .# /-/#* 4' 0/; �6 ;&. 4:/)"/; + "$%9 5 * :/).$ 4 "/4/ 
3/3$/�". 9 #'4.3�I  +.G2 /$ $ &1I ,/ 3/3$/�".� . $/+2&/ 6$/ 5*/6.$'""/8
,/ 3.04/+'9 . 3)4.,' $3� 4 3/3 )"FF 35*'4' �6 ;&1� �'& &'& "/4/ 3/3$/�". 
'4$/0'$' /)"/#"'6"/ /5* ) + "/9 $/ /" "'#%4' $3� �������
�����

�� &/8
" 6"%0 '4$/0'$/0� �/#H -1)1$ 44 ) "% . 
��������
�����

�� &/" 6"% 
'4$/0'$%� �*/! 33 5/4$/*� $3�9 5/&' " -1) $ 5*/6.$'"/ 43 3+/4/�

� 5/0/I2F 3/3$/�".� 34/ ; ,/+/4&. '4$/0'$ 3//-I' $9 5*.".0' $3� +. 5*/8
6.$'""/ 3+/4/� 
+� X$/,/ 4%) +� $3� " &/$/*/ 0"/H 3$4/ ���.���:D�< ���
����
�
 � �3+. 5/3+ 5*/6$ ".� 3+/4' 36.$%4'FI'� ,/+/4&' 5*.G+' 4 /)"/
.# )/513&'FI.: 3/3$/�".;9 $/ 4:/)"/ 3+/4/ 36.$' $3� ���
����@ ��� ����
���
�

�� � B���@ ������
������
 ���������@ ] X$/ 0"/H 3$4/ 43 :
5*.".0' 0%: .0 3+/4�

� * :/).0 & (/*0'+2"/01 /5* ) + ".F ) $ *0.".*/4'""/,/ &/" 6"/,/ '48
$/0'$'�

����������� ���� 1������
�����

�
 ��
��
�
 ������� 3 (
� $��

����

M = 〈ΣM , QM , δM , sM , FM 〉,

��



§3� �/" 6"% '4$/0'$%

���
ΣM 3 �<��
�
 7�
��
�
8 ��	���� ��
���
� M #
QM 3 �
.���

�
 ��	���� ��
���
� M # ��� (�����
� ������%
��
�
.���

��� ������
����#
sM ∈ QM 3 
�����
�� ������
�� ��
���
� M #
FM ⊆ QM 3 ������
�� ��
��
�< 7����:������
�<@ ���.���:D�<8 ���
����
�
 ��
���
� M #
δM 3 	.
�9�� ����<��� ��
���
� M # (
� ����	
� 
� QM × ΣM � QM �

� �6 ;&. + "$% '4$/0'$' M #'5.3%4'F$3� 5/3+ )/4'$ +2"/ -1&4% 4" G" 8
,/ '+('4.$' ΣM 9 $'&.0 /-*'#/0 "' + "$ /&'#%4' $3� #'5.3'""%0 " &/$/*/ 
3+/4/ w 4/ 4" G" 0 '+('4.$ ΣM '4$/0'$' M � �/" 6"%; '4$/0'$ M *'-/$' $
L(1"&!./".*1 $M 4 ).3&* $"/0 * H.0 4* 0 ".9 5/$'&$"/� � "'6'+ &'H)/8
,/ $'&$' 36.$%4'FI'� ,/+/4&' "':/).$3� 4 " &/$/*/0 4"1$* "" 0 3/3$/�"..
q ∈ QM . /-/#* 4' $ " &/$/*1F �6 ;&1 + "$%� �3+. 4 X$/; �6 ;& "':/).$3�
L5*/6.$%4' $3�M 3.04/+ a ∈ ΣM 9 $/ 36.$%4'FI'� ,/+/4&' L'4$/0'$M 5 * :/).$
4 3/3$/�". δM(q, a) ∈ QM . 3)4.,' $3� 4 3/3 )FF 35*'4' �6 ;&1 + "$%�

�%6.3+ ". 9 5*/.#4/).0/ '4$/0'$/0 5*. )'""/0 4:/) 9 ] X$/ 5/3+ )/4'8
$ +2"/3$2 ��
	��.��9�
 9 &/$/*% /$*'H'F$ 3/3$/�". '4$/0'$' 4 5/3+ )/8
4'$ +2"% 0/0 "$% 4* 0 ".� 
 $ *0.".*/4'""%; &/" 6"%; '4$/0'$ " 0/H $
3)4.,'$2 34/F ,/+/4&1 "'#') "' 1H 5*/6.$'""1F 6'3$2 4:/)"/,/ 3+/4'� �/8
X$/01 6'3$2 3+/4' 3+ 4' /$ 36.$%4'FI ; ,/+/4&. " 4+.� $ "' )'+2" ;G  
(1"&!./".*/4'". '4$/0'$'� P"'6.$9 ����
����	
� ��
���
� � �����" ���
���
 ������
 �$�������
�� 
���&
� ���
���
�� 
 ��$���

����" ���
�%
������
�������� ������ <$/ /5*'4)%4' $ 3+ )1FI  /5* ) + ". �

����������� ���� C�
	��.��9�� �������
�����

��� ��
��
��� ���
������ M 3 (
� �%��� ����� �
�� qw# ��� q ∈ QM # � w ∈ Σ∗�

P'0 6'". � �"/,)' 0% -1) 0 &/"(.,1*'!.F 5* )3$'4+�$2 4 4.) 〈 q, w 〉9 $� �
&'& X+ 0 "$ 0"/H 3$4' QM × Σ∗�

�' 0"/H 3$4 43 : &/"(.,1*'!.; 44 ) 0 -."'*"/ /$"/G ". �M 9 &/$/*/ 
-1) $ 4%5/+"�$23� )+� )41: &/"(.,1*'!.; $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' �����
��� ��6�� ����
�� �� ��
�
 �� 
�< � ��.�.: �� ���
 ���� �/+  
$/6"/9  3+. qw . q′w′ ] )4 &/"(.,1*'!.. '4$/0'$' M 9 $/

qw �M q′w′ $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)'

w = aw′ )+� " &/$/*/,/ 3.04/+' a ∈ Σ, . δ(q, a) = q′.

� X$/0 3+16' -1) 0 ,/4/*.$29 6$/ ������� ����<���� �� ���
 ��� ��
��
	��.��9�� 7�� ��
	��.��9��8 qw � ��
	��.��9�� 7� ��
	��.���
9�:8 q′w′� �'& &'& )+� &'H)/; &/"(.,1*'!.. L&*/0 #'&+F6.$ +2"/;9 .0 8
FI ; (/*01 〈q, ε〉M 31I 3$41 $  )."3$4 ""'� 5/3+ )1FI'� &/"(.,1*'!.�9 $/
('&$.6 3&. �M ] X$/ (1"&!.� .# QM × Σ+ 4 QM × Σ∗�

�D



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

�-/#"'6.0 6 * # �∗M �������
����# 
����


���� �������
� /$"/G ".�
�M 9 $� � qw �∗M q′w′ $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' �
 ����
����	

 qw �����
$���"

 � ����
����	

 q′w′ �� �������� �
��� ������ � 6'3$"/3$. 4%5/+" "/
qw �∗M qw9 6$/ /#"'6' $ 4/#0/H"/3$2 5 * ;$. /$ &/"(.,1*'!.. qw & &/"(.8
,1*'!.. qw #' "1+2 G',/4�

����������� ����  ���� w ∈ Σ∗ ���
������� 7���.�������@ ������
��
����8 ��
���
�� M 
���� 
 
����� 
����# ����� ��&��
���
 
���� ���
��
��
� q ∈ FM # �
� sM w �∗M q ε�

B��� L(M)@ ���
������
 7���.������
@ ������
������
8 ��
��
��
�� M # 3 (
� ������
�� ���! ����# 
� ���$���������!�

R1"&!.F δM 5 * :/)/4 '4$/0'$' M 9 /5* ) + ""1F "' QM ×Σ9 0/H"/ 5*/8
)/+H.$2 )/ (1"&!.. δ∗M 9 /5* ) + ""/; "' QM × Σ∗9 5/+','�

δ∗M(q, ε) = q, δ∗M(q, aw) = δ∗M(δM(q, a), w), ,) a ∈ Σ, w ∈ Σ∗.

�/,)' �#%& L(M)9 5*.".0' 0%; '4$/0'$/0 M 9 #')' $3� *'4 "3$4/0

L(M) = {w |w ∈ Σ∗ & δ∗M(sM , w) ∈ FM }.

R1"&!.F δM 5 * :/)/4 '4$/0'$' M 0/H"/ #')'$2 $'-+.! ;9 3$*/&. &/$/8
*/; 5/0 6 "% 4"1$* "".0. 3/3$/�".�0. '4$/0'$'9 ' 3$/+-!% ] 3.04/+'0.  ,/
4" G" ,/ '+('4.$'� �' 5 * 3 6 ".. 3$*/&.9 5/0 6 ""/; 3/3$/�". 0 q9 . 3$/+-8
!'9 5/0 6 ""/,/ 3.04/+/0 a9 3$/.$ 3/3$/�". δM(q, a)�

�)"'&/ )+� #')'".� '4$/0'$' 1)/-"  .35/+2#/4'$2 -/+  "',+�)"/ ,*'8
(.6 3&/ 5* )3$'4+ ". 9 .0 "1 0/ ���������
 ������
�
 .+. ��������
��
 ����<����� <$/ *'#0 6 ""%; /*. "$.*/4'""%; ,*'(9 4 *G."% &/$/*/,/
3//$4 $3$41F$ 3/3$/�".�0 '4$/0'$' . .0. 5/0 6 "%9 ' )1,. ,*'(' 3//$4 $8
3$41F$ 5 * :/)'0 0 H)1 3/3$/�".�0.� �/+  $/6"/9 
� ����
��# $��������"
���
���
�� q# ����
 ������ ����# $��������� �
������ a 
 ������
��%&����
� ����
�� δM (q, a)� �/" 6"% 3/3$/�".� .#/-*'H'F$3� )4/;"%0. &*1H&'0.9 '
"'6'+2"/ ] #"'6&/0 K>K�


+� /-+ ,6 ".� .#16 ".� '4$/0'$"%: �#%&/4 *'330/$*.0 " &/$/*/ /-/-8
I ". 5/"�$.� '4$/0'$' ] 5/"�$. 
��������
�����

��� '4$/0'$'� 
 $ *8
0.".*/4'""% '4$/0'$% * '+.#1F$ $ .+. ."% '+,/*.$0%9 5* )3$'4+�FI. 
3/-/; K������ $�
����� �� 
�$�����
�K� � ) $ *0.".*/4'""% '4$/0'$% -1)1$
4&+F6'$2 4 3 -� K������ ����������! ��"�
�
"K9 6$/ */)".$ .: 3 -/+  /-8
I.0 5/"�$. 0 
��
����
�� P'0 $.09 6$/ 3 .)  ; " ) $ *0.".*/4'""/3$. 5*.
4%5/+" ".. '+,/*.$0/4 34�#'" *�) " * G ""%: "' 3 ,/)" G".; ) "2 5*/-+ 09
3'0'� #"'0 ".$'� .# &/$/*%: ] X$/ 5*/-+ 0' *'4 "3$4' &+'33/4 EF . F 9
/$&*%4'FI'� 35.3/& K�*/-+ 0% $%3�6 + $.�K� G��������
�����

����
����
 ���
��
� � �$�������

 ��
���
� $���!��

� � ���� 
� ��������
!
��������! ���
���
"# 
��� ����� ���
���
� ���

��� ���
�

 �
 
���&���

�?



§3� �/" 6"% '4$/0'$%

���
���
� 
 �

������ �
����� 3 ��$�����
�� ���
�
� � $�������� ��
����

� ��� �����" ����
��	

 
���&��� ���
���
� 
 �!������ �
����� ��������
�
! ��������! �����%&
! ���
���
"� �/X$/01 '4$/0'$9 6.$'� 5/-1&4 ""/
4:/)"/ 3+/4/9 0/H $ "' &'H)/0 G', K4%-.*'$2K9 4 &'&/ .# *'#* G ""%:
3/3$/�".; 5 * ;$.� <$/$ 4%-/* ".6 0 " 5* )/5* ) + "9 5/X$/01 "'#%4' $3�

��������
�����

��� �)"'&/ 4%-/* 0/H $ /31I 3$4+�$23� $/+2&/ 3* ).
$ : 3+ )1FI.: 3/3$/�".;9 4 &/$/*% 4/#0/H"/ 5 * ;$. .# )'""/,/ 3/3$/�".�
5*. )'""/0 4:/)"/0 3.04/+ �

�'3&/+2&/ 5/)/-"% " ) $ *0.".*/4'""% 13$*/;3$4' (.#.6 3&. * '+.#18
 0%9 3 ,/)"� $*1)"/ 3&'#'$2� �/#0/H"/9 X$/ -1) $ 4%�3" "/ 4 :/) ."$ "3.4"/
4 )1I.:3� 4 "'3$/�I  4* 0� .33+ )/4'".;9 34�#'""%: 3 &4'"$/4%0. &/052F8
$ *'0.9 )+� &/$/*%: .) � " ) $ *0.".*/4'""/3$. �4+� $3� -'#/4/;� �/ 0/H8
"/ 1$4 *H)'$29 6$/ " ) $ *0.".*/4'""% '4$/0'$% 5* )3$'4+�F$ 3/-/; 4 328
0' 5/+ #"% /-/-I ".� &/" 6"%: '4$/0'$/49 $'& &'& 4 #"'6.$ +2"/; 3$ 5 ".
15*/I'F$ .#16 ". ) $ *0.".*/4'""%: '4$/0'$/4� �*/0 $/,/9 -1) $ 5/&'#'8
"/9 6$/ 4 3+16' &/" 6"%: '4$/0'$/4 " ) $ *0.".*/4'""/3$2 " �4+� $3� 318
I 3$4 ""/;� �����" ����
���
�
�������" �������" ��
���
 (��
�����
��
��
���
�
��������� ��������� ��
���
��

����������� ���� G��������
�����

�
 ��
��
�
 ������� 3 (
�
$�
����

M = 〈ΣM , QM , ∆M , sm, F 〉,
���
ΣM 3 �<��
�
 7�
��
�
8 ��	���� ��
���
� M #
QM 3 �
.���

�
 ��	���� ��
���
� M # ��� (�����
� ������%
��
�
.���

��� ������
����#
sM ∈ QM 3 
�����
�� ������
�� ��
���
� M #
FM ⊆ QM 3 ������
�� ��
��
�< 7����:������
�<@ ���.���:D�<8 ���
����
�
 ��
���
� M #
∆M 3 ��
���
�� ����<���� ��
���
� M # (
� $��������
�� ������
��
QM × (Σ ∪ {ε})×QM �

�F-'� $*/;&' 〈q, u, p〉 .# ∆M "'#%4' $3� �����6
�� ����<���� )+�
'4$/0'$'M � �3+. 4 $ &1I.; 0/0 "$ 4* 0 ". '4$/0'$M "':/).$3� 4 3/3$/�"..
q9 36.$%4'FI'� ,/+/4&' /-/#* 4' $ 3.04/+ a9 $/ '4$/0'$ M 0/H $ 4%5/+".$2
+F-/; 5 * :/) 4.)' 〈q, a, p〉 .+. 〈q, ε, p〉 5*. 13+/4..9 6$/ 〈q, a, p〉 ∈ ∆M 9 〈q, ε, p〉 ∈
∆M � �3+. 4%5/+"� $3� 5 * :/) 4.)' 〈q, ε, p〉9 $/ 36.$%4'FI'� ,/+/4&' /3$' $3�
"' 0 3$ 9 $� � ('&$.6 3&. 36.$%4'".� 3.04/+' " 5*/.3:/).$�

�5* ) + ". 4%6.3+ ".�9 4%5/+"� 0/,/ " ) $ *0.".*/4'""%0 &/" 6"%0
'4$/0'$/09 " #"'6.$ +2"/ /$+.6' $3� /$ 3//$4 $3$41FI ,/ /5* ) + ".� )+�
) $ *0.".*/4'""%: &/" 6"%: '4$/0'$/4� C�
	��.��9�� '4$/0'$' M ] X$/9
&'& . *'"  9 3+/4/ 4.)' qw9 ,) q ∈ QM 9 ' w ∈ Σ∗ .+. X+ 0 "$ 〈q, w〉 .# QM×Σ∗�
�$"/G ". �M 0 H)1 &/"(.,1*'!.�0. K����<�� �� ���
 ���K /5* ) +� $3�

��



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

'"'+/,.6"/ ) $ *0.".*/4'""/01 3+16'F�

qw �M pu $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)'

31I 3$41 $ v ∈ ΣM ∪ {ε} $'&/;9 6$/ w = vu . 〈 q, v, p 〉 ∈ ∆M .

� /$+.6. /$ ) $ *0.".*/4'""/,/ 3+16'� )+� " ) $ *0.".*/4'""/,/ '4$/8
0'0' M /$"/G ". �M 0/H $ " -%$2 (1"&!. ;� )+� " &/$/*%: &/"(.,1*'8
!.; qw 0/H $ -%$2 " 3&/+2&/ 5'* pu .+. " -%$2 ". /)"/; $'&/; 5'*%9 6$/
qw �M pu�

�'& . 4 ) $ *0.".*/4'""/0 3+16' 9 6 * # �∗M /-/#"'6.0 * (+ &3.4"/ .
$*'"#.$.4"/ #'0%&'". �M � �+/4/ w ∈ Σ∗

M ���
������� 7������
�����@
���.�������8 '4$/0'$/0M $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' 31I 3$41 $ 3/3$/�". 
p ∈ FM $'&/ 9 6$/ sMw �∗M pε� �#%& L(M)9 ���
������
 7������
�����
��
@ ���.������
8 ��������� MM9 ] X$/ 0"/H 3$4/ 3+/49 *'35/#"'4' 8
0%: '4$/0'$/0 M �

�'& . 4 ) $ *0.".*/4'""/0 3+16' 9 /$"/G ". ∆M 5 * :/)/4 '4$/0'$' M
0/H"/ #')'$2 $'-+.! ;9 3$*/&. &/$/*/; 5/0 6 "% 4"1$* "".0. 3/3$/�".�0.
'4$/0'$'9 ' 3$/+-!% ] 3.04/+'0.  ,/ 4" G" ,/ '+('4.$'� �' 5 * 3 6 ".. 3$*/8
&.9 5/0 6 ""/; 3/3$/�". 0 q9 . 3$/+-!'9 5/0 6 ""/,/ 3.04/+/0 v .# Σ ∪ {ε}9
3$/�$ 43 $ 3/3$/�".� L 3+. $'&/4% .0 F$3�M9 4 &/$/*% 4/#0/H " 5 * :/) .#
&/"(.,1*'!.. qv�

�)"'&/ . 4 X$/0 3+16' )+� #')'".� '4$/0'$' 1)/-"  .35/+2#/4'$2 -/8
+  "',+�)"/ ,*'(.6 3&/ 5* )3$'4+ ". ] ��������. ������
�
 .+. ����
�����. ����<����� �'& . 4 ) $ *0.".*/4'""/0 3+16' 9 X$/ *'#0 6 ""%; /*.8
 "$.*/4'""%; ,*'(9 4 *G."% &/$/*/,/ 3//$4 $3$41F$ 3/3$/�".�0 '4$/0'$' .
.0. 5/0 6 "%9 ' )1,. ,*'(' 3//$4 $3$41F$ 4/#0/H"%0 5 * :/)'0 0 H)1 3/8
3$/�".�0.� �/+  $/6"/9 
� ����
��# $��������" ���
���
�� q# ����
 ������
����# $��������� �
������ v 
� Σ ∪ {ε} 
 ������
��%&���� � ����
�� p 
��
��� 
 
����� 
����# ����� 〈q, v, p〉 ∈ ∆M � �/" 6"% 3/3$/�".� .#/-*'H'F$3�
)4/;"%0. &*1H&'0.9 ' "'6'+2"/ ] #"'6&/0 K>K�

.�
���
�
�������" �������" ��
���
 ����� ������
�
��
� ��� �$�	
�
�����% ������
����
� ����
���
�
��������� ��
���
�9 1 &/$/*/,/ /$"/G 8
". 5 * :/)/4 ∆M �4+� $3� (1"&!. ; .# QM ×Σ 4 QM � � ) $ *0.".*/4'""%;
&/" 6"%; '4$/0'$ 〈ΣM , QM ,∆M , sM , FM〉 �4+� $3� ) $ *0.".*/4'""%0 $/,)'
. $/+2&/ $/,)'9 &/,)'  ,/ /$"/G ". 5 * :/)/4 ∆M " 3/) *H.$ $*/ & 4.)'
〈q, ε, p〉 3 p �= q9 . )+� +F-/,/ q ∈ QM . a ∈ ΣM 31I 3$41 $  )."3$4 ""/ p ∈ QM

$'&/ 9 6$/ 〈q, a, p〉 ∈ ∆M � P"'6.$9 ����� ������# ���$���������! ��
���
�
���
������
 ��
���
��
# �����
�� $��������� ������ ������# ���$���������!
����
���
�
��������
 ��
���
��
� 9� ����� ����# (

 ��� ������ ���$��
��%
�  
���
 ����
� ���������

 ���$�������
� ������ ����
���
�
���
������ ��
���
� �� ����%
�� ����� ��&��� �$$���
��# ��� ��
���
�
�
��������# 3 �����" ����
���
�
�������" �������" ��
���
 ����
 ��
�
$����������� � (��
�����
��" ��� ��
���
�
�������"� 5����� ����
���
�
�
�������� ��
���
� ��&��
����� �������%
 ������ $��
����
� ��
���
�
�
�������! ��
���
��# ���$����%&
! 
�
 
�
 
��" ����� " * )&/ -%4' $

��



§3� �/" 6"% '4$/0'$%

)/3$'$/6"/ 3+/H"/ " 5/3* )3$4 ""/ 5/3$*/.$2 ) $ *0.".*/4'""%; &/" 6"%;
'4$/0'$9 *'35/#"'FI.; " &/$/*%; 4'H"%; 3 $/; .+. ."/; $/6&. #* ".� �#%&�
<$/ 5/3$*/ ". 0/H"/ 4%5/+".$2 4 )4' X$'5'� 3"'6'+' 5/3$*/.$2 *'35/#"'8
FI.; X$/$ �#%& " ) $ *0.".*/4'""%; &/" 6"%; '4$/0'$9 6$/ 6'3$/ -%4' $
3) +'$2 #"'6.$ +2"/ 5*/I 9 ' #'$ 0  ,/ 5* /-*'#/4'$2 4 ) $ *0.".*/4'""%;�

����������� ���� :������� ��
���
� M1 
 M2 ������%
�� 5�������
��

���# ���
 ���$���������� 
�
 ����
 L(M1) 
 L(M2) ���$���%
�


� ���� ���� .�� �%���� ����
���
�
��������� ��������� ��
���
� ��&��
�
���
 (��
�����
��" ��� ��
���
�
�������" �������" ��
���
�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 M = 〈ΣM , QM ,∆M , sM , FM〉 ] " ) $ *0.8
".*/4'""%; &/" 6"%; '4$/0'$� �/3$*/.0 ) $ *0.".*/4'""%; &/" 6"%; '4$/8
0'$ M ′ = 〈ΣM ′, QM ′, δM ′ , sM ′, FM ′〉9 X&4.4'+ "$"%; M � '��� $��
����
� 
�����
��
���
� ����%���
�� � 
��# �
��� ������
�
��
� ����
���
�
�������"
�������" ��
���
 � �����" �����
 ������
 �� ��� ��!���&
"�� � ����
��
��� �$���������� ���
���

# � ��� ��!���&
"�� ������������ �� ������
��
���
���
" 3 �� ���! 
�! ���
���
�!# ��
���� ����
 ��
� ���

���
� �

���������� $�
 $���

����" � 
���&��� �����
� ���

 �!������ ������

/����
" +�!����", �����

 ��
���
� M ′ ���$����
 � �����
� �����
�

�� ��
���
�M 9 $� � ΣM ′ = ΣM � -�����
��� ���
����
! ���
���
" ��
��
��
� M ′ �����
�� ������
�� QM ′ = P (QM) ���! $��������
� ������
��
QM ���
����
! ���
���
" ��
���
� M � -�����
�� FM ′ ����%�

�����!
���
���
" ��
���
� M ′ �$�������
�� ��� ������
��# ���
��&�� 
� ���!

�! $��������
� ������
�� QM # ��
���� �������
 !�
� �� ���� ����%�
�

������ ���
���
� M 9 $� �

FM ′ = {U |U ⊆ QM &U ∩ FM �= ∅ }.


+� /5* ) + ".� (1"&!.. 5 * :/)/4 δM ′ )+� '4$/0'$' M ′ 5/$* -1 $3� /)"/
435/0/,'$ +2"/ 5/"�$. � 
+� +F-/,/ 3/3$/�".� q ∈ QM " ) $ *0.".*/4'""/,/
'4$/0'$' M 6 * # E(q) /-/#"'6' $3� 0"/H 3$4/ 43 : 3/3$/�".; X$/,/ '4$/0'$'
M 9 &/$/*% 0/H"/ )/3$.62 .# 3/3$/�".� q9 6.$'� +.G2 513$/ 3+/4/ L- # 6$ ".�
44/)'M9 $� �

E(q) = { p | p ∈ QM & qε �∗M pε.

� ,&/ 1&'#'$2 '+,/*.$0 )+� 5/3$*/ ".� 0"/H 3$4' E(q)�
�5* ) +.0 "'6'+2"/ 3/3$/�". '4$/0'$' M ′ *'4 "3$4/0 sM ′ = E(s)� 
+�

5*/.#4/+2"/,/ 3/3$/�".� Q ∈ QM ′ '4$/0'$' M ′9 $� � 5/)0"/H 3$4' Q ⊆ QM

0"/H 3$4' 3/3$/�".; '4$/0'$' M ′9 . &'H)/,/ 3.04/+' a ∈ ΣM ′  ,/ 4" G" ,/
'+('4.$' 5/+',' 0

δM ′(Q, a) = ∪
q∈Q
〈q,a,p〉

E(p).

��



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

�/) *H'$ +2"/ δM ′(Q, a) ] X$/ 0"/H 3$4/ 43 : $ : 3/3$/�".; '4$/0'$' M 9 &/8
$/*% /" 0/H $ )/3$.629 5*/6.$'4 3.04/+ a L. 3) +'4 " 3&/+2&/ 5 * :/)/4 5/
513$/01 3+/41M�

�/&'H 09 6$/ ) $ *0.".*/4'""%; '4$/0'$ M ′ X&4.4'+ "$ " " ) $ *0.".8
*/4'""/01 '4$/0'$1 M �

�3"/41 )/&'#'$ +23$4' 3/3$'4+� $ 3+ )1FI  1$4 *H) ". �
��� $��
��������� ����� w � �����

� ΣM ′ ��
���
�� M 
 M ′ 
 �%��!

���! ���
���
" p 
 q ��
���
� M �$������
�� (��
�����
���
�;

qw �∗M pε $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)'

(∃P ∈ QM ′)E(q)w �∗M ′ Pε& p ∈ P.
�'& &'& P 9 / &/$/*/0 .) $ * 62 4 X$/; X&4.4'+ "$"/3$.9 1)/4+ $4/*� $ *'4 "8
3$41 P = δ∗M ′(E(q), w)9 $/ )/&'#%4' 0'� X&4.4'+ "$"/3$2 5*.".0' $ 4.)

qw �∗M pε $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' p ∈ δ∗M ′(E(q), w).


/&'#'$ +23$4/ X$/,/ 1$4 *H) ".� 5*/4 ) 0 .")1&!. ; 5/ )+." 3+/4' w�
H��� �
�.�9��2 �3+. |w| = 09 $/ w = ε ] 513$/ 3+/4/� �/X$/01 )/&'#%8

4' 0'� X&4.4'+ "$"/3$2 3+ )1 $ .# 3+ )1FI.: X&4.4'+ "$"/3$. . *'4 "3$4'

qε �∗M pε $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' p ∈ E(q),

δ∗M ′(E(q), ε) = E(q).

�
�.����
�
 ����<��2 �13$2 3+/4/ w .0  $ 4.) va9 ,) v ∈ Σ∗
M ′ .

a ∈ ΣM ′�

/513$.09 6$/ qw = qva �∗M pε� �/,)' "';)1$3� )4' $'&.: 3/3$/�".� p1 .

p2 '4$/0'$' M 9 6$/

qw = qva �∗M p1a �M p2ε �∗M pε.

� * :/) p1a �M p2ε ] X$/ 0/0 "$ 6$ ".� -1&4% a�
�'& &'&

qva �∗M p1a ⇐⇒ qv �∗M p1ε,

$/ 5/ .")1&$.4"/01 5* )5/+/H ".F

E(q)v �∗M ′ P1ε & p1 ∈ P1 = δ∗M ′(E(q), v).

�*/0 $/,/
p1a �M p2ε ⇐⇒ 〈p1, a, p2〉 ∈ ∆M ′ .

�/X$/01
δM ′(P1, a) = ∪

t∈P1
〈t,a,t′〉∈∆M

� E(p2).

�'& &'&
p2ε �∗M pε ⇐⇒ p ∈ E(p2),

��



§4� �/" 6"% '4$/0'$% . * ,1+�*"% 4%*'H ".�

$/

p ∈ δM ′(P1, a) = δM ′(δ∗M ′(E(q), v), a) =

δ∗M ′(E(q), va) = δ∗M ′(E(q), w),

$� � p ∈ δ∗M ′(E(q), w)�

+� )/&'#'$ +23$4' /-*'$"/,/ 1$4 *H) ".� 5* )5/+/H.09 6$/

p ∈ δ∗M ′(E(q), va)�

�/+',' 0
P = δ∗M ′(E(q), va), P1 = δ∗M ′(E(q), v),

$/,)' p ∈ P = δ∗M ′(P1, a) . 4%5/+" "% 5 * :/)%

E(q)va �∗M ′ P1a �M ′ Pε.

�'& &'&
P = δM ′(P1, a) = ∪

p1∈P1
〈p1,a,p2〉∈∆M

E(p2),

$/ "';)1$3� $'&. 3/3$/�".� p1 . p2 '4$/0'$' M 9 6$/ p1 ∈ P19 〈p1, a, p2〉 ∈ ∆M

. p ∈ E(p2)� P"'6.$ p2ε �∗M ′ pε� �# E(q)v �∗M ′ P1ε . p1 ∈ P1 5/ .")1&$.4"/01
5* )5/+/H ".F 3+ )1 $9 6$/ qv �∗M p1ε� � .$/, 5/+16' 0 ! 5/6&1 5 * :/)/4

qva �∗M p1a �M p2ε �∗M pε.

P"'6.$ qva �∗M pε�


/&'H 0 X&4.4'+ "$"/3$2 '4$/0'$/4 M . M ′9 $� � 3/45') ". �#%&/4 L(M)
. L(M ′)�

�3+. w ] 3+/4/ 4/ 4" G" 0 '+('4.$ X$.: '4$/0'$/49 $/ w ∈ L(M) $/,)'
. $/+2&/ $/,)'9 &/,)' "';) $3� f ∈ FM $'&/ 9 6$/ sMw �∗M fε� � 3.+1 1H 
)/&'#'""/,/ 5/3+ )"  *'4"/3.+2"/ f ∈ δ∗M ′(E(sM), w)�

� .$/, 5/+16' 0 X&4.4'+ "$"/3$2 w ∈ L(M) $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)'
δ∗M ′(E(sM), w) ∩ FM �= ∅� � 5/3+ )"  X&4.4'+ "$"/ δ∗M ′(sM ′, w) ∈ FM ′ 9 $� � w ∈
L(M ′)9 5/X$/01 L(M) = L(M ′)� �

I�����
��� 
/&'#'$ +23$4/ 5* )%)1I ; $ /* 0% �4+� $3� ('&$.6 3&.
��
���.����
�� ] .# " ,/ 0/H"/ .#4+ 62 �������� 5/3$*/ ".� 5/ +F-/8
01 " ) $ *0.".*/4'""/01 &/" 6"/01 '4$/0'$1 M X&4.4'+ "$"/,/  01 ) $ *8
0.".*/4'""/,/ '4$/0'$' M ′�

�'� �������� �
��&��� �  �()�" ��� 
� �*���"

� X$/0 5'*',*'( -1) $ 13$'"/4+ "/9 6$/ *'330/$* ""% 4%G )4' 4'*.'"8
$' &/" 6"%: #')'".; �#%&/4 51$ 0 .: /5.3'".� * ,1+�*"%0. 4%*'H ".�0. .
#')'". 0 * '+.#1 0%: &/" 6"%0. '4$/0'$'0. '+,/*.$0/49 *'35/#"'FI.: X$.

��



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

�#%&.9 "' 3'0/0 ) + X&4.4'+ "$"%� <$/ 1$4 *H) ". "/3.$ "'#4'". $ /* 0%
�� �+.".� �*. X$/0 * ,1+�*"% 4%*'H ".� 4%3$15'F$ 4 &'6 3$4 /5.3'".;
L/5.3'$ + ;M �#%&/49 ' &/" 6"% '4$/0'$% ] 4 &'6 3$4 .: *'35/#"'4'$ + ;�
<$. )4' 5/):/)' & #')'".F �#%&/4 4 /5* ) + ""/0 30%3+ )/5/+"�F$ )*1,
)*1,'� O$/-% .#+.G" " 1)+."�$2 )/&'#'$ +23$4/ $ /* 0% �� �+.".9 5* )4'8
*.$ +2"/ )/&'H 0 1$4 *H) ". 9 &/$/*/ 3/3$'4.$ /3"/4"1F 6'3$2 X$/,/ )/&'8
#'$ +23$4' . 4'H"/ 3'0/ 5/ 3 - �


� ���� ���� :���� ������ � �����

� Σ# ���$���������! ��������
 ��
��
��
��
# ������
 �
���

����� 
����

���������
�����! �$���	
"
+6, ��7��
���
�#
+�, $��������
�#
+<, ������
�#
+=, �����
���	
�)
+>, �����
���
� ��������
 :�
�
�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� 
/&'#'$ +23$4/ $ /* 0% 5*/4 ) 0 5/ 3+ )1FI ;
3: 0 �

4 &'H)/0 .# 5 *4%: 6 $%* : 3+16' 4 5/&'H 09 &'& 5/ )410 &/" 6"%0 '48
$/0'$'0 M1 . M29 *'35/#"'FI.0 �#%&. L1 . L29 5/3$*/.$2 &/" 6"%; '4$/0'$
M 9 *'35/#"'FI.; �#%& L9 5/+16'FI.;3� .# L1 . L2 3 5/0/I2F *'330'$*.8
4' 0/; /5 *'!..7 4 5�$/0 3+16' ] "'4 G.4'". #4 #)/6&. �+.". ] 5/&'H 09
&'& 5/ &/" 6"/01 '4$/0'$1 M 9 *'35/#"'FI 01 �#%& L9 5/3$*/.$2 &/" 6"%;
'4$/0'$ M∗9 *'35/#"'FI.; �#%& L∗9 5/+16'FI.;3� .# �#%&' L "'4 G.4'". 0
#4 #)/6&. �+.".�

L�M J�K���
�
���
�/ 5*/.#4/+2"%0 )410 " ) $ *0.".*/4'""%0 &/" 6"%0 '4$/0'$'0

M1 = 〈Σ, QM1,∆M1 , sM1, FM1 〉,

M2 = 〈Σ, QM2,∆M2, sM2 , FM2 〉
5/3$*/.0 " ) $ *0.".*/4'""%; &/" 6"%; '4$/0'$ M 9 *'35/#"'FI.; �#%&
L(M1) ∪ L(M2)� �) � 5/3$*/ ".� '4$/0'$' M 5*/3$'� .35/+2#1� " ) $ *0.8
".#09 '4$/0'$ M 9 5/+16.4 4:/)"/ 3+/4/ w9 * G' $9 z&'&1F .# )41: ,.5/$ #
5*/4 *�$2z� zw ∈ L(M1)^z.+. zw ∈ L(M2)^z9 $� � z/5* ) +� $9 &'&/01 .# )41:
'4$/0'$/4 M1 . M2 5 * )'$2  ,/ "' /-*'-/$&1z9 #'$ 0 /-*'-'$%4' $ 3+/4/ $'&9
&'& X$/ -% 3) +'+ 4%-*'""%; .0 '4$/0'$�

�/3$*/.0 '4$/0'$ M 9 * '+.#1FI.; X$/$ 5*/ &$� �6.$' 09 6$/ 0"/H 3$4'
QM1 . QM2 4"1$* "".: 3/3$/�".; '4$/0'$/4 M1 . M2 " 5 * 3 &'F$3�� �/8
" 6"%; " ) $ *0.".*/4'""%; '4$/0'$ M 9 *'35/#"'FI.; �#%& L(M1)∪L(M2)9
0/H"/ #')'$2 3+ )1FI.0 /-*'#/0�

M = 〈Σ, QM ,∆M , sM , FM 〉,

�E



§4� �/" 6"% '4$/0'$% . * ,1+�*"% 4%*'H ".�

,) sM ] "/4/ 3/3$/�". 9 " 4:/)�I  4 QM1 ∪QM2 9

QM = QM1 ∪QM2 ∪ {sM},
FM = FM1 ∪ FM2,

∆M = ∆M1 ∪∆M2 ∪ {〈sM , ε, sM1〉, 〈sM , ε, sM2〉}.
�4$/0'$ M 9 5/+16.4 4 &'6 3$4 4:/)' 3+/4/ w9 "'6."' $ *'-/$1 3 " ) $ *8
0.".*/4'""/,/ 4%-/*'� 5 * ;$. 4 "'6'+2"/ 3/3$/�". sM1 '4$/0'$' M1 .+.
4 "'6'+2"/ 3/3$/�". sM2 '4$/0'$' M2� P'$ 0 /" *'-/$' $ &'& M1 .+. M2�
P"'6.$9 sMw �∗M pε )+� " &/$/*/,/ p .# FM $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' .+.
sM1w �∗M1

pε )+� " &/$/*/,/ p .# FM1 .+. sM2w �∗M2
pε )+� " &/$/*/,/ p

.# FM2 � �'&.0 /-*'#/09 '4$/0'$ M 5*.".0' $ L*'35/#"' $M 3+/4/ w $/,)' .
$/+2&/ $/,)'9 &/,)' X$/ 3+/4/ 5*.".0' $ '4$/0'$ M1 .+. '4$/0'$ M2� P"'6.$9
L(M) = L(M1) ∪ L(M2)�

L�M��������
��2

+� )/&'#'$ +23$4' #'0&"1$/3$. &+'33' '4$/0'$"%: �#%&/4 /$"/3.$ +2"/

/5 *'!.; 5 * 3 6 ".� . *'#"/3$. 4/35/+2#1 03� 3+ )1FI ; 3: 0/;� )/&'H 0
#'0&"1$/3$2 X$/,/ &+'33' /$"/3.$ +2"/ /5 *'!.. 4#�$.� )/5/+" ".�
L = Σ∗ \ L . 4/35/+2#1 03� :/*/G/ .#4 3$"%0. *'4 "3$4'0.

L1 \ L2 = L1 ∩ L2, L1 ∩ L2 = (L1 ∪ L2).

�13$2 �������
�����

�
 &/" 6"%; '4$/0'$ M = 〈Σ, QM , δM , sM , FM〉
*'35/#"' $ �#%& L� �/,)' )/5/+" ". X$/,/ �#%&' L = Σ∗ \ L(M) *'35/#"' $3�
) $ *0.".*/4'""%0 &/" 6"%0 '4$/0'$/0

M = 〈Σ, QM ,∆M , sM , QM \ FM 〉.
L�M C�
����
�9���
�/ " ) $ *0.".*/4'""%0 &/" 6"%0 '4$/0'$'0 M1 . M2 5/3$*/.0 " ) $ *8

0.".*/4'""%; &/" 6"%; '4$/0'$ M $'&/;9 6$/ L(M) = L(M1) ◦ L(M2)� �) �
&/"3$*1&!.. X$/,/ '4$/0'$' 5*/3$'� 4"'6'+ '4$/0'$ M *'-/$' $ &'& '4$/0'$
M1 L.0.$.*1 $ *'-/$1 M1M9 )/3$.,"14 /)"/,/ .# #'&+F6.$ +2"%: 3/3$/�".;
'4$/0'$' M19 '4$/0'$ M 0/H $ 5*/)/+H.$2 *'-/$1 &'& '4$/0'$ M19 ' 0/H $
" ) $ *0.".*/4'""/ z5 * 3&/6.$2z4 "'6'+2"/ 3/3$/�". '4$/0'$' M29 5/3+ 
X$/,/ /" *'-/$' $ &'& '4$/0'$ M2 L.0.$.*1 $ *'-/$1 M2M�

�/3$*/.0 '4$/0'$ M 9 * '+.#1FI.; X$/$ 5*/ &$� �6.$' 09 6$/ 0"/H 3$4'
QM1 . QM2 4"1$* "".: 3/3$/�".; '4$/0'$/4 M1 . M2 " 5 * 3 &'F$3�� �/8
" 6"%; " ) $ *0.".*/4'""%; '4$/0'$ M 9 *'35/#"'FI.; �#%& L(M1) · L(M2)9
0/H"/ #')'$2 3+ )1FI.0 /-*'#/0�

M = 〈Σ, QM ,∆M , sM , FM〉,
,) sM = sM19 QM = QM1 ∪QM2 9 FM = FM29

∆M = ∆M1 ∪ ∆M2 ∪ { 〈 q, ε, sM2 〉 | q ∈ FM1 }.

��
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L�MG�������
�� ��������� C��
��
�/ " ) $ *0.".*/4'""/01 &/" 6"/01 '4$/0'$1 M19 *'35/#"'FI 01 �#%&

L(M1)9 5/3$*/.0 " ) $ *0.".*/4'""%; &/" 6"%; '4$/0'$ M $'&/;9 6$/
L(M) = L(M1)

∗� �4$/0'$ M 4&+F6' $ 4 3 -� 43 3/3$/�".� '4$/0'$' M1 .
43  ,/ 5 * :/)%� �3 &/" 6"% 3/3$/�".� '4$/0'$' M1 �4+�F$3� . &/" 6"%0.
3/3$/�".�0. '4$/0'$' M � 
/5/+".$ +2"/ 1 M  3$2 "/4/ "'6'+2"/ 3/3$/�". 
] sM � �"/ �4+� $3� . /)".0 .# &/" 6"%:9 6$/-% )/513$.$2 513$/ 3+/4/� �#
"'6'+2"/,/ 3/3$/�".� sM .0  $3� ε85 * :/) 4 "'6'+2"/ 3/3$/�". sM1 '4$/8
0'$' M1� �'6'4 *'-/$'$2 4 34/ 0 "'6'+2"/0 3/3$/�".. sM 9 '4$/0'$ M 0/H $
+.-/ )/513$.$2 513$/ 3+/4/9 +.-/ "'6'$2 .0.$.*/4'$2 *'-/$1 '4$/0'$' M1�
�# &'H)/,/ &/" 6"/,/ 3/3$/�".� '4$/0'$' M1 )/-'4+� $3� ε85 * :/) /-*'$"/
4 "'6'+2"/ 3/3$/�". sM1 '4$/0'$' M1� �/X$/019 5*."�4 " &/$/*/ "'6'+/
4:/)"/,/ 3+/4' w &'& 5*."')+ H'I  �#%&1 L(M1)9 '4$/0'$ 0/H $ 5 * ;$.
4 "'6'+2"/ 3/3$/�". sM1 '4$/0'$' M1 . 5*/)/+H.$2 5*/! 33 *'35/#"'4'".�
/3$'4G ;3� " 5*/6.$'""/; 6'3$. 3+/4'�

�/3$*/.0 '4$/0'$ M 9 * '+.#1FI.; X$/$ 5*/ &$�

M = 〈Σ, QM ,∆M , sM , FM〉,

,) sM ] "/4/ 3/3$/�". 9 " 4:/)�I  4 QM1 9 QM = QM1 ∪ { sM }9 FM =
FM1 ∪ { sM }9

∆M = ∆M1 ∪ { 〈 sM , ε, sM1 〉 ∪ { 〈 q, ε, sM1 〉 | q ∈ FM1 }.

�

/&'H 0 /)"1 .# /3"/4"%: $ /* 0 $ /*.. &/" 6"%: '4$/0'$/4�


� ���� ��� !"� #����$� 8��� �����
�� ���������� 
���� 
 
����� 
���
��# ����� �� ���$�����
�� ����
���� �������� ��
���
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �'& &'& &+'33 '4$/0'$"%: �#%&/4 #'0&"1$ /$"/3.8
$ +2"/ /-_ )." ".�9 &/"&'$ "'!.. . #4 #)/6&. �+.".9 $/ )+� )/&'#'$ +23$4'
'4$/0'$"/3$. +F-/,/ * ,1+�*"/,/ �#%&' 4 3//$4 $3$4.. 3 /5* ) + ". 0 &+'33'
* ,1+�*"%: �#%&/4 )/3$'$/6"/ 13$'"/4.$2 '4$/0'$"/3$2 513$/,/ �#%&'9 �#%&'9
3/3$/�I ,/ +.G2 .# 513$/,/ 3+/4' . /)"/-1&4 ""%: �#%&/4� �/3$*/ ". 3//$8
4 $3$41FI.: '4$/0'$/4 $*.4.'+2"/� �/X$/01 0/H"/ 36.$'$2 )/&'#'""%09 6$/
�����" ���������" ���� ���$�����
�� ����
���� �������� ��
���
���


+� )/&'#'$ +23$4' /-*'$"/,/ )/&'H 09 6$/ 5/ +F-/01 &/" 6"/01 '4$/0'$1
M = 〈Σ, QM ,∆M , sM , FM〉 0/H"/ 5/3$*/.$2 $'&/ * ,1+�*"/ 4%*'H ". α9 6$/
L(M) = L(α)�

�* )3$'4.0 L(M) 4 4.) /-_ )." ".� &/" 6"/,/ 6.3+' -/+  5*/3$%: �#%8
&/4�

�13$2 QM = {q1, . . . , qn} . sM = q1� 
+� 5*/.#4/+2"%: 6.3 + i9 j . k9 ,) 
i, j = 1, . . . , n . k = 0, . . . , n /5* ) +.0 �#%& L(i, j, k) &'& 0"/H 3$4/ 43 : 3+/4
.# Σ∗9 &/$/*% 0/,1$ 5 * 4 3$. '4$/0'$ M .# 3/3$/�".� qi 4 3/3$/�". qj - #

��



§4� �/" 6"% '4$/0'$% . * ,1+�*"% 4%*'H ".�

5*/:/H) ".� 6 * # 5*/0 H1$/6"/ 3/3$/�". 3 "/0 */0 k + 1 .+. -/+2G 5*.
X$/0 &/" 6"% $/6&. qi . qj 0/,1$ .0 $2 +F-% "/0 *'� �*. k = n 5/+16.0

L(i, j, n) = {w |w ∈ Σ∗ & qiw �∗M qj ε }.
�'& &'&

L(M) =
⋃

qj∈FM

L(1, j, n),

$/  3+. -1) $ 13$'"/4+ "' * ,1+�*"/3$2 43 : �#%&/4 L(i, j, k)9 * ,1+�*"%0 -1) $
. �#%& L(M)�

� ,1+�*"/3$2 �#%&/4 L(i, j, k) )/&'#%4' $3� .")1&!. ; 5/ k�
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�/" 6"% '4$/0'$% ] 4 320' 5/+ #"%; '55'*'$ )+� /5.3'".� . .#16 ".�
�#%&/49 &/052F$ */4 . '+,/*.$0/4� �'& &'& /)." . $/$ H '4$/0'$"%; �#%&
0/H $ -%$2 #')'" *'#+.6"%0. &/" 6"%0. '4$/0'$'0.9 $/ 5* )3$'4+� $ ."8
$ * 3 4/5*/3 / �
�
������� �
��� ���
���
" ) $ *0.".*/4'""/,/ &/" 6"/,/
'4$/0'$'9 #')'FI ,/ X$/$ H �#%&9 $� � X&4.4'+ "$"/,/ )'""/01 &/" 6"/01 '48
$/0'$1�

�*/3$ ;G'� /5$.0.#'!.� 3/3$/.$ 4 1)'+ ".. 43 : 3/3$/�".;9 " )/3$.H.8
0%: .# "'6'+2"/,/ 3/3$/�".�9 . 43 : 4 )1I.: & ".0 . .# ".: 5 * :/)/4� �3 )/8
3$.H.0% 3/3$/�".� &/" 6"/,/ '4$/0'$' 0/H"/ "';$. #' 5/+."/0.'+2"/ 4* 8
0� '+,/*.$0/0 $.5' K5/.3& 4 G.*."1K� ������
�� ���! ���

�
��! ���
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�
" ��������� ��
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{ 〈p, δ(p, a) 〉 | a ∈ Σ }.

�/3+ 1)'+ ".� 43 : " )/3$.H.0%: 3/3$/�".; 4 5/+16 ""/0 '4$/0'$ 43 
 I 0/,1$ -%$2 K+.G". K 3/3$/�".�� �'5*.0 *9 3/3$/�".�9 /-+')'FI. 3+ )18
FI.0 34/;3$4/0� .3:/)� .# +F-/,/ .# ".: 5*. )4.H ".. 4 #'&+F6.$ +2"% 
3/3$/�".� 0/H"/ 5*/6 3$2 /)". . $ H 3+/4'� �'&. 3/3$/�".� "'#%4'F$3�
(��
�����
���
� <&4.4'+ "$"% 3/3$/�".� 0/H"/ K3&+ .$2K9 . 5/+16 ""%;
&/" 6"%; '4$/0'$ -1) $ *'35/#"'4'$2 $/$ H 3'0%; �#%&9 6$/ . .3:/)"%; '48
$/0'$�
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δ∗M(q, w) ∈ FM ⇐⇒ δ∗M(p, w) ∈ FM .

�4 ) ""/ /$"/G ". "' 0"/H 3$4 QM 43 : 4"1$* "".: 3/3$/�".; '4$/0'$'
M �4+� $3� /$"/G ". 0 X&4.4'+ "$"/3$.9 $� � /"/ * (+ &3.4"/9 3.00 $*.6"/
. $*'"#.$.4"/� �1) 0  ,/ 4* 0 ""/ /-/#"'6'$2 6 * # ≡� �-/#"'6.0 6 * # [q]
&+'33 X&4.4'+ "$"/3$.9 /5* ) +� 0%; 4"1$* "".0 3/3$/�". 0 q9 ' 6 * # [QM ]
] 0"/H 3$4/ 43 : &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.9 $� � ('&$/*0"/H 3$4/ 0"/H 3$4'
QM 5/ *'330'$*.4' 0/01 /$"/G ".F X&4.4'+ "$"/3$.�

�/3$*/.0 "/4%; '4$/0'$ [M ] ] ('&$/*'4$/0'$ '4$/0'$' M 5/ /$"/G ".F
X&4.4'+ "$"/3$. ≡9 5/+','�

[M ] = 〈Σ[M ], Q[M ], δ[M ], s[M ], F[M ] 〉,

,) 

Σ[M ] = ΣM , Q[M ] = { [q] | q ∈ QM },
δ[M ]([q], a) = [δM (q, a)], s[M ] = [sM ], quadF[M ] = { [q] | q ∈ FM }.

� $*1)"/ 5*/4 *.$29 6$/ /5* ) + ".� (1"&!.. δ[M ] . 0"/H 3$4' F[M ] &/** &$8
"%9 $� � " #'4.3�$ /$ 4%-/*' 5* )3$'4.$ + ; 4 &+'33': X&4.4'+ "$"/3$.9 �#%&.9
5*.".0' 0% '4$/0'$'0. M . [M ]9 3/45')'F$� �4$/0'$% M . [M ] X&4.4'+ "$8
"%�


+� �#%&' L 4 '+('4.$ Σ9 $� � 5/)0"/H 3$4' L ⊆ Σ∗9 3* )3$4'0. 3'0/,/
X$/,/ �#%&' /5* ) +.0 "' " 0 /$"/G ". X&4.4'+ "$"/3$. ≡L9 5/+','� )+�
5*/.#4/+2"%: )41: 3+/4 W . U .# Σ∗

W ≡L U ⇐⇒
)+� +F-/,/ 3+/4' V .# Σ∗ (WV ∈ L ⇐⇒ UV ∈ L).

�$"/G ". ≡L ) ;3$4.$ +2"/ �4+� $3� /$"/G ". 0 X&4.4'+ "$"/3$.9 $� � /"/
* (+ &3.4"/9 3.00 $*.6"/ . $*'"#.$.4"/� �$"/G ". ≡L "'#%4' $3� 5������
��
�
����: ���� ��
�������
� ����� L�

P'0 $.09 6$/  3+. L ] '4$/0'$"%; �#%&9 5*.".0' 0%; ) $ *0.".*/4'""%0
'4$/0'$/0 M 9 $/ )+� 5*/.#4/+2"%: )41: 3+/4 W . U 4  ,/ 4:/)"/0 '+('4.$ 
Σ 35*'4 )+.4' X&4.4'+ "$"/3$2�

W 
 U (��
�����
�� �
���

����� ����� L 
���� 
 
����� 
����# �����
���
���
� δ∗M(sM ,W ) 
 δ∗M(sM , U) (��
�����
���


+� �#%&' L9 5*.".0' 0/,/ &/" 6"%0 ) $ *0.".*/4'""%0 '4$/0'$/0 M =
〈ΣM , QM , δM , sM , FM〉9 44 ) 0  I /)"/ /$"/G ". X&4.4'+ "$"/3$. ≈M 9 5/+'8
,'� )+� 5*/.#4/+2"%: 3+/4 W . U 4 '+('4.$ ΣM X$/,/ '4$/0'$'�

W ≈M U ⇐⇒ δ∗M(sM ,W ) = δ∗M(sM , U).

��



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

�+'331 X&4.4'+ "$"/3$. [W ]≈M
0/H"/  3$ 3$4 ""%0 /-*'#/0 3/5/3$'4.$2 )/8

3$.H.0/ .# sM 3/3$/�". δ∗M(sM ,W )9 &/$/*/ /5* ) + "/ &/** &$"/9 $� � " 
#'4.3.$ /$ 4%-/*' 5* )3$'4.$ +� 4 &+'33 � �'& &'& X$/ 3//$4 $3$4. �4+� $3�
4#'.0"//)"/#"'6"%09 $/ 6.3+/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$. 5/ /$"/G ".F X&4.8
4'+ "$"/3$. ≈M *'4"/ 6.3+1 )/3$.H.0%: .# sM 3/3$/�".;�

�+ )1FI'� $ /* 0' 13$'"'4+.4' $ 34�#2 0 H)1 )410� /$"/G ".�0. X&4.8
4'+ "$"/3$. ≈M . ≡L(M)�


� ���� ���� .�� $��
��������� ��
���
�
��������� ��
���
� M 
 �%��!
���� W 
 U � ��� �!����� �����

� ΣM 
� 
���# �
� W ≈M U ������
# �
�
≡L(M)�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+. W ≈M U 9 $/ δ∗M(sM ,W ) = δ∗M(sM , U)� �/X$/01
)+� +F-/,/ 3+/4' V 4/ 4:/)"/0 '+('4.$ '4$/0'$' M 4%5/+"�F$3� *'4 "3$4'

δ∗M(sM ,WV ) = δ∗M(δ∗M(sM ,W ), V ) = δ∗M(δ∗M(sM , U), V ) = δ∗M(sM , UV ).

P"'6.$9 )+� +F-/,/ 3+/4' V 4/ 4:/)"/0 '+('4.$ '4$/0'$' M 35*'4 )+.4'
X&4.4'+ "$"/3$2�

WV ∈ L(M) 
���� 
 
����� 
����# ����� UV ∈ L(M)�
�/X$/01 W ≡L(M) U � �
� 3.+1 )/&'#'""/; $ /* 0% 5/+16' 09 6$/ &'H)%; &+'33 X&4.4'+ "$"/3$.

/$"/3.$ +2"/ /$"/G ".� ≈M 3/) *H.$3� 4 " &/$/*/0 &+'33 X&4.4'+ "$"/3$.
/$"/3.$ +2"/ /$"/G ".� ≡L(M)� �/X$/01 6.3+/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$. /$8
"/3.$ +2"/ /$"/G ".� ≡L(M) " 5* 4/3:/).$ 6.3+' &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.
/$"/3.$ +2"/ /$"/G ".� ≈M �

<$' $ /* 0' )' $ 4'H"1F ."(/*0'!.F /$"/3.$ +2"/ +F-/,/ '4$/0'$' M 9
*'35/#"'FI ,/ �#%& L�
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�'&.0 /-*'#/09 6.3+/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$. /$"/G ".� ≡L 3+1H.$ ��
��
�
�����" �
���" ����
	�" )+� 6.3+' 4"1$* "".: 3/3$/�".; +F-/,/ '4$/0'$'
M 9 *'35/#"'FI ,/ �#%& L�

�+ )1FI'� $ /* 0' 1$4 *H)' $9 6$/ X$' ".H"�� ,*'".!' )/3$.H.0'�
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� ≡L# ���$����%&
" (
�
 ���� L�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �-/#"'6.0 6 * # [w] &+'33 X&4.4'+ "$"/3$. /$"/G 8
".� ≡L 3 5* )3$'4.$ + 0 w� �/ �#%&1 L 4 '+('4.$ Σ 5/3$*/.0 ) $ *0.".*/8
4'""%; &/" 6"%; '4$/0'$ M = 〈Σ, QM , δM , sM , FM〉9 *'35/#"'FI.; 4 $/6"/3$.
�#%& L�
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QM = { [w] |w ∈ Σ∗ } ] 0"/H 3$4/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.

/$"/G ".� ≡L;

sM = [ε] > &+'33 X&4.4'+ "$"/3$.9 /5* ) +� 0%; 513$%0 3+/4/0;

FM = { [u] | u ∈ L }.


+� 5*/.#4/+2"%: [w] ∈ QM . a ∈ Σ 5/+',' 0 δM([w], a) = [wa]�
�'& &'& �#%& L �4+� $3� * ,1+�*"%09 $/ /" *'35/#"' $3� " &/$/*%0 ) 8

$ *0.".*/4'""%0 &/" 6"%0 '4$/0'$/0 M ′� O.3+/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.
/$"/3.$ +2"/ /$"/G ".� ≡L(M ′) " 5* 4/3:/).$ 6.3+' &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.
/$"/3.$ +2"/ /$"/G ".� ≈M ′ � � 34/F /6 * )2 6.3+/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.
5/ /$"/G ".F X&4.4'+ "$"/3$. ≈M ′9 *'4"/ 6.3+1 )/3$.H.0%: .# sM ′ 3/3$/�8
".;9 " 5* 4/3:/).$ 6.3+/ 4"1$* "".: 3/3$/�".; &/" 6"/,/ '4$/0'$' M ′�

P"'6.$ M ] &/" 6"%; '4$/0'$�

+� )/&'#'$ +23$4' &/** &$"/3$. /5* ) + ".� (1"&!.. δM *'4 "3$4/0

δM([w], a) = [wa] #'0 $.09 6$/  3+. w ≡ u9 $/ wa ≡ ua�
�/&'H 09 6$/ L = L(M)�
�")1&!. ; 5/ )+." |u| 3+/4' u 5/&'H 09 6$/ )+� +F-%: 3+/4 w . u .# Σ∗

[w]u �∗M [wu]ε� �3+. u ] 513$/ 3+/4/9 $/ 1$4 *H) ". 4 *"/� �")1&$.4"%;
5 * :/) 5*/.3:/).$ 5/ 3: 0 

[w]au �M [wa]u �∗M [(wa)u]ε = [w(au)]ε.

�'&.0 /-*'#/0 δ∗M([w], u) = [wu]�

+� #'4 *G ".� )/&'#'$ +23$4' 4/35/+2#1 03� *'4 "3$4/0�

δ∗M([ε], u) = [εu] = [u] . X&4.4'+ "$"/3$�0.

u ∈ L(M) ⇐⇒ δ∗M([ε], u) ∈ FM ⇐⇒ [u] ∈ FM ⇐⇒ u ∈ L.

�/X$/01 L(M) = L� �
I�����
��2 �/3$*/ ""%; 4 :/) )/&'#'$ +23$4' $ /* 0% 5/ �#%&1 L '4$/8

0'$ M "/3.$ "'#4'". ���
����
�
 ������� ��� L . /-/#"'6' $3� 6 * #
ML�
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�� ���������� 
���� 
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�����
� ≡L�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+. �#%& L �4+� $3� * ,1+�*"%09 $/ /" *'35/#"' $3�
" &/$/*%0 ) $ *0.".*/4'""%0 &/" 6"%0 '4$/0'$/0 M 3 6.3+/0 3/3$/�".;
" 0 "2G.09 6 0 6.3+/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$. /$"/G ".� ≡L� �/X$/01 1
/$"/G ".� ≡L &/" 6"/ 6.3+/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.�

�-*'$"/9  3+. 1 /$"/G ".� ≡L &/" 6"/ 6.3+/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.9 $/
3$'")'*$"%; ) $ *0.".*/4'"%%; &/" 6"%; '4$/0'$ ML *'35/#"' $ �#%& L� �

��
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� &'6 3$4 5*.0 *' 5*.0 " ".� $ /* 0% �';:.++' ] � */1)' *'330/$*.0
 I /)"/ )/&'#'$ +23$4/ " * ,1+�*"/3$. �#%&'

L1 = {anbn|n ≥ 1}.

�*. i �= j 3+/4' ai . aj " �4+�F$3� X&4.4'+ "$"%0. /$"/3.$ +2"/ ≡L9 $'&
&'& 3+/4/ bi9 -1)16. #'5.3'""%0 5/3+ ai9 )' $ 3+/4/ .# L19 ' -1)16. #'5.8
3'""%0 5/3+ aj )' $ 3+/4/9 " 4:/)�I  4 L1� P"'6.$ 31I 3$41 $ - 3&/" 6"/
0"/,/ &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$. [a]9 [a2]9 [a3]9 � � � �/X$/01 �#%& L1 " �4+� $3�
* ,1+�*"%0�

� *" 03�  I *'# & 4/5*/31 /- X&4.4'+ "$"/3$. 3/3$/�".; &/" 6"/,/ '4$/8
0'$' M = 〈Σ, QM , δM , sM , FM〉�


+� 5*/.#4/+2"/,/  ,/ 4"1$* "" ,/ 3/3$/�".� q *'330/$*.0 3+ )1FI.;
�#%&

Lq = {w | δ∗M(q, w) ∈ FM }.
�/,)' 4/5*/3 /- X&4.4'+ "$"/3$. 3/3$/�".; q . p *'4"/3.+ " 4/5*/31 / 3/45'8
) ".. �#%&/4 Lq . Lp� �'& 1H /$0 6'+/32 4%G 9 X$/$ 4/5*/3 '+,/*.$0.6 3&.
*'#* G.0�

�'330/$*.0 " &/$/*/ )/3$'$/6"/  3$ 3$4 ""/ /-/-I ". X$/; 3.$1'!..�
�13$2 L ] ����
���" ���� � �����

� Σ�

����������� ���� /��
����
� ���
���
� p 
 q ��������� ��
���
� M =
〈Σ, QM , δM , sM , FM〉 ������%
�� 5�������
�
��� ��
�������
� �����
L � �����

� Σ# ���
 ��� �%���� ����� w ����� L 
���
 ���
� (��
�����
�
���
�;

δ∗M(p, w) ∈ FM 
���� 
 
����� 
����# ����� δ∗M(q, w) ∈ FM �

� $*1)"/ 5/"�$29 6$/ 4"1$* "". 3/3$/�".� p . q &/" 6"/,/ '4$/0'$' M =
〈Σ, QM , δM , sM , FM〉 �4+�F$3� 5�������
�
��� ��
�������
� ����� L
4 '+('4.$ Σ $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/ Lp∩L = Lq∩L�


� ���� ����  �&��
���
 �����

�# $������%&
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M = 〈Σ, QM , δM , sM , FM 〉
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� p 
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����� ����� L�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �'& &'& 5*. 3) +'""%: 4 13+/4.. $ /* 0% 5* )8
5/+/H ".�: �#%&. Lp9 Lq . L �4+�F$3� &/" 6"/8'4$/0'$"%0.9 $/ $'&/4% H 
. �#%&. Lp ∩ L . Lq ∩ L� �/X$/01 4/5*/3 /- .: 3/45') ".. '+,/*.$0.6 3&.
*'#* G.0� �

��
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�3+. " 3&/+2&/ /-/-I.$2 3.$1'!.F . 4%;$. .# &+'33' &/" 6"/8'4$/0'$"%:
�#%&/4 L 4 " 3&/+2&/ -/+  G.*/&.;9 "/ " 3+.G&/09 &+'33 �#%&/4 3 &/" 6"%8
0. #')'".�0.9 $/ 5*/-+ 0' X&4.4'+ "$"/3$. 4"1$* "".: 3/3$/�".; '4$/0'$/4
/$"/3.$ +2"/ �#%&/4 L X$/,/ &+'33' /&'#%4' $3� '+,/*.$0.6 3&. " *'#* G.8
0/;�

� 5* $ ")1� "' 5/+"/$1 .#+/H ".�9 "'0 $.0 /3"/4"% X$'5% )/&'#'$ +28
3$4' X$/,/ 1$4 *H) ".��

�-/#"'6.0 6 * # N0 0"/H 3$4/ " /$*.!'$ +2"%: ! +%: 6.3 +9 $� � "'$18
*'+2"%: 6.3 + 40 3$ 3 "1+ 0�

�/H"/ )/&'#'$2 LX$/ -1) $ 3) +'"/ 5/#H M9 6$/ )+� "'$1*'+2"/,/ 6.3+'
n 31I 3$41 $ 4%6.3+.0'� (1"&!.� c(x1, . . . , xn) /$ n 5 * 0 ""%:9 5*.".0'F8
I.: #"'6 ".� .# N09 . n 4%6.3+.0%: (1"&!.; /$ /)"/; 5 * 0 ""/; c1,n(t)9
� � � 9 cn,n(t)9 5*.6 0 43 X$. (1"&!.. K.0 F$ &/" 6"% #')'".�K . 4%5/+"�F$3�
*'4 "3$4'

c(c1,n(t), . . . , cn,n(t)) = t,

c1,n(c(x1, . . . , xn)) = x1, . . . , cn,n(c(x1, . . . , xn)) = xn.

R1"&!.� c(x1, . . . , xn) /31I 3$4+� $ "10 *'!.F n8/& 6.3 + .# N0�
�+ )1FI'� (1")'0 "$'+2"'� $ /* 0'9 )/&'#'""'� */33.;3&.0 0'$ 0'$.8

&/0 V��� �'$.�3 4.6 0 [��\ 4 &/"! E?8: ,/)/4 ZZ 4 &'9 #'4 *G.+' .33+ )/4'8
".� 5/ �?8/; 5*/-+ 0 
� 
.+2- *$'9 "'6'$% 4 �?8 ,/)% ZZ 4 &' #'*1- H"%0.
0'$ 0'$.&'0. �� 
X4.3/09 Y� �1$"'0/0 . 
H� �/-."3/"9 . �4+� $3� /)".0 .#
3'0%: 4%)'FI.:3� 0'$ 0'$.6 3&.: * #1+2$'$/4 $* $2 ; 6 $4 *$. ZZ 4 &'�


� ���� ��� !+��� &�,�-
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F (x1, . . . , xn) = 0

�����
� � 	���! ���
�
	�
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���!�

I�����
��2 � 62 .) $ / * G ".. 1*'4" ".� 4 ! +%: " /$*.!'$ +2"%:
6.3+': 5/ 6.3$/ $ :".6 3&.0 5*.6."'0� �"'+/,.6"%; * #1+2$'$ 35*'4 )+.4 .
)+� * G ".; 4 ! +%: .+. 4 "'$1*'+2"%: 6.3+':�

�'330/$*.0 (1"&!.F sg(x)9 *'4"1F ? 5*. x = 0 . � 5*. x > 0� �/+',' 0
ϕ(t) = sg(|F (c1,n(t), . . . , cn,n(t)|)�

�5* ) +.0 �#%&

Lϕ = {ϕ(0)ϕ(1) . . . ϕ(n) |n ≥ 0 }
4 '+('4.$ {0, 1}�

�4 ) 0 4 *'330/$* ". &/" 6"%; '4$/0'$

M = 〈 {0, 1}, {q1, q2, q3}, q1, δ, {q3}〉,

�D
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(1"&!.� 5 * :/)/4 δ &/$/*/,/ #')'"' 5*'4.+'0.

q11→ q1, q10→ q3, q21→ q2, q20→ q2, q31→ q3, q30→ q3.

� $*1)"/ 5/"�$29 6$/ )+� 5*/.#4/+2"/,/ �#%&' L 4 '+('4.$ {0, 1} .0  $ 0 3$/
X&4.4'+ "$"/3$2�

���
���
� q1 
 q2 ��
���
�M (��
�����
�� �
���

����� ����� L 
����

 
����� 
����# ����� L ⊆ L(1∗)�

�/X$/01
�������
� F (x1, . . . , xn) = 0 �� 
���
 �����
" � 	���! ���
�
	�
�����!

�
���! 
���� 
 
����� 
����# ����� ���
���
� q1 
 q2 ��
���
� M (��
���
���
�� �
���

����� ����� Lϕ�

�'& &'& 5 *4%; 4/5*/3 '+,/*.$0.6 3&. " *'#* G.09 $/ $ 0 3'0%0 13$'"/48
+ "' 35*'4 +.4/3$2 3+ )1FI ; $ /* 0%�


� ���� ���� 9��������� �����
� �����

�# $������%&
" ��� ���
����
!
���
���
" q1 
 q2 ��������� ��
���
�

M = 〈 {0, 1}, {q1, q2, q3}, q1, δ, {q3}〉
� ����	
�" $���!���� δ# ������" $���
���


q11→ q1, q10→ q3, q21→ q2, q20→ q2, q31→ q3, q30→ q3,


 $��
��������� ����� Lϕ �
��


� �� ��$���# (��
�����
�� �
 ���
���
�
q1 
 q2 ��
���
� M �
���

����� ����� Lϕ�


+� 5*/.#4/+2"/,/ �#%&' L 4 '+('4.$ Σ9 $� � 5/)0"/H 3$4' L ⊆ Σ∗9 3* )8
3$4'0. 3'0/,/ X$/,/ �#%&' /5* ) +.0 "' " 0  I /)"/ /$"/G ". X&4.4'+ "$8
"/3$. ∼L9 5/+','� )+� 5*/.#4/+2"%: )41: 3+/4 W . U .# Σ∗

W ∼L U ⇐⇒
)+� +F-%: )41: 3+/4 X . Y .# Σ∗ (XWY ∈ L ⇐⇒ XUY ∈ L).

�$"/G ". ∼L ) ;3$4.$ +2"/ �4+� $3� /$"/G ". 0 X&4.4'+ "$"/3$.9 $� � /"/
* (+ &3.4"/9 3.00 $*.6"/ . $*'"#.$.4"/� �/+  $/,/9 /$"/G ". ∼L �4+� $3�
&/",*1X"$"/3$2F "' 34/-/)"/0 0/"/.) Σ∗9 $� �  3+. W1 ∼L W2 . U1 ∼L U29 $/
W1U1 ∼L W2U2�

<$/ 5/#4/+� $ "' 0"/H 3$4 &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$. [W ]∼L
 3$ 3$4 ""%0

/-*'#/0 44 3$. /5 *'!.F 10"/H ".� ∗9 5/+','�
[W ]∼L

∗ [U ]∼L
= [WU ]∼L

.

� ,&/ 5*/4 *� $3� &/** &$"/3$2 /5* ) + ".�9 $� �  ,/ " #'4.3.0/3$2 /$ 4%-/*'
5* )3$'4.$ + ; 4 &+'33': X&4.4'+ "$"/3$.� P"'6.$9 0"/H 3$4/ &+'33/4 X&4.4'8
+ "$"/3$. [W ]∼L

/$"/3.$ +2"/ /5 *'!.. 10"/H ".� ∗ �4+� $3� 0/"/.)/0�

�?
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P'0 $.09 6$/  3+. L ] '4$/0'$"%; �#%&9 5*.".0' 0%; ) $ *0.".*/4'""%0
'4$/0'$/0 M 9 $/ )+� 5*/.#4/+2"%: )41: 3+/4 W . U 4  ,/ 4:/)"/0 '+('4.$ 
Σ 35*'4 )+.4' X&4.4'+ "$"/3$2�

W ∼L U 
���� 
 
����� 
����# ����� ��� �%���� ���

�
���� 
� sM ���
�
���
� q (��
�����
�� ���
���
� δ∗M(q,W ) 
 δ∗M(q, U)�

�/H"/ -%+/ -% 5/;$. " 3&/+2&/ ."%0 51$ 0� �'H)/01 3+/41 w 4 '+('4.$ 
Σ 3/5/3$'4.0 ������
�� CL(w) ���! ��� ���
���
�� �
���

����� ����� L9
5/+','�

CL(w) = { 〈x, y〉 | xwy ∈ L }.
�"/H 3$4/ {CL(w) |w ∈ Σ∗ } 0/H"/ "') +.$2 3$*1&$1*/; 0/"/.)'9 /5* ) 8

+.4 "' " 0 /5 *'!.F 	 *'4 "3$4/0

CL(w) 	 CL(u) = CL(wu).

� $*1)"/ 5*/4 *.$29 6$/ /$/-*'H ". [W ]∼L
�→ CL(W ) #')' $ .#/0/*(.#0

X$.: )41: 0/"/.)/49 "'#%4' 0%: 3."$'&3.6 3&.0. 0/"/.)'0. �#%&' L�

�/� �������� �
��&��� ! 
�0���&

�% *'330'$*.4'+. '4$/0'$% 4 &'6 3$4 *'35/#"'4'$ + ; �#%&/49 /)"'&/
/". 0/,1$ 4%5/+"�$2 . )*1,. (1"&!..9 "'5*.0 *9 4%3$15'$2 4 &'6 3$4 0'8
$ 0'$.6 3&.: 0/) + ; ).3&* $"%: 5* /-*'#/4'$ + ;�

� X$/0 5'*',*'( * 62 5/;) $ /- '4$/0'$': 3 4%:/)/09 "'#%4' 0%: '4$/8
0'$'0. �.+.�

� '4$/0'$' �.+.9 &/$/*%; 0% -1) 0 "'#%4'$2 5*/3$/ '4$/0'$/09 .0 F$8
3� �<��
�� . ��<��
�� + "$%9 *'#-.$% "' �6 ;&.9 4 &'H)/; .# &/$/*%:
0/H"/ #'5.3%4'$2 5/ /)"/01 3.04/+1 .# 4:/)"/,/ . 3//$4 $3$4 ""/ 4%:/)"/8
,/ '+('4.$'� �+/4' 4/ 4:/)"/0 '+('4.$ '4$/0'$' #'5.3%4'F$3� 5/-1&4 ""/
4 �6 ;&. 4:/)"/; + "$%� �3"/4"'� 6'3$2 &/" 6"/,/ '4$/0'$' ] �������:�
D�� ������� � �"' 5* )3$'4+� $ 3/-/; " 6$/ 4*/) 6 *"/,/ �I.&' . 4 &'H)%;
&/"&* $"%; 0/0 "$ 4* 0 ". 0/H $ "':/).$23� 4 /)"/0 .# &/" 6"/,/ 6.3+'
*'#+.6"%: �
.���

�< ������
�
 '4$/0'$'� �6.$%4'FI'� ,/+/4&' 0/H $
*'35/#"'$29 &'&/; 3.04/+ #'5.3'" 4 /-/#* 4' 0/; �6 ;& 4:/)"/; + "$%� � *8
4/"'6'+2"/ 36.$%4'FI'� ,/+/4&' *'#0 I' $3� "' &*';" 0 + 4/0 &*'F + "$% .
5*.4/).$3� 4 " &/$/*/ 4"1$* "" 3/3$/�". � �'-/$' '4$/0'$' /31I 3$4+� $3�
5/ $'&$'0� �' /6 * )"/0 $'&$ *'-/$% '4$/0'$' 36.$%4'FI'� ,/+/4&' 6.$' $
3.04/+ .# /-/#* 4' 0/; �6 ;&. 4:/)"/; + "$%9 5 * :/).$ 4 "/4/ 3/3$/�". 9
#'4.3�I  +.G2 /$ $ &1I ,/ 3/3$/�".� . $/+2&/ 6$/ 5*/6.$'""/,/ 3.04/+'9
5 6'$' $ "' 4%:/)"/; + "$ 3.04/+ . 3)4.,' $3� 4 3/3 )"FF 35*'4' �6 ;&1�
�'& &'& "/4/ 3/3$/�". '4$/0'$' . 5/0 I' 0%; "' 4%:/)"/; + "$ 3.04/+
/)"/#"'6"/ /5* ) + "%9 $/ /" "'#%4' $3� �������
�����

�� '4$/0'$/0�
�*/! 33 5/4$/*� $3�9 5/&' " -1) $ 5*/6.$'"/ 43 4:/)"/ 3+/4/�

� * :/).0 & (/*0'+2"/01 /5* ) + ".F ) $ *0.".*/4'""/,/ '4$/0'$' 3
4%:/)/0�

��
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����������� ���� 1������
�����

�
 ������� � ��<���� 3 (
� $��

����

M = 〈ΣM , QM , ΩM , δM , ρM 〉,
���
ΣM 3 �<��
�
 ��	���� ��
���
� M #
QM 3 �
.���

�
 ��	���� ��
���
� M # ��� (�����
� ������%
��
�
.���

��� ������
����#
ΩM 3 ��<��
�
 ��	���� ��
���
� M #
δM 3 	.
�9�� ����<���� ��
���
� M # (
� ����	
� 
� QM × ΣM � QM #
ρM 3 	.
�9�� ��<���� ��
���
� M # (
� ����	
� 
� QM × ΣM � ΩM �

�4$/0'$ M "'#%4' $3� &/" 6"%09  3+. &/" 6"%  ,/ '+('4.$% ΣM 9 QM . ΩM �
� �6 ;&. 4:/)"/; + "$% '4$/0'$'M #'5.3%4'F$3� -1&4% 4:/)"/,/ '+('4.8

$' ΣM 9 $'&.0 /-*'#/0 "' + "$ /&'#%4' $3� #'5.3'""%0 3+/4/� �4$/0'$ (1"&8
!./".*1 $ 4 ).3&* $"% 0/0 "$% 4* 0 ". L$'&$%M� �3+. 4 t80 $'&$ 36.$%8
4'FI'� ,/+/4&' "':/).$3� 4 " &/$/*/0 4"1$* "" 0 3/3$/�".. qt ∈ QM 9 ' 4
/-/#* 4' 0/;  F �6 ;& "':/).$3� L5*/6.$%4' $3� ,/+/4&/;M 3.04/+ at ∈ ΣM 9
$/ '4$/0'$ 5 6'$' $ "' 4%:/)"/; + "$ 4%:/)"/; 3.04/+ bt = ρM(qt, at) ∈ ΩM 9
,/+/4&' 5 * :/).$ 4 3/3$/�". qt+1 = δM (qt, at) ∈ QM . 3)4.,' $3� 45*'4/�
�+ )1FI. *'4 "3$4' #')'F$ #'&/" (1"&!./".*/4'".� '4$/0'$' 4/ 4* 0 ". .
"'#%4'F$3� &'"/".6 3&.0. 1*'4" ".�0. '4$/0'$'

bt = ρM(qt, at), qt+1 = δM (qt, at).

�3+. 4 "'6'+2"%; 0/0 "$ "' 4:/)"/; + "$ '4$/0'$' M #'5.3'"/ 3+/4/ w =
w1w2 . . . wn9 36.$%4'FI'� ,/+/4&' /-/#* 4' $ 3'01F + 41F �6 ;&1 + "$% L4
&/$/*/; #'5.3'"' 5 *4'� -1&4' 3+/4' wM . 5*.4 ) "' 4 " &/$/*/ "'6'+2"/ 
3/3$/�". q19 $/9 5*/.#4/)� 4%6.3+ ".� 5*. )'""/0 4:/) 9 '4$/0'$ "'5 6'$' $
"' 4%:/)"/; + "$ 3+/4/ u = u1u2 . . . un $/; H )+."% n9 6$/ . 4:/)"/ 3+/4/9
5*/;)� 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 4"1$* "".: 3/3$/�".; q1q2q3 . . . qn+1�

�*. X$/0 ,/4/*�$9 6$/ '4$/0'$ M ������������ 4:/)"/ 3+/4/ L4:/)"1F
5/3+ )/4'$ +2"/3$2M w = w1w2 . . . wn 4 4%:/)"/ 3+/4/ L4%:/)"1F 5/3+ )/4'8
$ +2"/3$2M u = u1u2 . . . un� � " &/$/*%: 3+16'�: 0% -1) 0 ,/4/*.$29 6$/ 4:/)"/ 
3+/4/ L4:/)"'� 5/3+ )/4'$ +2"/3$2M w = w1w2 . . . wn 5 * 4/).$ 3/3$/�". q1 4
3/3$/�". qt+1�

�3$ 3$4 ""%0 /-*'#/0 5*/)/+H.0 (1"&!.. ρM . δM )/ (1"&!.;

ρ∗M : QM × Σ∗
M → Ω∗

M , δ∗M : QM × Σ∗
M → Q∗

M ,

5/+','� )+� +F-/,/ 4"1$* "" ,/ 3/3$/�".� q ∈ QM

ρ∗M(q, ε) = ε, δ∗M (q, ε) = q,

. )+� +F-/,/ 3.04/+' a 4:/)"/,/ '+('4.$' ΣM . +F-/,/ 3+/4' u 4 X$/0 '+('8
4.$ 

δ∗M(q, ua) = δM(δ∗M(q, u), a), ρ∗M (q, ua) = ρ∗M(q, u), a)ρM(δ∗M (q, u), a).

��
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�")1&!. ; 5/ )+." 3+/4 " $*1)"/ )/&'#'$29 6$/ )+� +F-%: )41: 3+/4 w . u 4/
4:/)"/0 '+('4.$ ΣM . +F-/,/ 4"1$* "" ,/ 3/3$/�".� q ∈ QM 4%5/+"�F$3�
*'4 "3$4'

δ∗M(q, wu) = δ∗M(δ∗M (q, w), u), ρ∗M(q, wu) = ρ∗M(q, w), a)ρ∗M(δ∗M(q, w), u).

�*. &'H)/0 (.&3.*/4'""/0 4"1$* "" 0 3/3$/�".. q 5/+16' 0 /$/-*'H ". 

Mq : Σ∗
M → Ω∗

M ,

#')'4' 0/ *'4 "3$4/0Mq(w) = ρ∗M(q, w)9 &/$/*/ "'#%4' $3� �������
��
������6�
���@ ����������.:D�� �
.���

��. ������
�: q�


+� #')'".� ) $ *0.".*/4'""/,/ &/" 6"/,/ '4$/0'$' 3 4%:/)/0

M = 〈ΣM , QM , ΩM , δM , ρM 〉,

" /-:/).0/ #')'$2
�<��
�
 ��	���� ΣM 9
�
.���

�
 ��	���� QM 9
��<��
�
 ��	���� ΩM 9
	.
�9�: ����<���� δM .
	.
�9�: ��<���� ρM �

<$/ 0/H"/ 3) +'$29 "'5*.0 *9 3 5/0/I2F )41: $'-+.!9 3$*/&. &/$/*%: 5/8
0 6 "% X+ 0 "$'0. 4"1$* "" ,/ '+('4.$' QM 9 ' 3$/+-!% ] X+ 0 "$'0. 4:/)8
"/,/ '+('4.$' ΣM �

�' 5 * 3 6 ".. 3$*/&.9 5/0 6 ""/; 3/3$/�". 0 q9 . 3$/+-!'9 5/0 6 ""/,/
3.04/+/0 a9 4 5 *4/; $'-+.! 3$/.$ δM(q, a)9 ' 4/ 4$/*/; ] ρM(q, a)� � $*1)"/
/! ".$2 6.3+/ $'&.: 5'* $'-+.!9 ' #"'6.$9 . 6.3+/ *'#+.6"%: '4$/0'$/4 �.+.9
/"/ *'4"/ (mn)rn9 ,) r = |ΣM |9 n = |QM | . m = |ΩM |�

�)"'&/ )+� #')'".� '4$/0'$' 3 4%:/)/0 1)/-"  .35/+2#/4'$2 -/+  "',+�)8
"/ ,*'(.6 3&/ 5* )3$'4+ ". 9 '"'+/,.6"/ ).',*'00 3/3$/�".; .+. ).'8
,*'00 5 * :/)/49 1H .35/+2#/4'4G ;3� "'0. )+� #')'".� '4$/0'$/4 - # 4%8
:/)'� <$/; ! +. -1) $ 3+1H.$2 *'#0 6 ""%; /*. "$.*/4'""%; ,*'(9 4 *G."%
&/$/*/,/ 3//$4 $3$41F$ 3/3$/�".�0 '4$/0'$' . .0. 5/0 6 "%9 ' )1,. ,*'(' 3/8
/$4 $3$41F$ 5 * :/)'0 0 H)1 3/3$/�".�0. . " 31$ ."(/*0'!.F / 4%:/)"%:
3.04/+':� �/+  $/6"/9 
� ����
��# $��������" ���
���
�� q# ����
 ������
����# ������
��%&���� � ����
��# $��������" ���
���
�� p# 
 ���� $�������
��� ������ a/b $�
 �����

# �
� δM(q, a) = p . ρM(q, a) = b�

�)".0 .# 4'H" ;G.: 5/"�$.; $ /*.. '4$/0'$/4 �4+� $3� 5/"�$. 5������
��
�
���� ������
�
 '4$/0'$' 3 4%:/)/0�

����������� ����  ��
���
� p 
 q ��
���
�M ������%
�� 5�������
��

���# ���
 ���
��
�
��%&
� 
� ��
���
��� �
�������
� Mp 
 Mq ����
$���%
# 
��� ���
 ��� �%���� ����� w �� �!����� �����

� ΣM ��
���
� M
��$�����
�� ������
�� ρ∗M(p, w) = ρ∗M (q, w).

��
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P'5.32 p ∼ q -1) $ 4%*'H'$2 X&4.4'+ "$"/3$2 3/3$/�".; p . q�
O * # QM/ ∼ /-/#"'6.0 ('&$/*0"/H 3$4/ 0"/H 3$4' QM 4"1$* "".: 3/8

3$/�".; '4$/0'$' M 5/ /$"/G ".F X&4.4'+ "$"/3$. ∼9 $� � 0"/H 3$4/ 3//$4 $8
3$41FI.: &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$. [p]∼�

�'330/$*.0 "/4%; '4$/0'$

M/ ∼= 〈ΣM , QM/ ∼, ΩM , δM/ ∼, ρM/ ∼〉,
,) 
ΣM ] �<��
�
 ��	���� '4$/0'$' M 9 �4+�FI.;3� 4:/)"%0 '+('4.$/0 . '48
$/0'$' M/ ∼9
QM/ ∼ ] �
.���

�
 ��	���� '4$/0'$' M/ ∼9 �4+�FI.;3� ('&$/*0"/8
H 3$4/0 0"/H 3$4' QM 4"1$* "".: 3/3$/�".; '4$/0'$' M 5/ /$"/G ".F X&8
4.4'+ "$"/3$. ∼9
ΩM ] ��<��
�
 ��	���� '4$/0'$' M 9 �4+�FI.;3� 4%:/)"%0 '+('4.$/0 .
'4$/0'$' M/ ∼9
δM/ ∼ ] 	.
�9�� ����<���� '4$/0'$' M/ ∼ .
ρM/ ∼ ] 	.
�9�� ��<���� '4$/0'$' M/ ∼9 #')'""% *'4 "3$4'0.

ρM/ ∼ ([q], a) = ρM (q, a), δM/ ∼ ([q], a) = [δM (q, a)].

�/** &$"/3$2 /5* ) + ".;9 $� � " #'4.3.0/3$2 /$ 4%-/*' 5* )3$'4.$ + ;9 + ,&/
5*/4 *� $3��

�'330/$*.0 4/5*/3 /- '+,/*.$0.6 3&/; *'35/#"'4' 0/3$. X&4.4'+ "$"/3$.
3/3$/�".; &/" 6"/,/ '4$/0'$' 3 4%:/)/0�


� ���� ��� !.�//��� ) &���$� 4��
 f 
 g 3 ���
����
� ���
���
� ���

���
� -
�
 M � n ���
����
�
 ���
���
��
 
 ��� �%���� ����� w ��
��
|w| = n − 1 ��$�����
�� ������
�� ρ∗M(f, w) = ρ∗M(g, w)# 
� ���
���
� f 
 g
(��
�����
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� 
+� 5*/.#4/+2"/,/ ! +/,/ " /$*.!'$ +2"/,/ 6.3+' k
44 ) 0 5/"�$. k8X&4.4'+ "$"/3$. 4"1$* "".: 3/3$/�".; '4$/0'$'� 4"1$* "". 
3/3$/�".� p . q '4$/0'$' �.+. M "'#%4'F$3� k − X&4.4'+ "$"%0.9  3+. )+�
+F-/,/ 3+/4' w )+."% |w| = k 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/ ρ∗M (p, w) = ρ∗M(q, w)�
k8X&4.4'+ "$"/3$2 4"1$* "".: 3/3$/�".; p . q -1) 0 /-/#"'6'$2 6 * # p ∼k q�

P'0 $.09 6$/ +F-% )4' 4"1$* "".: 3/3$/�".� p . q 08X&4.4'+ "$"%�
�$"/G ". k8X&4.4'+ "$"/3$. �4+� $3� /$"/G ". 0 X&4.4'+ "$"/3$.9 $� �

/"/ * (+ &3.4"/9 3.00 $*.6"/ . $*'"#.$.4"/�
�*/0 $/,/9  3+. p ∼k+1 q9 $/ p ∼k q� �/X$/01 [p]∼k+1

⊆ [p]∼k
9 #"'6.$9

|QM/∼k+1| ≥ |QM/∼k|�
�3+. |QM/∼k+1| = |QM/∼k|9 $/ &'H)/ 4&+F6 ". �4+� $3� "' 3'0/0 ) + 

*'4 "3$4/0 [p]∼k+1
= [p]∼k

�
�/&'H 09 6$/  3+. )+� +F-/,/ 3/3$/�".� s 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/ [s]∼k+1

=
[s]∼k

9 $/ )+� +F-/,/ 3/3$/�".� p 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/ [p]∼k+2
= [p]∼k+1

9 '
#"'6.$ . *'4 "3$4/ [p]∼k+2

= [p]∼k
�

��
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P'0 $.09 6$/ [p]∼k+2
⊆ [p]∼k+1

�

+� )/&'#'$ +23$4' /-*'$"/,/ 4&+F6 ".�9 5* )5/+/H.09 6$/ p ∼k+1 q� �/8

,)' )+� +F-/,/ 3+/4' w )+."% |w| = k . +F-/,/ 3.04/+' a 4:/)"/,/ '+('4.$'
4%5/+"� $3� *'4 "3$4/ ρ∗M (p, aw) = ρ∗M (q, aw)9 $� � *'4 "3$4/

ρM (p, a)ρ∗M(δM(p, a), w) = ρM(q, a)ρ∗M(δM(q, a), w).

P"'6.$

ρM(p, a) = ρM(q, a), . ρ∗M(δM(p, a), w) = ρ∗M(δM(q, a), w).

�/X$/01 3/3$/�".� δM(p, a) . δM(q, a) k8X&4.4'+ "$"%9 #"'6.$ /". . (k + 1)8
X&4.4'+ "$"%� �+ )/4'$ +2"/9 )+� +F-/,/ 3.04/+' b 4:/)"/,/ '+('4.$' 4%8
5/+"� $3� *'4 "3$4/

ρ∗M(δM(p, a), wb) = ρ∗M(δM(q, a), wb).

P"'6.$9 4 *"/ *'4 "3$4/

ρM(p, a)ρ∗M(δM(p, a), wb) = ρM(q, a)ρ∗M(δM(q, a), wb),

$� � *'4 "3$4/
ρ∗M(p, awb) = ρ∗M(q, awb).

�'& &'& 5*. 3) +'""%: 5* )5/+/H ".�: awb ] 5*/.#4/+2"/ 3+/4/ )+."% k+29
$/ p ∼k+2 q� �/X$/01 [p]∼k+1

⊆ [p]∼k+2
� � #"'6.$ [p]∼k+1

= [p]∼k+2
�

�$3F)' 3*'#1 3+ )1 $9 6$/  3+. )+� 43 : 3/3$/�".; p 4%5/+" "/ *'4 "3$4/
[p]∼k+1

= [p]∼k
9 $/ 5*. +F-/0 t > k )+� 43 : 3/3$/�".; p 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

[p]∼t = [p]∼k
�

�'330/$*.0 $'&/ k9 6$/

1 = |QM/∼0| < |QM/∼1| < . . . < |QM/∼k−1| < |QM/∼k| = |QM/∼k+1|.
�/,)' k+ 1 ≤ |QM/∼k| ≤ n9 5/X$/01 k ≤ n− 1� P"'6.$ (n− 1)8X&4.4'+ "$"/3$2
4"1$* "".: 3/3$/�".; p . q 4+ 6 $ .: k8X&4.4'+ "$"/3$29 ' #"'6.$9 . 5*/3$/
X&4.4'+ "$"/3$2�

�'& &'& 5/ 13+/4.F $ /* 0% 3/3$/�".� f . g (n− 1)8X&4.4'+ "$"%9 $/ /".
k8X&4.4'+ "$"%9 ' #"'6.$9 . 5*/3$/ X&4.4'+ "$"%� �

�# )/&'#'""/; $ /* 0% 5/+16' 0 �����

�# $������%&
" $� �%��� ����
���
����
� ���
���
�� q 
 p ��
���
� -
�
M � n ���
����
�
 ���
���
�
��
 �
��


� �� ��$���# (��
�����
�� �
 (

 ���
���
�� �+,/*.$0 #'&+F8
6' $3� 4 5*/4 *& )+� 43 : 3+/4 w )+."% |w| = n− 1 4%5/+".0/3$. *'4 "3$4'

ρ∗M (p, w) = ρ∗M(q, w).


+� '4$/0'$/4 3 4%:/)/0 5* )3$'4+� $ ."$ * 3 ��$��� � ����
�
���

 �!���
��! �����

��



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

����������� ����  ���� u 
 v �� �!����� �����

� Σ ��
���
� M �����
��%
�� ������
�
���
 ��
���
�� M � ��������� ���
������ ���
���


q# ���
 ��� �%���� ����� w �� �!����� �����

� ��
���
� M ��$�����
��
������
��

ρ∗M (q, u · w) = ρ∗M (q, v · w).

4��
 ����� u 
 v �� �!����� �����

� Σ ��
���
� M ������
�
�� ��
��
��
�� M � �%��� ��������� ���
������ ���
���

# 
� ��
 ������%
��
������
�
���
 ��
���
�� M �


� ���� ����  ���� u 
 v �� �!����� �����

� Σ ��
���
� M ������
�
��
��
���
�� M � ��������� ���
������ ���
���

 q 
���� 
 
����� 
����#
����� ��$�����
�� ������
��

ρ∗M (q, u) = ρ∗M(q, v)


 (��
�����
�� ���
���
� δ∗M(q, u) 
 δ∗M (q, v) ��
���
� M �

. � � � � � 
 � � � � 
 � � + ,&/ 3+ )1 $ .# *'4 "3$4

ρ∗M(q, uw) = ρ∗M(q, u), a)ρ∗M(δ∗M(q, u), w),

ρ∗M(q, vw) = ρ∗M(q, v), a)ρ∗M(δ∗M (q, v), w).

�
>��������2  �&��
��
 �����

�# $������%&
" $� $��
��������� ������

���� ��
���
� M 
 $� �%��� ���� ������ � ��� �!����� �����

� �$�����
�

�# ����
�
�� �
 ��
 ��
���
�� M �

� 4)'4'�32 4 5/)*/-"/3$.9 *'330/$*.0 4/5*/39 34�#'""%; 3 5 *./).6"/8
3$2F 4 &/" 6"%: '4$/0'$':�

�3+. "' 4:/) &/" 6"/,/ '4$/0'$' 3 4%:/)/0 M = 〈ΣM , QM ,ΩM , δM , ρM〉 5*.
"'6'+2"/0 3/3$/�".. q 5/)'4'$2 5/3.04/+2"/ - 3&/" 6"1F 5/3+ )/4'$ +2"/3$2

w̄ = {w1, w2, . . . , wn, . . .}

-1&4  ,/ 4:/)"/,/ '+('4.$' ΣM L$'&. 5/3+ )/4'$ +2"/3$. "'#%4'F$3� ��$���
������
 4 '+('4.$ ΣMM9 $/ "' 4%:/) -1) $ 4%*'-'$%4'$23� 5/3.04/+2"/ - 38
&/" 6"'� 5/3+ )/4'$ +2"/3$2

ū = {u1, u2, . . . , un, . . .}

-1&4  ,/ 4%:/)"/,/ '+('4.$' ΩM L315 *3+/4/ 4 4%:/)"/0 '+('4.$ M� <$1 5/8
3+ )/4'$ +2"/3$2 0% -1) 0 /-/#"'6'$2 6 * # Mq(w̄)� P'&/"   /-*'#/4'".� #'8
)' $3� *'4 "3$4'0.

u1 = ρM(q, w1), un+1 = ρM(δ∗M (q, w1 . . . wn), wn+1).

�E



§7� �/" 6"% '4$/0'$% 3 4%:/)/0

�'&.0 /-*'#/09 ��
���
 M ��$������� �� �!����� �����

� ΣM $�������
��
���
 � ��$������� � ��!����� �����

� ΩM �

� X$/0 3+16' -1) 0 ,/4/*.$29 6$/ &/" 6"%; '4$/0'$ M 5/) 4/#) ;3$4. 0
4:/)"/; 5/3+ )/4'$ +2"/3$. w̄ .# "'6'+2"/,/ 3/3$/�".� q 5*/:/).$ L4%*'-'$%8
4' $M 4%:/)"1F 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 Mq(w̄)�


� ���� ���� :������" ��
���
 M $�� �����"�
�
�� $��
��
�����" �!���
��" $��������
������

 w̄# ���
��&�" 
� ���� ��� �!������ �����

�# � $����
$��
���� N 
 $��
���� T 
� ���������� ���
���
� q $��!��

 $��
��
�����%
$��������
������
� ���
���
" q̄ � $���$��
���� N ′(q) 
 $��
���� T ′(q) 
 ���
����
����
 $��
��
�����% ��!����% $��������
������
� ū � $���$��
����
N ′′(q) 
 $��
���� T ′′(q)# ��� ��
���! ��$����%
�� ��������
��

N ′(q), N ′′(q) ≤ N + (dq − 1)T,

T ′(q) = k′t′, T ′′(q) = k′′t′′,

��� dq 3 �
��� ���
���
" ��
���
� M # ���

�
��! 
� ���
���
� q# t′,
t′′ ≤ dq# k

′ 
 k′′ 3 ���

��
 T �

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �/+',' 0

w̄ = {w1, w2, . . . , wn, . . .},
ū = {u1, u2, . . . , un, . . .},

q̄ = {q1, q2, . . . , qn, . . . },

,) q1q� �% /,*'".6.03� )/&'#'$ +23$4/0 +.G2 5 *./).6"/3$. 5/3+ )/4'$ +28
"/3$ ; ū . q̄�

�'330/$*.0 3+ )1FI1F 5/)5/3+ )/4'$ +2"/3$2 q̄′ 5/3+ )/4'$ +2"/3$. q̄

q̄′ = {qN+1, qN+1+T , qN+1+2T , qN+1+3T . . . , qN+1+nT , . . . }.

�'& &'& 4 5/3+ )/4'$ +2"/3$. q̄ " -/+  6 0 dq *'#+.6"%: 6+ "/49 $/ 4 5/)8
5/3+ )/4'$ +2"/3$. q̄′ .0 F$3� 5/4$/* ".�� �13$2 l ] "'.0 "2G  "'$1*'+2"/ 
6.3+/9 )+� &/$/*/,/ 31I 3$41 $ $'&/ " /$*.!'$ +2"/ ! +/ m9 6$/ 0 ≤ m < l
. qN+1+mT = qN+1+lT � �'& &'& 5/ 13+/4.F 4:/)"'� 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 w̄ �48
+� $3� 5 *./).6 3&/; 3 5* )5 *./)/0 N . 5 *./)/0 T 9 $/9 4 6'3$"/3$.9 )+�
+F-/,/ j 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/ wN+1+mT+j = wN+1+lT+j9 ' #"'6.$9 . *'4 "3$4'
qN+1+mT+j = qN+1+lT+j . uN+1+mT+j = uN+1+lT+j� �/X$/01 q̄ . ū ] 5 *./).6 3&. 
5/3+ )/4'$ +2"/3$. 3 5 *./)/0 (l −m)T �

�*. X$/0 (l − m) ≤ dq� P"'6.$ (l − m) " 5* 4/3:/).$ 6.3+' 4"1$* "".:
3/3$/�".; '4$/0'$' M � �


+� 5*/.#4/+2"/,/ '+('4.$' ∆ 6 * # ∆∗∗ -1) 0 /-/#"'6'$2 0"/H 3$4/ 43 :
315 *3+/4 4 '+('4.$ ∆9 $� � 0"/H 3$4/ 43 : - 3&/" 6"%: 5/3+ )/4'$ +2"/3$ ;
3.04/+/4 '+('4.$' ∆�

��



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

�3+. #'(.&3.*/4'$2 4"1$* ""  3/3$/�". q ∈ QM &/" 6"/,/ '4$/0'$'

M = 〈ΣM , QM ,ΩM , δM , ρM〉,

$/ 0% 5/+16.0 .".!.'+2"%; &/" 6"%; '4$/0'$

Mq = 〈ΣM , QM ,ΩM , q, δM , ρM〉,

&/$/*%; 35/3/- " 4%6.3+�$2 /$/-*'H ".� .# Σ∗
M 4 Ω∗

M . .# Σ∗∗
M 4 Ω∗∗

M �
O$/-% .0 $2 4/#0/H"/3$2 ,/4/*.$2 / 4%6.3+.0/3$. n80 3$"%: /$/-*'H 8

".; .# Σ∗∗
M 4 Ω∗∗

M 9 )/3$'$/6"/ 44 3$. 4 *'330/$* ". '4$/0'$% 3 4:/)"%0 '+('8
4.$/0 4.)' Σn

M � �*. X$/0 0% /$/H) 3$4+� 0 5/3+ )/4'$ +2"/3$2

({w1,1, w1,2, . . . , w1,m, . . .}, {w2,1, w2,2, . . . , w2,m, . . .}, . . . ,
{wn,1, wn,2, . . . , wn,m, . . .})

3 5/3+ )/4'$ +2"/3$2F

{(w1,1, w2,1, . . . , wn,1), (w1,2, w2,2, . . . , wn,2), . . . , (w1,m, w2,m, . . . , wn,m), . . .}.
�/,)' '4$/0'$9 4%6.3+�FI.; n80 3$"/ /$/-*'H ". .# Σ∗∗

M 4 Ω∗∗
M 9 ] X$/ '4$/0'$

4.)'
M = 〈(ΣM)n, QM ,ΩM , δM , ρM〉.


+� * '+.#'!.. 4%6.3+ ".� 315 *5/#.!.. '4$/0'$"%: (1"&!.; "'0 5/$* 8
-1 $3� 5/ )410 '4$/0'$'0 5/3$*/.$2 .: 315 *5/#.!.F�

����������� ����  �$��$��
	
�" +$��������
������ ����
���
��, ��
����

��

M1 = 〈Σ, Q1,Ω, δ1, ρ1〉



M2 = 〈Ω, Q2,∆, δ2, ρ2〉
�������
�� ��
���


M = 〈Σ, Q,∆, δ, ρ〉,
��� ��
����� Q = Q1 ×Q2 


δ(q, a) = δ((q1, q2), a) = (δ1(q1, a), δ2(q2, ρ1(q1, a))),

ρ(q, a) = ρ((q1, q2), a) = ρ2(q2, ρ1(q1, a)).

�15 *5/#.!.F '4$/0'$/4M1 .M2 -1) 0 /-/#"'6'$2 6 * #M1◦M2� �*. X$/0
-1) 0 36.$'$29 6$/  3+. M1 . M2 ] .".!.'+2"% '4$/0'$% 3 "'6'+2"%0. 3/3$/8
�".�0. s1 . s2 3//$4 $3$4 ""/9 $/ M1 ◦M2 ] .".!.'+2"%; '4$/0'$ 3 "'6'+2"%0
3/3$/�". 0 (s1, s2)� � $*1)"/ 5/"�$29 6$/  3+. .".!.'+2"%; '4$/0'$

M1 = 〈Σ, Q1,Ω, s1, δ1, ρ1〉

��



§7� �/" 6"% '4$/0'$% 3 4%:/)/0

4%6.3+� $ (1"&!.F f .# Σ∗ 4 Ω∗9 ' .".!.'+2"%; '4$/0'$

M2 = 〈Ω, Q2,∆, s2, δ2, ρ2〉
4%6.3+� $ (1"&!.F g .# Ω∗ ∆∗9 $/ .".!.'+2"%; '4$/0'$

M1 ◦M2 = 〈Σ, Q,∆, (s1, s2), δ, ρ〉,
4%6.3+� $ (1"&!.F g ◦ f .# Σ∗ 4 ∆∗9 �4+�FI1F3� 315 *5/#.!. ; (1"&!.; f
. g�

�"'+/,.6"/9  3+. .".!.'+2"%; '4$/0'$

M1 = 〈Σ, Q1,Ω, s1, δ1, ρ1〉
4%6.3+� $ (1"&!.F f .# Σ∗∗ 4 Ω∗∗9 ' .".!.'+2"%; '4$/0'$

M2 = 〈Ω, Q2,∆, s2, δ2, ρ2〉
4%6.3+� $ (1"&!.F g .# Ω∗∗ ∆∗∗9 $/ .".!.'+2"%; '4$/0'$

M1 ◦M2 = 〈Σ, Q,∆, (s1, s2), δ, ρ〉,
4%6.3+� $ (1"&!.F g ◦ f .# Σ∗∗ 4 ∆∗∗9 �4+�FI1F3� 315 *5/#.!. ; (1"&!.; f
. g�

�-/-I.0 3.$1'!.F� �13$2 5*. +F-/0 i L1 ≤ i ≤ mM .".!.'+2"%; '4$/0'$

Mi = 〈Σn, Qi,Ω, si, δi, ρi〉
4%6.3+� $ n80 3$"1F (1"&!.F fi .# (Σn)∗∗ 4 Ω∗∗9 ' .".!.'+2"%; '4$/0'$

M0 = 〈Ωm, Q0,∆, s0, δ0, ρ0〉
4%6.3+� $ m80 3$"1F (1"&!.F f0 .# (Ωm)∗∗ ∆∗∗� �/3$*/.0 .".!.'+2"%; '48
$/0'$

M = 〈Σn, Q,∆, ((s1, s2, . . . , sm), s0), δ, ρ〉,
4%6.3+�FI.; n80 3$"1F (1"&!.F

f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))

.# (Σn)∗∗ 4 ∆∗∗9 �4+�FI1F3� 315 *5/#.!. ; (1"&!.; f0 . f19� � � 9 fm�

+� X$/,/9 5* H) 43 ,/9 5/3$*/.0 5*�0/ 5*/.#4 ) ". M1 × . . .×Mm '48

$/0'$/4 M19 � � � 9 Mm9 5/+','�

M1 × . . . × Mm = 〈Σn, Q1 × . . . × Qm,Ω
m, (s1, s2, . . . , sm), δ, ρ〉,

,) 

δ((q1, . . . , qm), (a1, . . . , an)) = (δ1(q1, (a1, . . . , an)), . . . , δm(qm, (a1, . . . , an)),

ρ((q1, . . . , qm), (a1, . . . , an)) = (ρ1(q1, (a1, . . . , an)), . . . , ρm(qm, (a1, . . . , an)).

�D



�� ! "# $%&'(&)'  !*%+ *) , -.)$,

� #'$ 0 4/#20 0 315 *5/#.!.F (M1 × . . .×Mm) ◦M0�
�3+. #'(.&3.*/4'$2 4:/)"/; '+('4.$ Σ . *'330'$*.4'$2 +.G2 '4$/0'$"% 

(1"&!.. L/$ 5*/.#4/+2"/,/ 6.3+' '*,10 "$/4M .# Σ∗∗ 4 Σ∗∗9 $/ .# 5* )%)1I.:
*'331H) ".; 3+ )1 $9 6$/ 315 *5/#.!.� '4$/0'$"%: (1"&!.;  3$2 (1"&!.�
'4$/0'$"'�� �/X$/019 &'& . )+� -1+ 4%: (1"&!.;9 0/H"/ 5/3$'4.$2 4/5*/3 /
31I 3$4/4'".. &/" 6"%: 5/+"%: 3.3$ 0 '4$/0'$"%: (1"&!.;� �)"'&/ 3.$1'8
!.�9 4 /$+.6. /$ 3+16'� -1+ 4%: (1"&!.;9 /&'#%4' $3� -/+  3+/H"/;�


� ���� ���� 4��
 �����

 Σ ������

 �� ����� ���! ����# 
� ��� ������
�
�� ���! ��
���
��! ����	
" +�
 $��
��������� �
��� �������
��, 
� Σ∗∗

� Σ∗∗ �� ��&��
���
 �������" �
�
��� ��
���
��! ����	
"# 
� ��
���! �
$���&�% �$���	

 ��$��$��
	

 ����� ���� �� $����

� �%��% ��
���
�
��% ����	
%�

�* )4'*.$ +2"/ )/&'H 0 435/0/,'$ +2"1F + 001�

����� �� ���
� ��
���
��� ����	

 f0(x1, . . . , xm)# f1(x1, . . . , xn)# � � � #
fm(x1, . . . , xn) 
� Σ∗∗ � Σ∗∗ ���
��
�� ��������
 ��
���
��
 � n0# n1# � � � #
nm ���
���
��
# max(n0, n1, . . . , nm) ≤ N 


f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

4��
 w̄ 3 $��
��
������ $��������
������
� � $��
���� T # ��� $���
�� ���
�

��
 ��
����� �� $�����!���
 N # 
� f(w̄) 3 $��
��
������ $��������
����
���
� � $��
����# ��� $���
�� ���

��
 ��
����� 
���� �� $�����!���
 N �

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 w̄ ] 5 *./).6 3&'� 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 3
5 *./)/0 T 9 43 5*/3$% ) +.$ +. &/$/*/,/ " 5* 4/3:/)�$ N �

�/,)' 5/3+ )/4'$ +2"/3$.

u1 = f1(w̄), . . . , um = fm(w̄)

�4+�F$3� 5 *./).6 3&.0. 3 5 *./)'0.

T1 = k1T, . . . , Tm = kmT,

5*.6 0 k1, . . . , km ≤ N � �/X$/01 &'H)%; 5*/3$/; ) +.$ +2 +F-/,/ .# 6.3 + T19
� � � 9 Tm $'&H " 5* 4/3:/).$ N �

�/3+ )/4'$ +2"/3$2 (u1, . . . , um) �4+� $3� 5 *./).6 3&/; 3 5 *./)/0 T09 *'48
"%0 "'.0 "2G 01 /-I 01 &*'$"/01 6.3 + T19 � � � 9 Tm� �/X$/01 +F-/; 5*/3$/;
) +.$ +2 6.3+' T0 $'&H " 5* 4/3:/).$ N �

�/3+ )/4'$ +2"/3$2 u0 = f0(u1, . . . , um) �4+� $3� 5 *./).6 3&/; 3 5 *./)/0
T ∗ = k0T09 ,) k0 ≤ N �

�/X$/01 +F-/; 5*/3$/; ) +.$ +2 6.3+' T ∗ $'&H " 5* 4/3:/).$ N � �

. � � � � � 
 � � � � 
 � � $ /* 0%� �* )5/+/H.0 5*/$.4"/ � �13$2 f19 � � � 9
fm ] &/" 6"'� 3.3$ 0' '4$/0'$"%: (1"&!.; .# Σ∗∗ 4 Σ∗∗9 .# &/$/*/; 3 5/0/8
I2F /5 *'!.. 315 *5/#.!.. 0/H"/ 5/+16.$2 +F-1F '4$/0'$"1F (1"&!.F .#

E?
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Σ∗∗ 4 Σ∗∗� �3+. M19 � � � 9 Mm ] &/" 6"% '4$/0'$% 3 n19 � � � 9 nm 4"1$* "".8
0. 3/3$/�".�0.9 4%6.3+�FI. (1"&!.. f19 � � � 9 fm9 $/ 4%- * 0 $���
�� �
���
p > N = max(n1, . . . , nm)�

�13$2 a . b ] ��� ����
���! (�����
� �����

� Σ� �-/#"'6.0 6 * #

M (p) = 〈Σ, Q,Σ, s, δ, ρ〉

&/" 6"%; '4$/0'$9 4%)'FI.; 5/ +F-/01 4:/)"/01 315 *3+/41 5 *./).6 3&/ 
315 *3+/4/

ap−1 b ap−1 b . . . ap−1 b . . . ,

' 6 * # fp(x) ] 3//$4 $3$41FI1F /)"/0 3$"1F '4$/0'$"1F (1"&!.F�
�/&'H 09 6$/ (1"&!.F fp(x) " +2#� 5/+16.$2 3 5/0/I2F 315 *5/#.!.. .#

(1"&.!; f19 � � � 9 fm� <$/ 3+ )1 $ .# 3+ )1FI ,/ #'0 6'".��  3+. (1"&!.� f(x)
�4+� $3� 315 *5/#.!. ; (1"&!.; f19 � � � 9 fm9 $/ /"' 5* /-*'#1 $ 5 *./).6 8
3&1F 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 (a, . . . , a, . . .) 5 *./)' � 4 5 *./).6 3&1F 5/3+ )/4'8
$ +2"/3$2 3 5 *./)/0 T 9 43 5*/3$% ) +.$ +. &/$/*/,/ " 5* 4/3:/)�$ N 9 '
5/3+ )/4'$ +2"/3$2

ap−1 b ap−1 b . . . ap−1 b . . .

.0  $ 5*/3$/; 5 *./) p > N � �/+16 ""/ 5*/$.4/* 6. #'4 *G' $ )/&'#'$ +28
3$4/ $ /* 0%� �

� &'6 3$4 5*.0 *' 5*.0 " ".� 44 ) ""%: 5/"�$.; *'330/$*.0 $ /* $.&/8
'4$/0'$"1F 0/) +2 G.(*'$/*'� �/)/-"% 0/) +. 5/#4/+�F$ '"'+.#.*/4'$2
3/4* 0 ""% 3.00 $*.6 3&. G.(*%9 * '+.#1 0% '55'*'$"/ ] X+ &$*/""%0.
3: 0'0. . 5*/,*'00"/ ] &/052F$ *"%0. 5*/,*'00'0.� �1I 3$41F$ *'#+.68
"% 4'*.'"$% $ /* $.&/8'4$/0'$"%: 0/) + ; G.(*'$/*/4� �*.4 ) 0 /)"1 .#
".:9 *'330/$* ""1F 4 + &!.�: ���� �/,/* +/4'� �'5/0".0 " &/$/*% " /-:/8
).0% 5/"�$.�9 34�#'""% 3 5/"�$. 0 G.(*' .+. G.(*3.3$ 0%� �* )4'*.8
$ +2"/ #'0 $.09 6$/ G.(*/4'". 4 /-I 0 4.) 3/3$/.$ 4 5* /-*'#/4'".. /$8
&*%$%: $ &3$/4 4 G.(*/4'""% $ &3$%� �13$2 X ] '+('4.$ /$&*%$%: $ &3$/49
' Y ] '+('4.$ G.(*/4'""%: $ &3$/49 ' X∗ . Y ∗ ] 3//$4 $3$41FI. 0"/H 3$4'
43 : 3+/4 4 X$.: '+('4.$':�

�13$2 X∗ ⊆ X∗ . Y ∗ ⊆ Y ∗ ] &/" 6"% 5/)0"/H 3$4' 3//$4 $3$4 ""/ 4/#8
0/H"%: /$&*%$%: . #'G.(*/4'""%: $ &3$/4�
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Σ = 〈X∗, K, Y ∗, E, D 〉,
���
K 3 �
�6����� ��:��
#
E = (Ek)k∈K 3 ����"�
�� ������ ����	����
��; ��� ������� k ∈ K; Ek 3
�
�������
� ������
�� X∗ �
���
�! 
���
�� �� ������
�� Y ∗ �
����
�����! 
���
��#
D = (Dk)k∈K 3 ����"�
�� ������ �����	����
��; ��� ������� k ∈ K Dk
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3 �
�������
� ������
�� Y ∗ �
��������! 
���
�� �� ������
�� X∗ �
�
���
�! 
���
���
��
 (
�� ������ ��$����
��� �����%&
� �����
�;
6, ��� �%���� ����� w 
� X∗ 
 �%���� ��%�� k 
� K ��$�����
�� ������
��
Dk(Ek(w)) = w#
�, Y ∗ = ∪

k∈K
w∈X∗

Ek(w)�

�3+/4. �M /#"'6' $9 6$/ *'330'$*.4' $3� 3.00 $*.6"'� 3.3$ 0' G.(*/4'".� ]
&+F6 *'3G.(*/4'".� 3/45')' $ 3 &+F6/0 #'G.(*/4'".�� �*/0 $/,/ .# 13+/8
4.� �M 3+ )1 $9 6$/ )+� +F-/,/ &+F6' k .# K /$/-*'H ". Ek : X∗ → Y ∗

�4+� $3� ."_ &!. ;�
�3+/4. �M "/3.$ 4/ 0"/,/0 $ :".6 3&.; :'*'&$ * . " 31I 3$4 ""/ )+�

)'+2" ;G ,/�
�*."!.5.'+2"/ #"'6 ". $ /* $.&/8'4$/0'$"%: 0 $/)/4 )+� /5.3'".� *'8

-/$% G.(*'$/*/4 3/3$/.$ 4 4/#0/H"/3$. 0/) +.*/4'".� .: (1"&!./".*/4'8
".� 4 ).3&* $"/0 * H.0 �

�'& &'& (1"&!.. ρM . δM '4$/0'$' M 9 *'330'$*.4' 0/,/ 4 &'6 3$4 0/) +.
G.(*3.3$ 0%9 #'4.3�$ /$ &+F6' k .# 0"/H 3$4' &+F6 ; K9 $/ 3 G.(*3.3$ 0/;
 3$ 3$4 ""/ 34�#'$2 ! +/ 3 0 ;3$4/ (Mk)k∈K '4$/0'$/49 &/$/*/ 0/H $ -%$2
#'0 " "/ /)".0 '4$/0'$/0�

 3+.
Mk = 〈Σ, Q, Ω, δk, ρk 〉,

$/ 5/+',' 0
M = 〈Σ, Q×K, Ω, δ, ρ 〉,

,) 

δ((qt, k), at) = (δk(qt, at), k) = (qt+1, k), ρ((qt, k), at) = ρk(qt, at) = bt+1.

�"/,)' 4 0/) +2 G.(*1FI ,/ '4$/0'$' 4&+F6'F$ )4 )/5/+".$ +2"% (1"&8
!..

α : K → Q − (1"&!.� .".!.'+.#'!.. L4%-/*' "'6'+2"/,/ 3/3$/�".�M,

β : Q×K × Σ→ K − (1"&!.� /-"/4+ ".� &+F6'.

� X$/0 3+16' 9  3+. 4%-*'"/ "'6'+2"/ #"'6 ". k1 &+F6'9 $/ 4 &'6 3$4 "'8
6'+2"/,/ 3/3$/�".� '4$/0'$' 4%-.*' $3� q1 = α(k1)�

�3+. *'330'$*.4' $3� 0/) +2 3 (1"&!. ; β /-"/4+ ".� &+F6'9 $/ & *'38
30/$* ""%0 4%G &'"/".6 3&.0 1*'4" ".�0 '4$/0'$'9 #')'FI.0 #'&/"  ,/
(1"&!./".*/4'".� 4/ 4* 0 ".9 )/-'4+� $3� 1*'4" ". 30 "% &+F6'

kt+1 = βM (qt, kt, at).

�*. X$/0  3+. (1"&!.� 30 "% &+F6' " �4+� $3� $/H) 3$4 ""/;9 $/ G.(*1F8
I.; '4$/0'$ "'#%4' $3� 01+2$.&+F6 4%0�
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�")1&!. ; 5/ )+." |w| 3+/4' w /5* ) +�F$3� (1"&!..

δ∗M (q, k, w), ρ∗M (q, k, w) . β∗
M(q, k, w)

. )/&'#%4' $3� 35*'4 )+.4/3$2 *'4 "3$4

δ∗M(q, k, uw) = δ∗M (δ∗M(q, k, u), β∗
M(q, k, u), w),

ρ∗M(q, k, uw) = ρ∗M(q, k, u)ρ∗M(δ∗M(q, k, u), β∗
M(q, k, u), w),

β∗
M(q, k, uw) = β∗

M(δ∗M (q, k, u), β∗
M(q, k, u), w).

� /! "&/; &*.5$/,*'(.6 3&/; 3$/;&/3$. G.(*/4 $ 3"/ 34�#'"' 5*/-+ 0'
0.".0.#'!.. )+� G.(*1FI.: '4$/0'$/4�

:�%�
 k1 . k2 '4$/0'$' M 3 (1"&!. ; .".!.'+.#'!.. α "'#%4'F$3� (��
�
�����
���
9  3+. 3/45')'F$ * '&!.. M(α(k1),k1) . M(α(k2),k2) '4$/0'$' M 9 $� �
)+� +F-/,/ 3+/4' w 4/ 4:/)"/0 '+('4.$ Σ '4$/0'$'M 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

ρ∗M(α(k1), k1, w) = ρ∗M(α(k2), k2, w).

� &'6 3$4 3+ )3$4.� $ /* 0% Y'((0'"' ] �.+. 5/+16' 09 6$/ ��� (��
���
���
���

 ��%��" k1 
 k2 ��������� �
���%&��� ��
���
�

M = 〈Σ, Q×K, Ω, δ, ρ 〉
����!��
�� 
 ���
�
����# �
��� ��$�������� ������
��

ρ∗M(α(k1), k1, w) = ρ∗M (α(k2), k2, w)

��� �%���� ����� w ��
�� |w| ≤ |Q| · |K| − 1 �� �!����� �����

� Σ ��
���
�
M � �/X$/01 $������� (��
�����
���

 ��%��" ��� ��������� �
���%&���
��
���
� �����

�
����
 ������
���

�6 4.)"/9 6$/ " &'H)%; &/" 6"%; '4$/0'$ 0/H $ *'330'$*.4'$23� 4 &'6 8
3$4 0/) +. G.(*'$/*'� <$/ 34�#'"/9 4 6'3$"/3$.9 3 $ 0 /-3$/�$ +23$4/09 6$/
)+� +F-/,/ &+F6' k .# K /$/-*'H ". Ek : X∗ → Y ∗ /-*'$.0/ 3+ 4' L�4+� $8
3� ."_ &!. ;M� �/X$/01 0% 5*.:/).0 & " /-:/).0/3$. *'330/$* ".� 4/5*/3'
/- ����

���

 ����� &/" 6"%: '4$/0'$/4�

�'5/0".0 5/"�$. ��
���
���� �
�������
�� �3+.

M = 〈Σ, Q, Ω, δ, ρ 〉
5*/.#4/+2"%; '4$/0'$9 ' q ]  ,/ 4"1$* ""  3/3$/�". 9 $/ /$/-*'H ". Mq 0"/8
H 3$4' Σ∗ 43 : 3+/4 4/ 4:/)"/0 '+('4.$ X$/,/ '4$/0'$' 4/ 0"/H 3$4/ Ω∗ 43 :
3+/4 4  ,/ 4%:/)"/0 '+('4.$ 9 #')'""/ *'4 "3$4/0

Mq(w) = δ∗(q, w),

"'#%4' $3� ��
���
��� �
�������
��# ���
��
�
��%&
� ���
���
% q9
.+. ����	
�" ���
���
� q�
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M̂ = 〈Ω, Q̂, Σ, δ̂, ρ̂ 〉

�������
�� ����� �����
�� � ��
���
�

M = 〈Σ, Q, Ω, δ, ρ 〉,

���
 ��� �%���� ���
������� ���
���
� q ��
���
�M ��"��
�� 
���� ���
�
������ ���
���
� q̂ ��
���
� M̂ # �
� ��� �%���� ����� w �� �!����� �����

�
Σ ��
���
� M ��$�����
�� ������
��

M̂q̂(Mq(w)) = w.

�"'+/,.6"%0 /-*'#/0 /5* ) +� $3� 5/"�$. 5*'4/,/ /-*'$"/,/ '4$/0'$'�

����������� ���� ?�
���


M̂ = 〈Ω, Q̂, Σ, δ̂, ρ̂ 〉

�������
�� ������ �����
�� � ��
���
�

M = 〈Σ, Q, Ω, δ, ρ 〉,

���
 ��� �%���� ���
������� ���
���
� q ��
���
�M ��"��
�� 
���� ���
�
������ ���
���
� q̂ ��
���
� M̂ # �
� ��� �%���� ����� u �� �!����� �����

�
Ω ��
���
� M̂ ��$�����
�� ������
��

Mq(M̂q̂(u)) = u.

�4$/0'$ M "'#%4' $3� 
�7��

����9  3+. )+� +F-/,/  ,/ 4"1$* "" ,/ 3/8
3$/�".� q ."_ &$.4"/ '4$/0'$"/ /$/-*'H ". Mq�


� ���� ���� .�� $��
��������� ��
���
� M �����%&
� 
�
 �����
� (��
�
�����
��

6, ��� ��
���
� M ��&��
���
 ����" ����
��" ��
���
#
�, M 3 
�7��

���" ��
���
#
<, ��� �%���� ���
������� ���
���
� q 
�7��

��� ����	
� ρq(x) = ρ(q, x)


� Σ � Ω�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �'& &'&9 /6 4.)"/9 35*'4 )+.4% .05+.&'!..
1) =⇒ 2) =⇒ 3)9 $/ )+� )/&'#'$ +23$4' $ /* 0% )/3$'$/6"/9 "'5*.0 *9 )/&'8
#'$2 4 *"/3$2 .05+.&'!.. 3) =⇒ 1)�

�* )5/+/H.09 6$/ )+� +F-/,/ 4"1$* "" ,/ 3/3$/�".� q ."_ &$.4"' (1"&8
!.� ρq(x) = ρ(q, x) .# Σ 4 Ω� �/,)' )+� +F-/,/ 3.04/+' b 4%:/)"/,/ '+('4.$'
Ω '4$/0'$' M 5/+"%; 5*//-*'# ρ−1

q (b) 3/) *H.$ " -/+  /)"/,/ X+ 0 "$'�
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� 3+16' 9 &/,)' 5/+"%; 5*//-*'# ρ−1
q (b) X+ 0 "$' b 3/3$/.$ .# /)"/,/ X+ 8

0 "$' a Lρ(q, a) = bM9 5/+',' 0

δ̂(q, b) = δ(q, a), ρ̂(q, b) = a.

�3+. H 5/+"%; 5*//-*'# ρ−1
q (b) X+ 0 "$' b 513$9 $/ #')' 0 δ̂(q, b) . ρ̂(q, b)

5*/.#4/+2"%0 /-*'#/0�
� 5/3* )3$4 ""'� 5*/4 *&' 5/&'#%4' $9 6$/ '4$/0'$

M̂ = 〈Ω, Q̂, Σ, δ̂, ρ̂ 〉
�4+� $3� + 4%0 /-*'$"%0 & '4$/0'$1

M = 〈Σ, Q, Ω, δ, ρ 〉.
�


/&'#'""'� $ /* 0' /-/3"/4%4' $ 4/#0/H"/3$2 5/".0'$2 5/) G.(*1FI.0
'4$/0'$/0 +F-/; '4$/0'$ 4.)'

M = 〈Σ, Q×K, Ω, δ, ρ 〉,
,) 

δ((qt, k), at) = (δk(qt, at), k) = (qt+1, k), ρ((qt, k), at) = ρk(qt, at) = bt+1,

5*.6 0 5*. +F-%: (.&3.*/4'""%: q . k (1"&!.. ρ((q, k), x) ."_ &$.4"%�

� #'&+F6 ". *'330/$*.0 4/5*/3 / *'#+.6.0/3$. 4:/)/4 G.(*1FI ,/ '48
$/0'$' ]  ,/ 35/3/-"/3$. 5*. +F-/0 &+F6 #'G.(*/4'$2 )4' *'#+.6"%: /$8
&*%$%: $ &3$' "'6."'� 3 " &/$/*/; )+."% 4 *'#+.6"% G.(*/4'""% $ &3$%�
<$/ 5*.4/).$ & 3+ )1FI 01 /5* ) + ".F�

����������� ����  ���� +
���
�, u 
 v �� �!����� �����

� Σ �
���%�
&��� ��
���
�

M = 〈Σ, Q×K, Ω, δ, ρ, α 〉
� ����	
�" 
�
	
��
��	

 α ������%
�� 
������������ 
� ��:�� k# ���
�
 ��� �%���� ����� w �� �!����� �����

� (
��� ��
���
� ��$�����
��
������
��

ρ∗(α(k), k, u · w) = ρ∗(α(k), k, v · w).


� ���� ����  ���� u 
 v �� �!����� �����

� Σ �
���%&��� ��
���
�

M = 〈Σ, Q×K, Ω, δ, ρ, α 〉
� ����	
�" 
�
	
��
��	

 α ������
�
���
 �� ��%�� k 
���� 
 
����� 
���
��# ����� ��$�����
�� ������
��

ρ∗(α(k), k, u) = ρ∗(α(k), k, v)


 (��
�����
�� ���
���
� δ∗(α(k), k, u) 
 δ∗(α(k), k, v) ��
���
� M �
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 � � + ,&/ 3+ )1 $ .# *'4 "3$4

δ∗M(q, k, uw) = δ∗M (δ∗M(q, k, u), β∗
M(q, k, u), w),

ρ∗M(q, k, uw) = ρ∗M(q, k, u)ρ∗M(δ∗M(q, k, u), β∗
M(q, k, u), w),

β∗
M(q, k, uw) = β∗

M(δ∗M (q, k, u), β∗
M(q, k, u), w).
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��� 1 �&���
��  �$) !�
��� � ��!�����

 �$) !�
��� �)�$.��

�-/#"'6.0 6 * # N 0"/H 3$4/ {0, 1, 2, . . . , . . .} "'$1*'+2"%: 6.3 +� P'0 $.09
6$/ 5/ 6.3$/ $ :".6 3&.0 5*.6."'0 4 X$/ 0"/H 3$4/ 4&+F6 " "1+2 ?� �/H"/
-%+/ -% X$/,/ " ) +'$29 "/ $/,)' " 3&/+2&/ 13+/H".+.32 -% " &/$/*% )/&'8
#'$ +23$4'�

�3"/4"%0 5/"�$. 0 )+� "'3 -1) $ 5/"�$. n����
��" ���

���" �
�����"
����	

 f 9 &/$/*1F 0% -1) 0 "'#%4'$2 5*/3$/ ����	
�"�

n�����
�
 ������
�
 �������
 	.
�9��
 f �������
�� $��
������
��� �
�������
� ����
����� $��������
�� D(f) ������
�� Nn �� ������
�
�� N � �*. X$/0 0"/H 3$4/D(f) "'#%4' $3� �������: ��������
�� (1"&8
!.. f �

n80 3$"'� (1"&!.� f "'#%4' $3� ��:�. ��������

�
9  3+.   /-+'3$2
/5* ) + ".� D(f) 3/45')' $ 3 0"/H 3$4/0 Nn�

�3+. "'0 5/ &'&.08+.-/ 5*.6."'0 -1) $ " /-:/).0/ 1&'#'$2 '*,10 "$%
n80 3$"/; (1"&!.. f 9 $/ 0% 6'3$/ -1) 0 .35/+2#/4'$2 )+� X$/,/ 4%*'H ". 
f(x1, . . . , xn)� �*. X$/0 5*. n = 1 40 3$/ f(x1) -1) 0 5.3'$2 f(x)9 5*. n = 2
40 3$/ f(x1, x2) ] f(x, y)9 ' 5*. n = 3 40 3$/ f(x1, x2, x3) ] f(x, y, z)�

�/�3".0 /)"/ .# /3"/4"%: )+� "'3 5/"�$.; ] 5/"�$. ���������
 	.
��
9�� �

n�����
�� ������
�� �������� 	.
�9�� f �������
�� ��������
��
# ���
 ��&��
���
 �����

� A# ��
���" $� $��
��������� ������
〈a1, . . . , an〉 ��
�������! �
���# $�
�������&��� �����

 �$�������
� D(f)
����	

 f # ���
����
 ������
� f(a1, . . . , an) ����	

 f �� (
�� �������

�'& &'& 5/"�$. K�����

� AK9 / &/$/*/0 .) $ * 62 4 5* )%)1I 0 5/�38
" "..9 5/".0' $3� 4 ."$1.$.4"/0 30%3+ L 01 0% 5/&' " )'+. $/6"/,/ 0'8
$ 0'$.6 3&/,/ /5* ) + ".�M9 $/ . (1"&!.� f "'#%4' $3� ���������
 � �
�

E�
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�� ������� �)"'&/ 0% -1) 0 ,/4/*.$2 5*/3$/9 6$/ 	.
�9�� f
��������� 9 /513&'� 3+/4' K4 ."$1.$.4"/0 30%3+ K�

�$/6".$2 ."$1.$.4"/ 5/"�$. 4%6.3+.0/; (1"&!..9 #'0 ".$2  ,/ $/6"%0
0'$ 0'$.6 3&.0 5/"�$. 09 4 /5* ) +""/0 30%3+  01 X&4.4'+ "$"%09 0/H"/9
4 5*."!.5 9 )410� 35/3/-'0.� +.-/ ��� 
����� ��
���

������ �$�������
�
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�9�� �

������
���� .+. ��<��
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�9���� "'#%4'F$3� 3+ )1FI. 
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.����� 	.
�9�� ] X$/ /)"/0 3$"'� (1"&!.�9 /-/#"'6' 0'� 6 * # 0(x)
. 5*. +F-/0 #"'6 ".. '*,10 "$' x 5*.".0'FI'� 4 &'6 3$4 #"'6 ".� 6.3+/
"1+2 09

	.
�9�� �������
��] X$/ /)"/0 3$"'� (1"&!.�9 /-/#"'6' 0'� 6 * # s(x)
. 5*. +F-/0 #"'6 ".. '*,10 "$' a 5*.".0'FI'� 4 &'6 3$4 #"'6 ".� a + 19
5*.6 0 a + 1 ] 6.3+/9 3+ )1FI  #' a9 ' " 6.3+/9 5/+16' 0/ 3+/H ". 0 a 3
 ).".! ; L/5 *'!.� 3+/H ".� -1) $ /5* ) + "' 5/#H M9

	.
�9�� �����������
�� ] X$/ 5*. +F-%: 1 ≤ m ≤ n n80 3$"'� (1"&8
!.� Un

m9 #"'6 ". &/$/*/; "' 5*/.#4/+2"/0 "'-/* 〈a1, . . . , an〉 "'$1*'+2"%:
6.3 + *'4"/ am9 $� � m8/; &/05/" "$ X$/,/ "'-/*'9

������

�� 	.
�9�� ] X$/ +F-'� ?80 3$"'� (1"&!.�9 *'4"'� " &/$/*/;
&/"3$'"$ a . /-/#"'6' 0'� 6 * # a�

�'&.0 /-*'#/0 4 &'6 3$4 .3:/)"%: (1"&!.; .35/+2#1 $3� 36 $"/ 0"/8
H 3$4/ 4 320' 5*/3$%: (1"&!.;� �/+2 (1"&!.; 5*/ &$.*/4'".� 3$'" $ �3"'
" 3&/+2&/ 5/#H �


+� 5/+16 ".� .# .3:/)"%: (1"&!.; "/4%: (1"&!.; -1)1$ .35/+2#/4'$23�
$*. 35 !.'+2"%: ����������

J������� �.�������9��2 4��
 f1# � � � # fm 3 n����
��� ����	

# g 3
m����
��� ����	
�# � n����
��� ����	
� f �����
�� ������
���

f(x1, . . . , xn) = g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)),
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�# �
� ����	
� f $������� 
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" g# f1# � � � # fm $�
���
���
�� ��������� �.�������9�� +� $���&�% �$���
��� ��$��$��
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�1) 0 .35/+2#/4'$2 /-/#"'6'". f = S(g; f1, . . . , fn) )+� 1$4 *H) ".�
K����	
� f $������� 
� ����	
" g# f1# � � � # fm $�
�����
�� �$���
��� ���
$��$��
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5*.0 ".0 +. & ".0 /5 *'$/* 315 *5/#.!..9 $� � 4%5/+" "% +. 3//$4 $3$41FI. 
/,*'".6 ".�� �*. X$/09 ���
 ����	

 g# f1# � � � # fm ���
��
�� � 
�
�
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������ �
�� ��%�� �$��������# 
� 
����� �� 
 ����	
� S(g; f1, . . . , fn)�
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§1� �*.0.$.4"/ * &1*3.4"% . 6'3$.6"/ * &1*3.4"% (1"&!..

�+.#&.0 & /5 *'$/*1 315 *5/#.!.. �4+� $3� �������� ������
����2
J������� ������
����2 n����
��� ����	
� f $������� 
� ����	
" g#

f1# � � � # fm $�
�����
�� ��������� ������
���� +� $���&�% �$���
��� $���
�
�����
,# ���
 ��$������ ������
��

f(x1, . . . , xn) = g(t1, . . . , tm),

��� ������ ti �
�� ������
�����
 ������
�� �
�� ti = fj(xj1, . . . , xjk
)# ��� $��

�������� xj1# � � � # xjk
�������
�� ����
 $��������! x1# � � � # xn# �
�� ti 3 ����


� $��������! x1# � � � # xn�
�+ )1FI'� + 00' 6'3$/ -1) $ .35/+2#/4'$23� �4"/ . " �4"/ 4 )'+2" ;G 0�

����� ���� 4��
 n����
��� ����	
� f $������� 
� ����	
" g# f1# � � � # fm
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�����
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��� $���
�����
# 
� ��� ����
 ��
� $������� 
� �����
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 � �� 3*'#1 3+ )1 $ .# 3+ )1FI ,/ #'0 6'".�� &'H)'�
5 * 0 ""'� xi 0/H $ *'330'$*.4'$23� &'& n80 3$"'� (1"&!.� 5*/ &$.*/4'".�
Un

i (x1, . . . , xn)� �
�I /)".0 4'H"%0 /5 *'$/*/0 )+� 5/+16 ".� "/4%: (1"&!.; �4+� $3�

�������� ��������
�
 ���.����2
J������� ��������
�
 ���.����2 ���
� g 3 n����
��� ����	
�# � h

3 n+2����
��� ����	

# $������
� ��� �������
� ��
���" 
���
	
���� ����
�����%
�� ����� y 
 z� n+1����
��� ����	
� f $������
�� 
� ����	
" g 
 h
$�
�����
�� ��������� ��������
�
 ���.����# ���
 ��� ������
�����

�����%&�" �
�
��� ������
�# ��
���� �������
�� �<���
 ��������
�

���.���� {

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y)).

�'4 "3$4/ f = PR(g, h) -1) $ 3+1H.$2 3/&*'I ""/; #'5.32F 1$4 *H) ".�
K����	
� f $������
�� 
� ����	
" g 
 h $�
�����
�� �$���
��� $�
�
�
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P'0 $.09 6$/ 5*. n = 0 3: 0' 5*.0.$.4"/; * &1*3.. 5*.".0' $ 4.){

f(0) = c,

f(y + 1) = h(y, f(y)).

,) c ] 080 3$"'� (1"&!.�9 *'4"'� 6.3+1 c�

�/3+ )".0 /5 *'$/*/0 -1) $ �������� ��
�����9��2
J������� ��
�����9��2 ���
� g 
 h 3 n+1����
��� ����	

# $������

�
" �������
 ��
���! 
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���� ���������
�� ����� y� n����
��� �����
	
� f $������
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� ����	
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�����
�� ��������� ��
�����9��#
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��� $��
�������! ��
�������! �
��� a1# � � � # an 
 b ��$�����
�� ������
�
�� f(a1, . . . , an) = b 
���� 
 
����� 
����# ����� $�
 �%��� t < b ������
�
g(a1, . . . , an, t) 
 h(a1, . . . , an, t) �$�������� 
 �� �����# � ������
� g(a1, . . . , an, b)

 h(a1, . . . , an, b) �$�������� 
 ������

�'4 "3$4/ f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = h(x1, . . . , xn, y)) -1) $ 3+18
H.$2 3/&*'I ""/; #'5.32F 1$4 *H) ".�

K����	
� f $������
�� 
� ����	
" g 
 h $�
�����
�� �$���
��� �
�
�
�
��	

K�

�5 *'$/* 0.".0.#'!.. $*').!./""/ "'#%4'F$ µ��$���
����9 6$/-% /$+.8
6.$2  ,/ /$ /5 *'$/*'9 )'FI ,/ "'.0 "2G  * G ". 1*'4" ".�
g(x1, . . . , xn, y) = h(x1, . . . , xn, y)� �'5*.0 *9 "'.0 "2G  * G ". 1*'4" ".�
y − 1 = x ] X$/  ,/  )."3$4 ""/ * G ". x + 1� �)"'&/ *'4 "3$4/ f(x) =
µy(y − 1 = x) #')' $ ".,) " /5* ) + ""1F (1"&!.F�

�5 * ) +.0 )4' 4'H"%: &+'33' (1"&!.; ] &+'33 ��������
� ���.�����

�< 	.
�9�
 . &+'33 ������
� ���.����
�< 	.
�9�
�

����������� ���� @���	
� �������
�� ��������
� ���.����
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# ���

��� ����
 ��
� $������� 
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�����
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���� ������� <$/ 3+ )1 $ .# 3+ )1FI.:
)41: ('&$/4�

�M 43 .3:/)"% (1"&!.. �4+�F$3� 43F)1 /5* ) + ""%0. . 4%6.3+.0%0.
4 ."$1.$.4"/0 30%3+ 7

�M /5 *'$/*% 315 *5/#.!.. . 5*.0.$.4"/; * &1*3..9 -1)16. 5*.0 " "% &/
43F)1 /5* ) + ""%0 . 4%6.3+.0%0 4 ."$1.$.4"/0 30%3+ (1"&!.�09 )'F$
43F)1 /5* ) + ""% . 4%6.3+.0% 4 ."$1.$.4"/0 30%3+ (1"&!..�

�'G ; -+.H';G ; ! +2F -1) $ 5/&'#'$29 "'3&/+2&/ G.*/& &+'33 5*.0.8
$.4"/ * &1*3.4"%: (1"&!.; ] /" 4&+F6' $ 4 3 -� 0"/,. .#4 3$"% $ /* $.&/8
6.3+/4% (1"&!..� �# 36 $"/3$. &+'33' 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"%: (1"&!.; .
" 36 $"/3$. &+'33' 43 : 43F)1 /5* ) + ""%: (1"&!.;9 &/" 6"/9 3+ )1 $ 31I 8
3$4/4'". 43F)1 /5* ) + ""/; (1"&!..9 " �4+�FI ;3� 5*.0.$.4"/ * &1*3.48
"/;� �)"'&/ 5*.4 3$. 5*.0 * 43F)1 /5* ) + ""/; 4%6.3+.0/;9 "/ " 5*.0.8
$.4"/ * &1*3.4"/; (1"&!.. " 3$/+2 5*/3$/� �/ $'&. 5*.0 *% :/*/G/ .#4 3$8
"% . -1)1$ 1&'#'"% 5/#H �

�*.4 ) 0 3: 0% 5*.0.$.4"/; * &1*3.. )+� 5/3+ )/4'$ +2"/,/ )/&'#'$ +28
3$4' 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$. 4'H"%: $ /* $.&/86.3+/4%: (1"&!.;�

P.
�9�� ���6�
�� x + y #')' $3� 3+ )1FI ; 3: 0/; 5*.0.$.4"/; * 8
&1*3.. {

x1 + 0 = x1 = U1
1 (x1),

x1 + (y + 1) = (x1 + y) + 1 = s(U3
3 (x1, y, x1 + y)).

�/X$/01 + = PR(U1
1 , S(s;U3

3 ))�

�?



§1� �*.0.$.4"/ * &1*3.4"% . 6'3$.6"/ * &1*3.4"% (1"&!..

P.
�9�� .�
�6�
�� x · y #')' $3� 3+ )1FI ; 3: 0/; 5*.0.$.4"/; * 8
&1*3..{

x1 · 0 = 0 = 0(U1
1 (x1)),

x1 · (y + 1) = x1 · y + x1 = S(+;U3
3 (x1, y, x1 · y), U3

1 (x1, y, x1 · y)).

�/X$/01 · = PR(S(0;U1
1 ), S(+;U3

3 , U
3
1 ))�

R1"&!.� x ↑ y = xy #')' $3� 3+ )1FI ; 3: 0/; 5*.0.$.4"/; * &1*3..{
x0

1 = 1,

xy+1
1 = x1 · xy

1 = S(·;U3
1 (x1, y, x

y
1), U

3
3 (x1, y, x

y
1)).

�/X$/01 ↑= PR(1, S(·;U3
1 , U

3
3 ))�

R1"&!.� x! #')' $3� 3+ )1FI ; 3: 0/; 5*.0.$.4"/; * &1*3..{
0! = 1,

(x+ 1)! = s(x) · x! = S(·; s(U2
1 (x, x!)), U2

2 (x, x!)).

�/X$/01 ! = PR(1, S(·;S(s;U2
1 ), U2

2 ))�
�")1&!. ; 5/ k )+� +F-/,/ n /5* ) +.0 5/3$/�""1F n80 3$"1F (1"&!.F

k(x1, . . . , xn)9 *'4"1F $/H) 3$4 ""/ k�

0(x1, . . . , xn) = 0(Un
1 (x1, . . . , xn))

(k + 1)(x1, . . . , xn) = s(k(x1, . . . , xn)).

� )'+2" ;G 0 4'H"1F */+2 .,*'F$ 3+ )1FI. )4 (1"&!.. sg . sg ] "'$18
*'+2"% '"'+/,. :/*/G/ .#4 3$"/; .# 0'$ 0'$.6 3&/,/ '"'+.#' (1"&!.. sign x
�
���� x ] ���� �
��� x�

sg x =

{
0,  3+. x = 0,

1,  3+. x > 0;

sg x =

{
1,  3+. x = 0,

0,  3+. x > 0.

<$. (1"&!.. #')'F$3� 3+ )1FI.0. 3: 0'0. 5*.0.$.4"/; * &1*3..�{
sg 0 = 0,

sg (x + 1) = 1,

{
sg 0 = 1,

sg (x + 1) = 0.
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+� 5/+16 ".� 5/ "'$1*'+2"/01 6.3+1 k $������
��%&���  01 ��
���������
�
��� 3+1H.$ (1"&!.�

δ (x) =

{
0,  3+. x = 0,

x− 1,  3+. x > 0.

<$' (1"&!.� #')' $3� 3+ )1FI ; 3: 0/; 5*.0.$.4"/; * &1*3..�

{
δ (0) = 0,

δ (x + 1) = x.

�*.0.$.4"/ * &1*3.4"%0 '"'+/,/0 " 43F)1 /5* ) + ""/; (1"&!.. x − y
3+1H.$ (1"&!.� x

·− y ] ��������� ������
�

x
·− y =

{
0,  3+. x ≤ y,

x − y,  3+. x > y.

<$' (1"&!.� #')' $3� 3+ )1FI ; 3: 0/; 5*.0.$.4"/; * &1*3..�⎧⎨
⎩ x

·− 0 = x,

x
·− (y + 1) = δ (x

·− y).

�# 3+ )1FI.: *'4 "3$4 3+ )1 $ 5*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 (1"&!.; |x − y|9
max (x, y) . min (x, y)

|x− y| = (x
·− y) + (y

·− x),
max (x, y) = x + (y

·− x), min (x, y) = x
·− (x

·− y).

�")1&!. ; 5/ n 3 .35/+2#/4'". 0 *'4 "3$4

maxn+1 (x1, . . . , xn, xn+1) = max (maxn (x1, . . . , xn), xn+1),

minn+1 (x1, . . . , xn, xn+1) = min (minn (x1, . . . , xn), xn+1)

13$'"'4+.4' $3� 5*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 (1"&!.; maxn (x1, . . . , xn) .
minn (x1, . . . , xn)�
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�9���
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$.� 4%6.3+.0/; (1"&!.. 3+ )/4'+/ -% /,*'".6.$23� +.G2 43F)1 /5* ) + "8
"%0. (1"&!.�0.9 "/ $/,)' )'H $'&'� 5*/3$'� (1"&&!.�9 &'& *'#"/3$2 x− y9
" -%+' -% 4%6.3+.0'9 3 6 0 $*1)"/ 3/,+'3.$23�� � )*1,.: 5*.6."': 44 ) ".�
4 *'330/$* ". " 43F)1 /5* ) + ""%: (1"&!.; -1) $ 3&'#'"/ 5/#H �

�4 ) 0 *�) /5 *'!.;9 &/$/*% 5/ 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"%0 L* &1*3.4"%09
6'3$.6"/ * &1*3.4"%0M (1"&!.�0 )'F$ 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"% L* &1*3.48
"% 9 6'3$.6"/ * &1*3.4"% M (1"&!..�
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��� ����	
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� n+1����
��" �����
	

 g $������
��� ������
��

f(x1, . . . , xn, y) =

y∑
i=0

g(x1, . . . , xn, i)


 g 3 $�
�


��� ������
���� +������
����# ���

��� ������
����, ����	
�#
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 f 3 $�
�
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����# ���
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��

�*/ (1"&!.F f ,/4/*�$9 6$/ /"' 5/+16 "' .# (1"&!.. g ����
�����
���
. � � � � � 
 � � � � 
 � �� 
/&'#'$ +23$4/ 3+ )1 $ .# *'4 "3$4

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn, 0) = g(Un
1 (x̄), . . . , Un

n (x̄), 01(U
n
1 (x̄))),

f(x1, . . . , xn, y + 1) = f(x1, . . . , xn, y) + g(x1, . . . , xn, y + 1) =

Un+2
n+2 (x̄, y, f(x̄, y)) +

g(Un+2
1 (x̄, y, f(x̄, y)), . . . , Un+2

n (x̄, y, f(x̄, y)), s(Un+2
n+1 (x̄, y, f(x̄, y)))).

�

"���
,��� �� 4��
 n + 2����
��� ����	
� f $������� 
� n + 1����
��"
����	

 g $������
��� ������
�

f(x1, . . . , xn, y, z) =

⎧⎨
⎩

z∑
i=y

g(x1, . . . , xn, i), ���
 y ≤ z,

0, ���
 y > z

��



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,


 g 3 $�
�


��� ������
���� +������
����# ���

��� ������
����, ����	
�#

� 
 f 3 $�
�


��� ������
���� +������
����# ���

��� ������
����, �����
	
��
. � � � � � 
 � � � � 
 � � 3+ )1 $ .# *'4 "3$4'

f(x1, . . . , xn, y, z) = (
z∑

i=0

g(x1, . . . , xn, i)
·−

y∑
i=0

g(x1, . . . , xn, i)) +

g(x1, . . . , xn, y)sg(y
·− z).

�

"���
,��� �� 4��
 n����
��� ����	
� f $������� 
� n����
��! ����	
"
g# α 
 β $������
��� ������
��

f(x1, . . . , xn) =

β(x1,...,xn)∑
i=α(x1,...,xn)

g(x1, . . . , xn−1, i)


 g# α 
 β 3 $�
�


��� ������
���� +������
����# ���

��� ������
����,
����	

# 
� 
 f 3 $�
�


��� ������
���� +������
����# ���

��� ������
��
���, ����	
��


/&'#'$ +23$4/ 3*'#1 3+ )1 $ .# 5* )%)1I ,/ 3+ )3$4.��

�"'+/,.6"% $ /* 0% 35*'4 )+.4%9  3+. 4 .: (/*01+.*/4&': #"'& 3100%∑
#'0 ".$2 #"'&/0 5*/.#4 ) ".�

∏
� �% 3(/*01+.*1 0 5/&' +.G2 /)"1 .#

$'&.: $ /* 0� �3$'+2"% -1)1$ 44/).$23� 5/ 0 * " /-:/).0/3$.�


� ���� ���� 4��
 n+1����
��� ����	
� f $������� 
� n+1����
��" �����
	

 g $������
��� ������
��

f(x1, . . . , xn, y) =

y∏
i=0

g(x1, . . . , xn, i)


 g 3 $�
�


��� ������
���� +������
����# ���

��� ������
����, ����	
�#

� 
 f 3 $�
�


��� ������
���� +������
����# ���

��� ������
����, �����
	
��

�*/ (1"&!.F f ,/4/*�$9 6$/ /"' 5/+16 "' .# (1"&!.. g ����

$�
	
�����
�
���


+� )'+2" ;G ,/ "'0 5/$* -1F$3� $�
�


��� ������
���� . ������
����
$���
��
� . �
�����
��

�'5/0".09 6$/ n����
��" $���
��
 P �� ������
�� N 3 (
� �%��� �
���
�����
� ������
�� Nn �� ������
�� {, }# � n����
��� �
�����
� R ��
������
�� N 3 (
� �%��� $��������
�� ������
�� Nn� P'0 $.09 6$/ �8
���
��� �
�����
� 3 (
� $���
� �%��� $��������
�� ������
�� ��
��
������! �
��� N �

��



§1� �*.0.$.4"/ * &1*3.4"% . 6'3$.6"/ * &1*3.4"% (1"&!..

� &'H)%0 n80 3$"%0 5* ).&'$/0 P "' 0"/H 3$4 N 34�H 0  ,/ !����
��
�
�

�����% ����	
%

χP (x1, . . . , xn) =

{
1,  3+. P (x1, . . . , xn) .3$.""/,

0,  3+. P (x1, . . . , xn) +/H"/.

�"'+/,.6"%0 /-*'#/0 3 &'H)%0 n80 3$"%0 /$"/G ". 0 R "' 0"/H 3$4 N
34�H 0  ,/ !����
��
�

�����% ����	
%

χR(x1, . . . , xn) =

{
1,  3+. (x1, . . . , xn) ∈ R,

0,  3+. (x1, . . . , xn) �∈ R.

����������� ���� ����
��
 
�
 �
�����
� �������
�� $�
�


��� ������
�
���� 
�
 ������
����# ���
 ��� !����
��
�

������ ����	
� $�
�


���
������
��� 
�
 ������
����

� 6'3$"/3$.9 $��������
�� U ������
�� ��
�������! �
��� N �������
�
�� $�
�


��� ������
���� 
�
 ������
����# ���
 ��� !����
��
�

������
����	
� χU (x) $�
�


��� ������
��� 
�
 ������
����

�/&'H 09 6$/ 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"% 5*/3$ ;G. 5* ).&'$% =9 �=9 ≤ . <�
<$/ 3+ )1 $ .# *'4 "3$4

χ=(x, y) = sg(|x− y|), χ�=(x, y) = sg(|x− y|),
χ≤(x, y) = sg(x

·− y), χ<(x, y) = sg(y
·− x).


� ���� ���� :����� $�
�


��� ������
���! 
 ������
���! $���
��
��
������
� �
���

����� $��$��
	
�������! ������ &# ∨ 
 ¬ 
 �
���

�����
�����
���
� �����
�����! ����
���� ∀≤# ∀<# ∃≤ 
 ∃<�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� 
+� " &/$/*/,/ 3/&*'I ".� -1) 0 .35/+2#/4'$2 x̄ 4
&'6 3$4 /-/#"'6 ".� "'-/*' x1, . . . , xn� �13$2 P (x̄) . Q(x̄) ] n80 3$"% 5* ).8
&'$%9 ' χP (x̄) . χQ(x̄) ] .: :'*'&$ *.3$.6 3&. (1"&!..� �/,)' )/&'#'$ +23$4/
5 *4/; 6'3$. $ /* 0% 3+ )1 $ .# *'4 "3$4

χ¬P (x̄) = sg(χP (x̄)), χP&Q(x̄) = χP (x̄) · χQ(x̄),

χP∨Q(x̄) = (χP (x̄) + χQ(x̄))
·− χP (x̄) · χQ(x̄).


+� )/&'#'$ +23$4' 4$/*/; 6'3$. $ /* 0% 5* )5/+/H.09 6$/ P (x1, . . . , xn) ]
n80 3$"%; 5* ).&'$�

�-/#"'6.0 6 * # ((∀)≤P )(x1, . . . , xn) n80 3$"%; 5* ).&'$

(∀y)y≤xnP (x1, . . . , xn−1, y).

��



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,

�/,)' 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

χ((∀)≤P )(x1, . . . , xn) =

xn∏
i=0

χP (x1, . . . , xn−1, y).

�/X$/01 .# 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$. .+. * &1*3.4"/3$. 5* ).&'$'
P (x1, . . . , xn) 3+ )1 $ 5*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 .+. * &1*3.4"/3$2 5* ).&'$'
(∀y)y≤xnP (x1, . . . , xn−1, y)�


+� 13$'"/4+ ".� 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$. .+. * &1*3.4"/3$. 5* ).&'8
$' (∀y)y<xnP (x1, . . . , xn−1, y) )/3$'$/6"/ #'0 $.$29 6$/ /" *'4"/3.+ " 5* ).&'$1
(∀y)y≤xn(y = xn ∨ P (x1, . . . , xn−1, y))�


+� 13$'"/4+ ".� 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$. .+. * &1*3.4"/3$. 5* ).&'8
$' (∃y)y≤xnP (x1, . . . , xn−1, y) )/3$'$/6"/ 4/35/+2#/4'$23� *'4 "3$4/0

χ((∃)≤P )(x1, . . . , xn) = sg(
xn∏
i=0

sg(χP (x1, . . . , xn−1, y))).


+� 13$'"/4+ ".� 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$. .+. * &1*3.4"/3$. 5* ).&'8
$' (∃y)y<xnP (x1, . . . , xn−1, y) )/3$'$/6"/ #'0 $.$29 6$/ /" *'4"/3.+ " 5* ).&'$1
(∃y)y≤xn(y �= xn &P (x1, . . . , xn−1, y))� �

�'330/$*.0 /)." )/3$'$/6"/ G.*/&/ *'35*/3$*'" ""%; 35/3/- 5/+16 ".�
"/4%: (1"&!.; .# .0 FI.:3� ] �����
� ����	
" �������" �!���"�

�13$2 #')'"% m n80 3$"%: 5* ).&'$/4 P19 � � � 9 Pm $'&.:9 6$/ �
 �� �����
������ ��
�������! �
��� (a1, . . . , an) �� ����
 ��
� ������������ 
�

���
�
���
� ��� 
� (

! $���
��
��9 $� � 
�����
����� 
�

��� $���
��


&
1≤i<j≤n

¬(Pi &Pj).

�35/+2#1� X$. 5* ).&'$% . 5*/.#4/+2"% m+1 n80 3$"1F (1"&!.F f19 � � � 9
fm . fm+1 /5* ) +.0 "/41F n80 3$"1F (1"&!.F f *'4 "3$4'0.

f(x1, . . . , xn) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(x1, . . . , xn),  3+. P1(x1, . . . , xn) .3$.""/,

f2(x1, . . . , xn),  3+. P2(x1, . . . , xn) .3$.""/,

. . . . . . ,

fm(x1, . . . , xn),  3+. Pm(x1, . . . , xn) .3$.""/,

fm+1(x1, . . . , xn) 4 /3$'+2"%: 3+16'�:.

�*/ (1"&!.F f ,/4/*�$9 6$/ /"' ������ �������" �!���"�


� ���� ���� ���
� n����
��� ����	
� f ������ �������" �!���"

f(x1, . . . , xn) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(x1, . . . , xn), ���
 P1(x1, . . . , xn) 
�

���,

f2(x1, . . . , xn), ���
 P2(x1, . . . , xn) 
�

���,

. . . . . . ,

fm(x1, . . . , xn), ���
 Pm(x1, . . . , xn) 
�

���,

fm+1(x1, . . . , xn) � ��
�����! ������!.

�E



§1� �*.0.$.4"/ * &1*3.4"% . 6'3$.6"/ * &1*3.4"% (1"&!..

4��
 ����	

 f1# � � � # fm 
 fm+1 
 $���
��
� P1# � � � # Pm $�
�


��� ������
�
���# ������
��� �
�� ���

��� ������
���# 
� 
����� �� 
 ����	
� f �

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� 3+ )1 $ .# *'4 "3$4'

f(x̄) = f1(x̄) · χP1(x̄) + f2(x̄) · χP2(x̄) + . . . + fm(x̄) · χPm(x̄) +

fm+1(x̄) · sg(
m∑

i=1

χPm(x̄)).

�
�3+. & 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/; (1"&!.. 5*.0 ".$2 µ8/5 *'$/*9 $/ )'H 

 3+. 5/+16 ""'� (1"&!.� /&'H $3� 43F)1 /5* ) + ""/;9 /"' 0/H $ " -%$2
5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/;� �//$4 $3$41FI. 5*.0 *% -1)1$ 5*.4 ) "% 5/#H �

�'330/$*.0 �����
�����" µ8/5 *'$/*� �* )5/+/H.09 6$/ g ] ��%�� �$���
�������� n + 180 3$"'� (1"&!.�� �5* ) +.0 "/41F n + 180 3$"1F (1"&!.F
f(x1, . . . , xn, z)9 5/+','�

f(x1, . . . , xn, z) =

{
µy (g(x̄, y) = 0),  3+. (∃y)y≤z(g(x̄, y) = 0,

z + 1, 4 5*/$.4"/0 3+16' .

�*/ (1"&!.F f ,/4/*�$9 6$/ /"' 5/+16 "' 5*.0 " ". 0 �����
������� µ��$����

��� & (1"&!.. g�


� ���� ���� 4��
 ����	
� f $������� $�
�����
�� �����
������� µ��$����

��� � $�
�


��� ������
���" 
�
 ������
���" ����	

 g# 
� ���� ����	
�
f $�
�


��� ������
��� 
�
 ������
����

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �$4 *H) ". $ /* 0% 3+ )1 $ .# *'4 "3$4'

f(x1, . . . , xn, z) =
z∑

t=0

t∏
i=0

sg(g(x1, . . . , xn, i).

�

"���
,��� �� 4��
 ����	

 g(x1, . . . , xn, y) 
 m(x1, . . . , xn) $�
�


��� ���
����
���# $�
���

(∀x1) . . . (∀xn)(∃y)(g(x1, . . . , xn, y) = 0 & y ≤ m(x1, . . . , xn))




f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0),


� ����	
� f $�
�


��� ������
����

��



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 (1"&!.� h(x1, . . . , xn, z) 5/+16 "' .# (1"&!..
g(x1, . . . , xn, y) 5*.0 " ". 0 /,*'".6 ""/,/ µ8/5 *'$/*'9 $/,)' /"' 5*.0.$.4"/
* &1*3.4"'� 
+� #'4 *G ".� )/&'#'$ +23$4' /3$' $3� #'0 $.$29 6$/

f(x1, . . . , xn) = h(x1, . . . , xn, m(x1, . . . , xn)).

�
�13$2 P (x1, . . . , xn, y) ] n+ 180 3$"%; 5* ).&'$� �/,)' 4%*'H ". 

f(x1, . . . , xn) = µy(P (x1, . . . , xn, y))

-1) $ .0 $2 $/$ H 30%3+9 6$/ . 4%*'H ". 

f(x1, . . . , xn) = µy(χP (x1, . . . , xn, y) = 1).

�3$'"/4.0 5*.0.$.4"1F * &1*3.4"/3$2 " &/$/*%: $ /* $.&/86.3+/4%: (1"&8
!.;�

Y/*/G/ .#4 3$"/9 6$/ ��� �%��! ��
�������! �
��� a 
 b ��&��
���

��
��
������ $��� ���
�
	�
�����! 	���! �
��� q 
 r 
��
!# �
�

a = bq + r& 0 ≤ r < b.

�*. X$/0 q "'#%4' $3� ��$����� ���
��� /$ ) + ".� a "' b . /-/#"'6' $3�
[a/b] .+. qt(a, b)9 ' r "'#%4' $3� ��
�
��� /$ ) + ".� a "' b . /-/#"'6' $3�
rest(a, b) .+. rm(a, b)�


//5* ) +.0 (1"&!.. 5*. b = 09 "'5*.0 *9 *'4 "3$4'0. qt(a, 0) = 0 .
rest(a, 0) = a9 6$/-% 43 ,)' -%+/ 35*'4 )+.4/ *'4 "3$4/

a = b · qt(a, b) + rest(a, b).

�/&'H 09 6$/ ����	

 qt(x, y) 
 rest(x, y) $�
�


��� ������
���� 
+� X$/,/
)/3$'$/6"/ 4/35/+2#/4'$23� *'4 "3$4'0.

qt(x, y) = µu((∃z)z≤x(((y = 0&z = x&u = 0) ∨ (y > 0&z < x)) & x = yu + z),

rest(x, y) = x
·− y · qt(x, y).

�/H"/ 13$'"/4.$2 5*.0.$.4"1F * &1*3.4"/3$2 (1"&!.; qt(x, y) . rest(x, y) .
- # .35/+2#/4'".� /5 *'$/*' /,*'".6 ""/; 0.".0.#'!..� �)"'&/ *'331H) ". 
4 X$/0 3+16' " 3&/+2&/ 13+/H".$3�� <$/ 3*'#1 3+ )1 $ .# *'4 "3$4

rest(0, y) = 0,

rest(x+ 1, y) = (rest(x, y) + 1)χ<(rest(x, y) + 1, y).

�5* ) +.4 (1"&!.F h(x, y, z) *'4 "3$4/0 h(x, y, z) = (z + 1)sg(|(z + 1) − y|)9
$� � *'4 "3$4/0 h(x, y, z) = s(z)sg(|s(z)−y|)9 0% #')').0 (1"&!.F rest′(x, y) =
rest(y, x) 3: 0/; 5*.0.$.4"/; * &1*3..

rest′(x, 0) = 0(x),

rest′(x, y + 1) = h(x, y, rest′(x, y)).

��



§1� �*.0.$.4"/ * &1*3.4"% . 6'3$.6"/ * &1*3.4"% (1"&!..

� /3$' $3� #'0 $.$29 6$/

rest(x, y) = rest′(U2
2 (x, y), U2

1 (x, y)).

�'330/$*.0 �
�����
� | ���
���

 "' 0"/H 3$4 "'$1*'+2"%: 6.3 +� �'&
&'& x|y $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' (∃z)z≤yy = x · z9 $/ �
�����
� | ���
�
���

 �����
�� $�
�


��� ������
����� Y'*'&$ *.3$.6 3&1F (1"&!.F
/$"/G ".� | ) +.0/3$. /-/#"'6.0 6 * # div(x, y)� �$0 $.09 6$/ div(x, y) =
sg(rest(x, y))� �# 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$. (1"&!.. div(x, y) 3+ )1 $ 5*.8
0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 (1"&!.. nd(x) ] 6.3+/ ) +.$ + ; x9 $'& &'&

nd(x) =
x∑

i=0

div(i, x).

�'330/$*.0 5* ).&'$ Pr(x) ] Kx ] $���
�� �
���K� �'& &'& :'*'&$ *.3$.6 8
3&'� (1"&!.� χPr(x) 5* ).&'$' Pr(x) ] X$/ sg(|nd(x)− 2|)9 $/ $���
��
 Pr(x)
$�
�


��� ������
���� �5*/6 09 X$/ 0/H"/ -%+/ -% 13$'"/4.$2 . 4/35/+28
#/4'4G.32 X&4.4'+ "$"/3$2F

Pr(x) ⇐⇒ (x > 1) &¬((∃y)y<x(∃z)z<xx = y · z).

� $ /*.. 6.3 + 4'H"1F */+2 .,*' $ (1"&!.� π(x)9 ������
� ��
���" �����
�
��� $���
�! �
���# �� $�����!���&
! x� � 5*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 3+ 8
)1 $ .# *'4 "3$4'

π(x) =
x∑

i=0

χPr(i).

P'"10 *1 0 "'$1*'+2"% 6.3+' 4 5/*�)& 4/#*'3$'".�

p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5, . . . , pn, . . . ,

,) pn ] X$/ n8/ 5*/3$/ 6.3+/ 4 X$/0 5 * 36 $ � �/3$*/.0 5*.0.$.4"/ * &1*8
3.4"1F (1"&!.F p(n) $'&1F9 6$/ 5*. +F-/0 n p(n) = pn�

�'331H) ".�9 '"'+/,.6"% )/&'#'$ +23$41 $ /* 0% �4&+.)' / - 3&/" 6"/8
3$. 0"/H 3$4' 5*/3$%: 6.3 +9 5/&'#%4'F$9 6$/ pn+1 ≤ (pn)! + 1� �/X$/01

p(n+ 1) = (µt)(t≤p(n)!+1) (p(n) < t&Pr(t)).

P"'6.$9 #')'4 (1"&!.F h(y, z) *'4 "3$4/0

h(y, z) = (µt)(t≤z!+1) (z < t&Pr(t)),

5/+16.09 6$/ /"' 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� �/,)' 3: 0' 5*.0.$.4"/; * &1*3..{
p(0) = 2,

p(y + 1) = h(y, p(y))

�D



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,

#')' $ (1"&!.F p� �/X$/01 ������
�� $���
�! �
��� ���$����
 � ������
�
��� ���! ������
" $�
�


��� ������
���" ����	

 p(n)� �'&. 0"/H 8
3$4' "'#%4'F$3� ������
��� $����
��
���
9 "/ /". -1)1$ *'330/$* "% -/+  
5/)*/-"/ 5/#H �

� )'+2" ;G 0 "'0 -1) $ 4 320' 5/+ #"' (1"&!.� ex(x, y) ] (��$����
� $���
�
��� �
��� px � �
��� y 3 (
� ��
�����
" $�����
��� �
�$��
# � ��
���"
$���
�� �
��� px ���

 �
��� y�

�/ /5* ) + ".F 5/+',' 09 6$/ ex(x, 0) = 0� �*/0 $/,/ #'0 $.09 6$/  3+.
a /$+.6"/ /$ "1+� . pu

x|a9 $/ u ≤ a� �/X$/01

ex(x, y + 1) = (µt)t≤y+1(¬(p(x)t+1|(y + 1))).

P"'6.$9 (1"&!.� ex(x, y) $�
�


��� ������
����


+� 5*/.#4/+2"/,/ /$+.6"/,/ /$ "1+� 6.3+' x /-/#"'6.0 6 * # lh(x) �
���
��������! $�����
���" � �����
������ ��������

 �
��� x �� $���
�� ����
�

��
� �/ /5* ) + ".F 5/+',' 0 lh(0) = 0� 
+� )/&'#'$ +23$4' 5*.0.$.4"/;
* &1*3.4"/3$. (1"&!.. lh(x) *'330/$*.0 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"%; 5* ).&'$

P (x, y) ⇐⇒ (Pr(y) & y|x ).

�/,)' 5*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 (1"&!.. lh(x) 3+ )1 $ .# *'4 "3$4'

lh(x) =

x∑
i=0

χP (x, i).


+� 5*/.#4/+2"/,/ /$+.6"/,/ /$ "1+� 6.3+' x /-/#"'6.0 6 * # long(x) ��
�
������� ��
�������� �
��� t 
����# �
� $���
�� �
��� pt ���

 x� �/ /5* ) 8
+ ".F 5/+',' 0 long(0) = 0� 
+� )/&'#'$ +23$4' 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$.
(1"&!.. long(x) 4/35/+2#1 03� 5*. x > 0 *'4 "3$4/0

long(x) = x
·− (µt)(t≤x) (p(x

·− t) | x).

�*. '*.(0 $.#'!.. $ /*.. 0'G." �2F*.",' 4/#".&" $ " /-:/).0/3$2 4 "18
0 *'!.. 3+/4 4 " &/$/*/0 '+('4.$ 9 ' )+� X$/,/ 0/H"/ 4/35/+2#/4'$23� �����
��	
�" A����� �������! $��������
������
�" $����

�����! ��
�������!
�
���� A�������� ������� $��������
������

 a = (a0, a1, . . . , ak) $����
�

�����! ��
�������! �
��� �������
�� �
���

n(a) = pa0
0 pa1

1 . . . pak
k .

�'#/4 0 �����
���	
�"9 .+. 5*/3$/ 5*/.#4 ) ". 0 5/3+ )/4'$ +2"/3$ ;
a = (a0, a1, . . . , ak) . b = (b0, b1, . . . , bm)9 5/3+ )/4'$ +2"/3$2

a · b = (a0, a1, . . . , ak, b0, b1, . . . , bm).

�?



§1� �*.0.$.4"/ * &1*3.4"% . 6'3$.6"/ * &1*3.4"% (1"&!..

�/3$*/.0 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"1F (1"&!.F x ∗ y9 &/$/*'� 5/ "/0 *'0 )41:
5/3+ )/4'$ +2"/3$ ; 5/+/H.$ +2"%: "'$1*'+2"%: 6.3 + 4%6.3+� $ "/0 * .:
&/"&'$ "'!..9 $� �

n(a) ∗ n(b) = pa0
0 pa1

1 . . . pak
k · pb0

k+1 p
b1
k+2 . . . p

bm
k+m+1.

P"'6.$9

x ∗ y = x ·
lh(y)∏
i=0

p(lh(x) + i)ex(i,y).

�13$2 f ] n + 180 3$"'� (1"&!.�� �'330/$*.0 "/41F (1"&!.F

f ∗(x1, . . . , xn, y) =

y∏
i=0

p
f(x1,...,xn,i)
i .

����� �� 4��
 ����	
� f $�
�


��� ������
���# ������
��� 
�
 ���

���
������
���# 
� 
 ����	
� f ∗ $�
�


��� ������
���# ������
��� 
�
 ���

��
�� ������
���� /���� 
 ����
���; ���
 ����	
� f 8 $�
�


��� ������
���# ���
����
��� 
�
 ���

��� ������
���# 
� 
 ����	
� f $�
�


��� ������
���#
������
��� 
�
 ���

��� ������
����

. � � � � � 
 � � � � 
 � � 3+ )1 $ .# *'4 "3$4{
f ∗(x1, . . . , xn, 0) = 2f(x1,...,xn,0),

f ∗(x1, . . . , xn, y + 1) = f ∗(x1, . . . , xn, y) · pf(x1,...,xn,y+1)
y+1

.
f(x1, . . . , xn, y) = ex(y, f ∗(x1, . . . , xn, y)).

�
�*. * &1*3.4"/0 /5* ) + ".. $ : .+. ."%: 5/"�$.;9 #'4.3�I.: /$ " &/$/8

*%: 5'*'0 $*/49 4 6'3$"/3$. 5*. * &1*3.4"/0 #')'".. (1"&!.;9 X$. 5/"�$.�
44/)�$3� )+� )'""%: #"'6 ".; 5'*'0 $*/4 6 * # 1H /5* ) + ""% )+� 0 "28
G.: #"'6 ".; 5'*'0 $*/4� �*.0.$.4"'� * &1*3.� ] X$/ 5*/3$ ;G.; 4.) * &1*8
3..� �'330/$*.0 " 3&/+2&/ -/+  /-I.; 4.) * &1*3.. ] 4/#4*'$"1F * &1*3.F�

�* )5/+/H.09 6$/ s1(t)9 � � � 9 sk(t) ] $'&. 43F)1 /5* ) + ""% (1"&!..9
6$/ 5*. +F-/0 t 4%5/+"�F$3� " *'4 "3$4' sj(t + 1) ≤ t Lj = 1, . . . , kM� �13$2
g ] n80 3$"'�9 h ] n + k + 180 3$"'� (1"&!..�  !���" ������
��" ������


"'#%4' $3� 3.3$ 0' *'4 "3$4 4.)'⎧⎪⎨
⎪⎩
f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xn, y + 1) =

= h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, s1(y + 1)), . . . , f(x1, . . . , xn, sk(y + 1)).

��



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,


� ���� ���� 4��
 ����	
� f $������
�� �!���" ������
��" ������

⎧⎪⎨
⎪⎩
f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xn, y + 1) =

= h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, s1(y + 1)), . . . , f(x1, . . . , xn, sk(y + 1))


 ����	

 s1(t)# � � � # sk(t)# g 
 h 3$�
�


��� ������
���# ������
��� 
�

���

��� ������
���# 
� 
����� �� 
 ����	
� f �

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �'330/$*.0 (1"&!.F

f ∗(x1, . . . , xn, y) =

y∏
i=0

p
f(x1,...,xn,i)
i .

�'& &'& f(x1, . . . , xn, y) = ex(y, f ∗(x1, . . . , xn, y))9 $/ )/3$'$/6"/ )/&'#'$29 6$/ f ∗

0/H $ -%$2 5/+16 "' .# (1"&!.; s1(t)9 � � � 9 sk(t)9 g9 h . " &/$/*%: 5*.0.$.4"/
* &1*3.4"%: (1"&!.; 3 5/0/I2F /5 *'$/*/4 315 *5/#.!.. . 0.".0.#'!..�
�/ X$/ 3+ )1 $ .# *'4 "3$4

f ∗(x1, . . . , xn, 0) = 2g(x1,...,xn),

f ∗(x1, . . . , xn, y + 1) = f ∗(x1, . . . , xn, y) · pf(x1,...,xn,y+1)
y+1 =

f ∗(x1, . . . , xn, y) · ph(x1,...,xn,y,f(x1,...,xn,s1(y+1)), ..., f(x1,...,xn,sk(y+1))
y+1 =

f ∗(x1, . . . , xn, y) · ph(x1,...,xn,y,ex(s1(y+1),f∗(x1,...,xn,y)), ..., ex(sk(y+1),(f∗(x1,...,xn,y)))
y+1 .

�

��� �)&� �.������ �)�$.��

� X$/0 5'*',*'( *'330/$*.0 4/5*/3 / "10 *'!.. "'-/*/4 "'$1*'+2"%:
6.3 +� �'6" 0 3 5*/3$ ;G ,/ 3+16'� ] 3 "10 *'!.. 5'*� �'& &'& 0"/H 3$4/
5'* "'$1*'+2"%: 6.3 + 36 $"/9 $/ 43 5'*% 0/H"/ #'"10 */4'$2 "'$1*'+2"%8
0. 6.3+'0.� �) +'$2 X$/ 0/H"/9 &/" 6"/9 0"/,.0. 35/3/-'0.� �/ "'3 -1)1$
."$ * 3/4'$2 +.G2 $'&. "10 *'!..9 )+� &/$/*%: 4/5*/3% "':/H) ".� "/0 8
*' 5'*% . 4/33$'"/4+ ".� &/05/" "$ 5'*% 5/   "/0 *1 * G'F$3� 3 5/0/I2F
5*.0.$.4"/ * &1*3.4"%: (1"&!.;� � &'6 3$4 $'&/; "10 *'!.. 6'3$/ *'330'$8
*.4'F$ &'"$/*/43&1F "10 *'!.F� 5'*% "'$1*'+2"%: 6.3 + *'35/+','F$3� 4
$'-+.!1 . "10 *1F$3� 5/ ).',/"'+�0 K3 3 4 */84/3$/&' "' F,/8#'5')K� � .$/, 
5/+16' 0

(0, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0), . . .

(0, x+ y), (1, x+ y − 1), . . . , (x, y), . . . , (x+ y − 1), (x+ y, 0), . . . .

��



§2� �10 *'!./""% (1"&!..

�/0 * 5'*% (a, b) 5*. $'&/; "10 *'!.. "'#%4' $3� &'"$/*/43&.0 "/0 */0 .
/-/#"'6' $3� 6 * # c(a, b)�

� $*1)"/ 5*/4 *.$29 6$/

c(x, y) = (x+ y)(x+ y + 1)/2 + x =

((x+ y)2 + 3x+ y)/2 = [(x+ y)2 + 3x+ y)/2].

�/X$/01 c(x, y) ] $�
�


��� ������
���� ����	
��
�'& &'& x ≤ c(x, y) . y ≤ c(x, y)9 $/ 0/H"/ 4 320' 5*/3$/ /5* ) +.$2 5*.8

0.$.4"/ * &1*3.4"% (1"&!.. l(z) . r(z) $'&. 9 6$/

l(c(x, y)) = x, r(c(x, y)) = y, c(l(z), r(z)) = z.


+� X$/,/ 5/+',' 0

l(z) = (µx)x≤z(∃y)y≤z(2z = (x+ y)2 + 3x + y),

r(z) = (µy)y≤z(∃x)x≤z(2z = (x+ y)2 + 3x + y).

�*/;&' (1"&!.; c9 l . r "/3.$ "'#4'". ������	
����" �
�
��� ����	
" ���
$�� ��
�������! �
���� �/" 6"/9 31I 3$41 $ . 0"/,/ )*1,.: $*/ & "10 *'!.8
/""%: (1"&!.; C9 L . R9 )+� &/$/*%: 4%5/+" "% *'4 "3$4'

L(C(x, y)) = x, R(C(x, y)) = y, C(L(z), R(z)) = z.

�")1&!. ; 5/ n 5/3$*/.0 "10 *'!./""% (1"&!.F cn9 c
(1)
n 9 � � � 9 c(n)

n )+� n8/&
"'$1*'+2"%: 6.3 +9 1)/4+ $4/*�FI. *'4 "3$4'0

cn(c(1)n (z), . . . , c(n)
n (z)) = z,

c(1)n (c(x1, . . . , xn)) = x1, . . . , c
(n)
n (c(x1, . . . , xn)) = xn.

�/+',' 0
c
(1)
2 = l, c

(2)
2 = r,

cn+1(x1, . . . , xn, xn+1) = c(cn(x1, . . . , xn), xn+1),

c
(n+1)
n+1 (z) = r(z),

c
(n)
n+1(z) = rl(z),

c
(n−1)
n+1 (z) = rll(z),

. . . . . . ,

c
(2)
n+1(z) = rll . . . l(z),

c
(1)
n+1(z) = lll . . . l(z).

�/3$*/ ""% "10 *'!./""% (1"&!.. 5/#4/+�F$ 34/).$2 .#16 ". n80 3$8
"%: (1"&!.; f(x1, . . . , xn) & .#16 ".F /)"/0 3$"%: (1"&!.;

g(x) = f(c(1)n (x), . . . , c(n)
n (x)),

��



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,

$'& &'&
f(x1, . . . , xn) = g(cn(x1, . . . , xn)).

�/3$*/ ""% "10 *'!./""% (1"&!.. 5*. (.&3.*/4'""/0 n /31I 3$4+�F$
4#'.0"/ /)"/#"'6"1F "10 *'!.F n8/& "'$1*'+2"%: 6.3 +9 $� � 1 &'H)/,/ "'-/8
*' 4 $/6"/3$. /)." "/0 *� �*. "10 *'!.. )*1,.: /-_ &$/4 /$ $'&/,/ $* -/4'8
".� 6'3$/ 0/H"/ /$&'#'$23�9 )/3$'$/6"/ +.G2 5/$* -/4'$29 6$/-% 1 &'H)/,/
.# "10 *1 0%: /-_ &$/4 -%+ "/0 *9 " /-�#'$ +2"/  )."3$4 ""%;9 "/ 4%6.38
+� 0%; 5/ /-_ &$1� y +'$ +2"/ 31I 3$4/4'". '+,/*.$0'9 5*/4 *�FI ,/ 5/
5*/.#4/+2"/01 "'$1*'+2"/01 6.3+19 �4+� $3� +. /"/ "/0 */0 " &/$/*/,/ .#
"10 *1 0%: /-_ &$/4 . 4 3+16' 5/+/H.$ +2"/,/ /$4 $' 4/33$'"'4+.4'FI ,/
3//$4 $3$41FI.; /-_ &$� �/#) *H.03� /$ )'+2" ;G.: 1$/6" ".;�

� &'6 3$4 4'H"/,/ )+� "'3 5*.0 *' *'330/$*.0 �������� ������	
% ���!
�������! $��������
������
�" ��
�������! �
���� �1) $ 5/3$*/ "' $�
�
�


��� ������
���� ����	
� Γ(x, y) 
����# �
� ��� �%��" �������" $���������

������

 ��
�������! �
��� a0# a1# � � � # an +$��
�������" ��
�� n, ��"��
��

���� �
��� m# �
�

n

&
i=0

Γ(m, i) = ai.

�/3$*/ ". (1"&!.. Γ(x, y) 0/H"/ 4%5/+".$29 "'5*.0 *9 5*. 5/0/I. �

�"�
���" 
������ �� ��
�
��!�

�'330/$*.0 (1"&!.F /$ $* : 5 * 0 ""%: rest(u, 1 + (y + 1)z)� 
+� 5*/.#8
4/+2"/,/ "'-/*' "'$1*'+2"%: 6.3 + a09 a19 � � � 9 an "';) 0 $'&/ 6.3+/ b9 6$/-%
-%+. 4#'.0"/ 5*/3$% 6.3+' my = 1 + (y + 1)b 5*. y = 0, 1, . . . , n� 
/3$'$/6"/ 4
&'6 3$4 b 4#�$2 (1 + n + a0 + a1 + . . . + an)!� �/,)' $� �

�"���" 
������ ��
��
�
��! �
�
��� �������
"

n

&
i=0

x ≡ ai ( mod mi)


���
 ��
�������� �����
� A� � $'& &'& ai < mi9 $/ rest(A,mi) = ai�
�/X$/01 4 &'6 3$4 (1"&!.. Γ(x, y) 0/H"/ 4#�$2

rest(l(x), 1 + (y + 1)r(x)).

�%� ��$) !�
�� �� ���!��&�� &��*�!�
� �

� ���$���

� X$/0 5'*',*'( -1) $ /-31H)'$23� /)"/ .# 4'H" ;G.: 5/"�$.; $ /*..
'+,/*.$0/4 ] 5/"�$. ���.����
� ������������� �
�6����� � ������
���� � �# *'#+.6"%: *'4"/3.+2"%: /5* ) + ".; X$/,/ 5/"�$.� 0% 4%-.*' 0
$/9 &/$/*/ 9 "' "'G 4#,+�)9 K3*'#1K &'&8$/ /-_�3"� $ 3+/4/ K5 * 6.3+.0/ K�

����������� ���� 9�$��
�� ������
�� ��
�������! �
��� �������
�� ���
�.����
� ������������# ���
 ��� ���$����
 � ������
��� ���! ������
"

��



§3� � &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0% 0"/H 3$4' . 5* ).&'$%

����
���" $�
�


��� ������
���" ����	

� ���
�� ������
�� $� �$�����
���
% ��

��
�� 
���� ������
��� $����
��
����


� ���� ���� -�����
�� U ��
�������! �
��� ������
��� $����
��
�� 
��
��� 
 
����� 
����# ����� ��"��
�� 
���� 2����
��� $�
�


��� ������
��
��� ����	
� F (x, y)# �
� ��� $��
��������� ��
��������� �
��� a �$������
��
(��
�����
���
�

a ∈ U ⇐⇒ (∃y)F (a, y) = 0.

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 U ] " 513$/ * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/ 
0"/H 3$4/� �';) $3� $'&'� /)"/0 3$"'� 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� f 9
6$/

U = { f(t) | t ∈ N}.
�/,)'

a ∈ U ⇐⇒ (∃y)|a − f(y)| = 0.

� 4 &'6 3$4 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/; (1"&!.. F (x, y) 0/H"/ 4#�$2 |x − f(y)|�

+� )/&'#'$ +23$4' /-*'$"/,/ 1$4 *H) ".� 5* )5/+/H.09 6$/ )+� 0"/H 8

3$4' U . 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/; (1"&!.. F (x, y) )+� 5*/.#4/+2"/,/ "'$18
*'+2"/,/ 6.3+' a 35*'4 )+.4' X&4.4'+ "$"/3$2

a ∈ U ⇐⇒ (∃y)F (a, y) = 0.

�3+. 0"/H 3$4/ U 513$/9 $/ /"/ * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/ 5/ /5* ) + ".F�
�13$2 U ] " 513$/ 0"/H 3$4/� �/#20 0 a ∈ U � �-/#"'6.0 6 * # f(t) (1"&8

!.F
l(t) · sg(F (l(t), r(t)) + a · sg(F (l(t), r(t)).

� $*1)"/ 5/"�$29 6$/
U = { f(t) | t ∈ N}.

�
�+'33 * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%: 0"/H 3$4 #'0&"1$ /$"/3.$ +2"/ /5 *'!.;

/-_ )." ".� . 5 * 3 6 ".�� � )/5/+" ". 0 3.$1'!.� -/+  3+/H"'��


� ���� ���� 5�7��
���
� 
 $��������
� ���! ������
��� $����
��
��! ����
���
� ������
��� $����
��
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 )+� 0"/H 3$4 Ui Li = 1, 2M . 5*.0.$.4"/ * &1*8
3.4"%: (1"&!.; F (x, y)i )+� 5*/.#4/+2"/,/ "'$1*'+2"/,/ 6.3+' a 35*'4 )+.4%
X&4.4'+ "$"/3$.

a ∈ Ui ⇐⇒ (∃y)Fi(a, y) = 0.

�/,)'
a ∈ (U1 ∪ U2) ⇐⇒ (∃y)F1(a, y) · F2(a, y) = 0,

a ∈ (U1 ∩ U2) ⇐⇒ (∃y)F1(a, l(y)) + F2(a, r(y)) = 0.

�

��



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,


� ���� ��� !0� 1 
,$� 4��
 ������
�� U 
 ��� ��$�����
� U ������
���
$����
��
��� ������
��# 
� U 3 ������
���� ������
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 )+� 0"/H 3$4' U . 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"%:
(1"&!.; F (x, y) . H(x, y) )+� 5*/.#4/+2"/,/ "'$1*'+2"/,/ 6.3+' a 35*'4 )+.8
4% X&4.4'+ "$"/3$.

a ∈ U ⇐⇒ (∃y)F (a, y) = 0,

a �∈ U ⇐⇒ (∃y)H(a, y) = 0.

�'330/$*.0 (1"&!.F

f(x) = µy (F (x, y) ·H(x, y) = 0).

�/,)' f ] * &1*3.4"'� (1"&!.� .

χU(x) = sg(F (x, f(x))).

�/X$/01 U ] * &1*3.4"/ 0"/H 3$4/� �
�/#H -1) $ 5/&'#'"/9 6$/ 4 *"' . /-*'$"'� $ /* 0'9 $� � �%��� ������
����

������
�� �����
�� ������
��� $����
��
���� �/ )+�   )/&'#'$ +23$4' "'0
" /-:/).0/ -/+  5/)*/-"/ 5/#"'&/0.$23� 3 * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%0. 0"/8
H 3$4'0.�

�'330/$*.0 5/"�$. * &1*3.4"/; 5 * 6.3+.0/3$. )+� n8/& "'$1*'+2"%:
6.3 +� �13$2 A ] " 513$/ 5/)0"/H 3$4/ 0"/H 3$4' Nn� �/#0/H"%9 "'5*.0 *9
3+ )1FI. )4' /5* ) + ".� * &1*3.4"/; 5 * 6.3+.0/3$. 0"/H 3$4' A�

����������� !2$� 9�$��
�� ������
�� A n��� ��
�������! �
��� �������
�
�� ������
��� $����
��
���# ���
 ��&��
��%
 
��
� $�
�


��� ������
�
���� ����	

 α1(t)# � � � # αn(t)# �
�

A = { (α1(t), . . . , αn(t)) | t ∈ N }.
���
�� ������
�� ������
��� $����
��
���


� ���� ���� 9�$��
�� ������
�� A n��� ��
�������! �
��� ������
���
$����
��
�� +� ������ �$�������
� B, 
���� 
 
����� 
����# ����� ������
���
$����
��
�� ������
��

c(A) = { cn(a1, . . . , an) | (a1, . . . , an) ∈ A }
������� ��� (�����
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+.

A = { (α1(t), . . . , αn(t)) | t ∈ N },
$/

c(A) = { cn(α1(t), . . . , αn(t)) | t ∈ N }.

�E



§3� � &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0% 0"/H 3$4' . 5* ).&'$%

�-*'$"/9  3+.
c(A) = { f(t) | t ∈ N },

$/
A = { (c(1)n (f(t)), . . . , c(n)

n (f(t)) | t ∈ N }.
�

����������� !22$� -�����
�� A n��� ��
�������! �
��� �������
�� ���
����
��� $����
��
���# ���
 ��&��
���
 
���� $�
�


��� ������
����
����	
� f(x1, . . . , xn, y)# �
�

(a1, . . . , an) ∈ A ⇐⇒ (∃y)f(a1, . . . , an, y) = 0.


� ���� ���� -�����
�� A n��� ��
�������! �
��� ������
��� $����
��
��
+� ������ �$�������
� BB, 
���� 
 
����� 
����# ����� ������
��� $����
��
��
������
�� c(A) ������� ��� (�����
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+.

(a1, . . . , an, y) ∈ A ⇐⇒ (∃y)f(a1, . . . , an, y) = 0,

$/
m ∈ A ⇐⇒ (∃y)f(c(1)n (m), . . . , c(n)

n (m), y) = 0.

�-*'$"/9  3+.
m ∈ c(A) ⇐⇒ (∃y)f(m, y) = 0,

$/
(a1, . . . , an, y) ∈ A ⇐⇒ (∃y)f(cn(a1, . . . , an), y) = 0.

�

"���
,���� 5$�������
� B 
 BB ������
�����

�# 4%G )/&'#'""%: $ /* 0 3+ )1 $9 6$/ ��7��
���
� 
 $��������
� ���!
������
��� $����
��
��! ������
� n��� ��
�������! �
��� ������
��� $��
���
��
���

�*/0 $/,/9 3) +' 0 3+ )1FI  5/+ #"/ 4 )'+2" ;G 0 #'0 6'". �
�* )5/+/H.09 6$/ )+� 0"/H 3$4' A n8/& "'$1*'+2"%: 6.3 + 31I 3$41 $

$'&'� 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)9 6$/

(a1, . . . , an) ∈ A ⇐⇒ (∃y1) . . . (∃ym) f(a1, . . . , an, y1, . . . , ym) = 0.

�/&'H 09 6$/ 0"/H 3$4/ A ������
��� $����
��
��� <$/ 3+ )1 $ .# X&4.4'8
+ "$"/3$.

(a1, . . . , an) ∈ A ⇐⇒ (∃t)f(a1, . . . , an, c
(1)
m (t), . . . , c(m)

m (t)) = 0.

��



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,


+� 0"/H 3$4 n8/& "'$1*'+2"%: 6.3 + /5* ) + "%  I )4 35 !.(.6 3&. 
/5 *'!.. ] K$����

�����
�9 .+. �����
���
� ����
��� ��&��
�����
�K .
K�����
���
� �����
������� ����
��� ��&���

K9 " 4%4/)�I. #' 5* ) +%
&+'33' * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%: 0"/H 3$4�


� ���� ���� 4��
 A 3 ������
��� $����
��
��� ������
�� n��� ��
������
��! �
���# 
� �����%&
� ��� ������
�� ������
��� $����
��
��

{(a1, . . . , an−1) | (∃y)(a1, . . . , an−1, y) ∈ A},
{(a1, . . . , an−1, an) | (∀y)y≤an(a1, . . . , an−1, y) ∈ A}.

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �4 ) 0 /-/#"'6 ".�

pr(A) = {(a1, . . . , an−1) | (∃y)(a1, . . . , an−1, y) ∈ A},
∀(A) = {(a1, . . . , an−1, an) | (∀y)y≤an(a1, . . . , an−1, y) ∈ A}.

�3+. 0"/H 3$4/ A n8/& "'$1*'+2"%: 6.3 + * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/9 $/ 318
I 3$41 $ $'&'� 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� f(x1, . . . , xn, y)9 6$/

(a1, . . . , an) ∈ A ⇐⇒ (∃y)f(a1, . . . , an, y) = 0.

�/,)'

(a1, . . . , an−1) ∈ pr(A) ⇐⇒ (∃y)f(a1, . . . , an−1, l(y), r(y)) = 0

.

(a1, . . . , an) ∈ ∀(A) ⇐⇒ (∃y)
an∑
t=0

f(a1, . . . , an−1, t,Γ(y, t)) = 0,

,) Γ(y, t) ] (1"&!.� 
 ) +�� �
�'5/0".09 6$/ ����
��� n80 3$"/; (1"&!.. f(x1, . . . , xn) "'#%4' $3� 0"/8

H 3$4/
Γf = { (a1, . . . , an, f(a1, . . . , an)) | (a1, . . . , an) ∈ D(f) }.

�0  $ 0 3$/ 3+ )1FI'� )/3$'$/6"/ 4'H"'� $ /* 0'9 &/$/*'� 31I 3$4 ""/ *'38
G.*� $ &*1, "'G.: #"'".; / * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%: 0"/H 3$4':�


� ���� ��� !� 3��/�%� ��
,��� ��%��
��� ' /��%4��$� .�� 
���
�
��� ����	
� f ���� ���

��� ������
���" ����!��
��# 
 ���
�
����# �
��
�� �� ����
� ��� ������
��� $����
��
��� ������
����

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+. (1"&!.� f ".,) " /5* ) + "'9 $/   ,*'(.&
Γf 513$9 ' #"'6.$9 1$4 *H) ". $ /* 0% )+� ".,) " /5* ) + ""%: (1"&.!;
$*.4.'+2"/ 35*'4 )+.4/�

�13$2 f ] (1"&!.� 3 " 513$/; /-+'3$2F /5* ) + ".� D(f)9 ' #"'6.$9 . 3
" 513$%0 ,*'(.&/0 Γf �

��



§3� � &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0% 0"/H 3$4' . 5* ).&'$%

�3+. ,*'(.& Γf (1"&!.. f * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.09 $/ "';)1$3� $'&. 5*.8
0.$.4"/ * &1*3.4"% (1"&!.. α1(t)9 � � � 9 αn(t) . β(t)9 6$/

Γf = { (α1(t), . . . , αn(t), β(t)) | t ∈ N }.
�'330/$*.0 (1"&!.F

g(x1, . . . , xn) = µt(
n

&
i=1

xi = αi(t)).

�/,)'
f(x1, . . . , xn) = β(g(x1, . . . , xn)).

�/X$/01 ����	
� f ���

��� ������
���� �$0 $.0  I /)"/ 4'H"/ /-3$/�8
$ +23$4/� ��� $������
� ����	

 f µ��$���
�� 
�$������
�� �
�� ��
� ����


+� )/&'#'$ +23$4' /-*'$"/,/ 1$4 *H) ".� ����
� �%��" ���

��� ������
�
���" ����	

 ������
��� $����
��
� 5*.0 ".0 1H .35/+2#/4'4G1F3� " /)8
"/&*'$"/ 4%G 3: 01�

�M )/&'H 0 * &1*3.4"1F 5 * 6.3+.0/3$2 ,*'(.&/4 5*/3$ ;G.: (1"&!.;9
�M 13$'"/4.0 #'0&"1$/3$2 &+'33' (1"&!.; 3 * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%0.

,*'(.&'0. /$"/3.$ +2"/ /5 *'$/*/4 315 *5/#.!..9 5*.0.$.4"/; * &1*3.. .
0.".0.#'!..�

�5*'4 )+.4/3$2 5 *4/,/ 1$4 *H) ".� 3+ )1 $ .# 3+ )1FI.: 3//$"/G ".;�

Γ01 = {(U (1)
1 (x1), 01(U

(1)
1 (x1)) | x1 ∈ N },

Γs = {(U (1)
1 (x1), s(U

(1)
1 (x1)) | x1 ∈ N },

Γ
U

(k)
n

= { (c(1)n (t), . . . , c(n)
n (t), c(k)

n (t) ) | t ∈ N }.

/&'H 0 #'0&"1$/3$2 &+'33' (1"&!.; 3 * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%0. ,*'8

(.&'0. /$"/3.$ +2"/ /5 *'$/*/4 315 *5/#.!..9 5*.0.$.4"/; * &1*3.. . 0.8
".0.#'!..�

�13$2 (1"&!.� f = S(g; f1, . . . , fm) 5/+16 "' 5*.0 " ". 0 /5 *'$/*' 315 *8
5/#.!.. & (1"&!.�0 g9 f19 � � � . fm 3 * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%0. ,*'(.&'0. Γg9
Γf19 � � � . Γfm�

�/&'H 09 6$/ ,*'(.& Γf (1"&!.. f * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0�
�3+. :/$� -% /)." .# ,*'(.&/4 Γg9 Γf19 � � � . Γfm 513$9 $/ 513$ . ,*'(.& Γf

(1"&!.. f � �/X$/01 /" * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0 5/ /5* ) + ".F�
�13$2

Γfi
= { (αi,1(t), . . . , αi,n(t), αi(t)) | t ∈ N },

Γg = { (β1(t), . . . , βm(t), β(t)) | t ∈ N }.
P'0 $.09 6$/

(x1, . . . , xn, y) ∈ Γf ⇐⇒
(∃z1) . . . (∃zm)((x1, . . . , xn, z1) ∈ Γf1 & . . . &

(x1, . . . , xn, zm) ∈ Γfm & (z1, . . . , zm, y) ∈ Γg).

�D



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,

<$/ )' $ X&4.4'+ "$"/3$2

(x1, . . . , xn, y) ∈ Γf ⇐⇒ (∃t0)(∃t1) . . . (∃tm)

(x1 = α1,1(t1) & . . .& xn = α1,n(t1) &

x1 = α2,1(t2) & . . .& xn = α2,n(t2) &

. . . . . . . . . . . . . . .

x1 = αm,1(tm) & . . .& xn = αm,n(tm) &

β1(t0) = α1(t1) & . . .& βm(t0) = αm(tm) &

β(t0) = y).

�13$2 (1"&!.� f = PR(g; h) 5/+16 "' 5*.0 " ". 0 /5 *'$/*' 5*.0.$.48
"/; * &1*3.. & (1"&!.�0 g . h 3 * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%0. ,*'(.&'0. Γg

. Γh�
�/&'H 09 6$/ ,*'(.& Γf (1"&!.. f * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0�
�3+. :/$� -% /)." .# ,*'(.&/4 Γg .+. Γh 513$9 $/ 513$ . ,*'(.& Γf (1"&8

!.. f � �/X$/01 /" * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0�
�13$2

Γh = { (α1(t), . . . , αn(t), αn+1(t), αn+2(t), α(t)) | t ∈ N },

Γg = { (β1(t), . . . , βn(t), β(t)) | t ∈ N }.
�'5/0".09 6$/ f(x1, . . . , xn, y) = z $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' 31I 3$41 $ 5/8
3+ )/4'$ +2"/3$2 "'$1*'+2"%: 6.3 + b09 b19 � � � 9 by $'&'�9 6$/

b0 = g(x1, . . . , xn) & (∀t)t<ybt+1 = h(x1, . . . , xn, t, bt) & by = z.

�/3+ )"  *'4"/3.+2"/ 31I 3$4/4'".F 5/3+ )/4'$ +2"/3$. "'$1*'+2"%: 6.3 +
t09 t19 � � � 9 ty $'&/;9 6$/

(x1 = β1(t0) & . . . & xn = βn(t0) & b0 = β(t0) & β(ty) = z&

(x1 = α1(t1) & . . .& xn = αn(t1) &

0 = αn+1(t1) & b0 = αn+2(t1) & b1 = α(t1) &

x1 = α1(t2) & . . .& xn = αn(t2) &

1 = αn+1(t2) & b1 = αn+2(t2) & b2 = α(t2) &

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1 = α1(ty) & . . .& xn = αn(ty) &

y − 1 = αn+1(ty) & by−1 = αn+2(ty) & by = α(ty) ).

�'& &'& 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 "'$1*'+2"%: 6.3 + t09 t19 � � � 9 ty 0/H $ .0 $2
5*/.#4/+2"1F )+."19 $/ 4/35/+2#1 03� (1"&!. ; 
 ) +� Γ(x, y)� ��"��� 
����

D?



§3� � &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0% 0"/H 3$4' . 5* ).&'$%

u# �
� $�
 �%��� 0 ≤ s ≤ y Γ(u, s) = ts� �/+16' 0 X&4.4'+ "$"/3$2

(x1, . . . , xn, y, z) ∈ Γf ⇐⇒
(∃u)((x1 = β1(Γ(u, 0)) & . . . & xn = βn(Γ(u, 0))) &

((y = 0 & z = β(Γ(u, 0))∨
((y > 0) & (∀t)1≤t<y(x1 = α1(Γ(u, t)) & . . . & xn = αn(Γ(u, t))) &

t = αn+1(Γ(u, t))) & &α(Γ(u, t)) = αn+2(Γ(u, t+ 1)) &

β(Γ(u, 0)) = αn+2(Γ(u, 1)) & z = α(Γ(u, y)).

�# X$/; X&4.4'+ "$"/3$. 3+ )1 $9 6$/ ,*'(.& Γf (1"&!.. f * &1*3.4"/ 5 * 8
6.3+.0�

�13$2 (1"&!.� f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0 5/+16 "' 5*.0 " ".8
 0 µ8/5 *'$/*' & (1"&!.. g 3 * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%0 ,*'(.&/0 Γg�

�/&'H 09 6$/ ,*'(.& Γf (1"&!.. f * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0�
�3+. ,*'(.& Γg 513$9 $/ 513$ . ,*'(.& Γf (1"&!.. f � �/X$/01 /" * &1*8

3.4"/ 5 * 6.3+.0�
�13$2

Γg = { (α1(t), . . . , αn(t), αn+1(t), α(t)) | t ∈ N }.
�'5/0".09 6$/ f(x1, . . . , xn) = y $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' 31I 3$41 $ 5/3+ 8
)/4'$ +2"/3$2 "'$1*'+2"%: 6.3 + b09 b19 � � � 9 by $'&'�9 6$/

(∀t)t≤y(bt = g(x1, . . . , xn, t)) & (∀t)t<ybt �= 0 & by = 0.

�/3+ )"  *'4"/3.+2"/ 31I 3$4/4'".F 5/3+ )/4'$ +2"/3$. "'$1*'+2"%: 6.3 +
t09 t19 � � � 9 ty $'&/;9 6$/

(x1 = α1(t0) & . . .& xn = αn(t0) &

0 = αn+1(t0) & b0 = α(t0) & b0 �= 0&

x1 = α1(t1) & . . .& xn = αn(t1) &

1 = αn+1(t1) & b1 = α(t1) & b1 �= 0&

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1 = α1(ty−1) & . . .& xn = αn(ty−1) &

y − 1 = αn+1(ty−1) & by−1 = α(ty−1) & by−1 �= 0&

x1 = α1(ty) & . . .& xn = αn(ty) &

y = αn+1(ty) & by = α(ty) & by = 0 ).

�'& &'& 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 "'$1*'+2"%: 6.3 + t09 t19 � � � 9 ty 0/H $ .0 $2
5*/.#4/+2"1F )+."19 $/ 4"/42 4/35/+2#1 03� (1"&!. ; 
 ) +� Γ(x, y)� ��"���

D�



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,


���� u# �
� $�
 �%��� 0 ≤ s ≤ y Γ(u, s) = ts� �/+16' 0 X&4.4'+ "$"/3$2

(x1, . . . , xn, y, z) ∈ Γf ⇐⇒
(∃u)((∀t)t≤y((x1 = α1(Γ(u, t)) & . . . & xn = αn(Γ(u, t)) &

t = αn+1(Γ(u, t))) &

(∀t)t<y(α(Γ(u, t)) �= 0) &α(Γ(u, y)) = 0).

�# X$/; X&4.4'+ "$"/3$. 3+ )1 $9 6$/ ,*'(.& Γf (1"&!.. f * &1*3.4"/ 5 * 8
6.3+.0� �

� &'6 3$4 3+ )3$4.� )/&'#'""/; $ /* 0% 5/+16' 0 3+ )1FI1F $ /* 01�


� ���� ���� 5����
� �$�������
� D(f) 
 ������
�� ������
" R(f) �%��"
���

��� ������
���" ����	

 f ����%
�� ������
��� $����
��
���
 ����
���
���
�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+. 6'3$.6"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� f ".,) " 
/5* ) + "'9 $/   /-+'3$2 /5* ) + ".� D(f) . 0"/H 3$4/ #"'6 ".; R(f) 513$%�
P"'6.$ /". * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%�

�13$2 /-+'3$2 /5* ) + ".� D(f) 6'3$.6"/ * &1*3.4"/; (1"&!.. f ] " 518
3$/ 0"/H 3$4/� �/,)' ,*'(.& Γf X$/; (1"&!.. f .0  $ 4.)

Γf = { (α1(t), . . . , αn(t), α(t)) | t ∈ N },
,) α1(t)9 � � � 9 αn(t) . α(t) ] " &/$/*% 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"% (1"&!..� �/,)'

D(f) = { (α1(t), . . . , αn(t)) | t ∈ N }
.

R(f) = {α(t) | t ∈ N }.
�/X$/01 �����
� �$�������
� D(f) 
 ������
�� ������
" R(f) �%��" ���
�

��� ������
���" ����	

 f ����%
�� ������
��� $����
��
���
 ������
�
���
� �

� *"/ . /-*'$"/ 1$4 *H) ". � ������ ������
��� $����
��
��� ������
�
�� ��
� �����
� �$�������
� ����
���" ���

��� ������
���" ����	

�
�'5/0".09 6$/ 5/ /5* ) + ".F +F-/ * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/ 0"/H 3$4/
 3$2 0"/H 3$4/ #"'6 ".; " &/$/*/; 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/; (1"&!..�

�'330/$*.0 ���

���% !����
��
�

�����% ����	
% 0"/H 3$4' n−/& U
"'$1*'+2"%: 6.3 +

χ
(p)
U (x1, . . . , xn) =

{
1,  3+. (x1, . . . , xn) ∈ U,

" /5* ) + "/9  3+. (x1, . . . , xn) �∈ U


� ���� ���� -�����
�� n��� U ��
�������! �
��� ������
��� $����
��
�
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� ��� ���

���� !����
��
�

������ ����	
�
���

��� ������
����
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§3� � &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0% 0"/H 3$4' . 5* ).&'$%

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+. 0"/H 3$4/ U n8/& "'$1*'+2"%: 6.3 + 513$/9
 ,/ 6'3$.6"'� :'*'&$ *.3$.6 3&'� (1"&!.�9 -1)16. ".,) " /5* ) + ""/;9 �48
+� $3� 6'3$.6"/ * &1*3.4"/;�

�3+. H 0"/H 3$4/ U n8/& "'$1*'+2"%: 6.3 + " 513$/9 $/ "';)1$3� $'&. 
5*.0.$.4"/ * &1*3.4"% (1"&!.. α1(t)9 � � � 9 αn(t)9 6$/

U = { (α1(t), . . . , αn(t)) | t ∈ N }.
�/ $/,)'

Γ
χ

(p)
U

= { (α1(t), . . . , αn(t), 1) | t ∈ N }.
�/X$/01 ,*'(.& Γ

χ
(p)
U

6'3$.6"/; :'*'&$ *.3$.6 3&/; (1"&!.. χ
(p)
U 0"/H 3$4'

U * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.09 ' #"'6.$ 3'0' 6'3$.6"'� :'*'&$ *.3$.6 3&'� (1"&8
!.F χ

(p)
U 0"/H 3$4' U 6'3$.6"/ * &1*3.4"'�

�-*'$"/9  3+. 6'3$.6"'� :'*'&$ *.3$.6 3&'� (1"&!.F χ
(p)
U 0"/H 3$4' U 6'8

3$.6"/ * &1*3.4"'9 $/ * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0'   /-+'3$2 /5* ) + ".� D(χ
(p)
U )9

&/$/*'� 3/45')' $ 3 0"/H 3$4/0 U � �

/&'#'""'� $ /* 0' )' $  I /)"1 :'*'&$ *.3$.&1 * &1*3.4"/ 5 * 6.38

+.0%: 0"/H 3$49 &'& 0"/H 3$49 )+� &/$/*%: "';) $3� '+,/*.$09 #'4 *G'F8
I.; 34/F *'-/$1 $/+2&/ "' X+ 0 "$': X$/,/ 0"/H 3$4' L5*.0 ".0%; $/+2&/ &
X+ 0 "$'0 X$/,/ 0"/H 3$4'M� �3:/)"/ /5* ) + ". * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/8
,/ 0"/H 3$4' )'4'+/ '+,/*.$09 )'FI.; X+ 0 "$% X$/,/ 0"/H 3$4' 4 &'6 3$4 
* #1+2$'$/4 34/ ; *'-/$%�

� ! +/0 )/&'#'""% $ /* 0% 0/,1$ *'330'$*.4'$23� &'& 34.) $ +23$4/ )/8
3$'$/6"/;  3$ 3$4 ""/3$. 5/"�$.� * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/,/ 0"/H 3$4'� �I 
/)".0 $'&.0 34.) $ +23$4/0 0/H $ 3+1H.$2 3+ )1FI'� $ /* 0'�


� ���� ���5� .�� �%��" ���

��� ������
���" ����	



f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)

������
��

Uf = { (a1, . . . , an) = (∃y1) . . . (∃ym)(f(a1, . . . , an, y1, . . . , ym) = 0) }
������
��� $����
��
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� 
+� +F-/; 6'3$.6"/ * &1*3.4"/; (1"&!..
f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)   ,*'(.& Γf �4+� $3� * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%0 0"/8
H 3$4/0� �3+. /" 513$9 $/ 513$/ . 0"/H 3$4/ Uf �

� 5*/$.4"/0 3+16' "';)1$3� $'&. 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"% (1"&!..
α1(t)9 � � � 9 αn(t)9 β1(t)9 � � � 9 βm(t) . β(t)9 6$/

Γf = { (α1(t), . . . , αn(t), β1(t), . . . , βm(t), β(t)) }.
�/ $/,)'

Uf = { (a1, . . . , an) |(∃t)( a1 = α1(t) & an = αn(t) & β(t) = 0 ) }.

D�



�� ! ""# ( /*,(&% �'$	�/,!&)' �	&$0,,

�'& &'& (1"&!.. α1(t)9 � � � 9 αn(t) . β(t) 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"%9 $/ 0"/H 3$4/
Uf * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/� �

�*. m = 0 5/+16' 0 3+ )3$4. �

"���
,��� �� .�� �%��" ���

��� ������
���" ����	

 f(x1, . . . , xn) ����
���
��

Uf = { (a1, . . . , an) | f(a1, . . . , an) = 0 }
������
��� $����
��
���

"���
,��� �� C%��� ������
���� ������
�� �����
�� ������
��� $����
��
�
����
. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+. 0"/H 3$4/ U * &1*3.4"/9 $/  ,/ :'*'&$ 8
*.3$.6 3&'� (1"&!.� χU(x1, . . . , xn) * &1*3.4"'� � &1*3.4"'� 5 * 6.3+.0/3$2
0"/H 3$4' U 3+ )1 $ .# *'4 "3$4'

U = { (a1, . . . , an) = sg(χU(a1, . . . , an)) = 0 }.

�
� &'6 3$4 3+ )3$4.� $ /* 0% / ,*'(.& (1"&!.. 5/+16.0 $ /* 01 / "/*8

0'+2"/; (/*0 �� �+.".� P'0 $.09 6$/ 5/#H -1) $ )/&'#'" -/+  3.+2"%;
4'*.'"$ $ /* 0% �� �+.".� � 5/&' )/&'H 0 3+ )1FI1F $ /* 01�


� ���� ���� !* ����6��- / ��� "� #����$� .�� �%��" n����
��" ���
�

��� ������
���" ����	

 f ��"��
�� 
���� n+1����
��� ����	
� F # �
�

f(x1, . . . , xn) = l(µt(F (x1, . . . , xn, t) = 0).

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+. f ] n80 3$"'� 6'3$.6"/ * &1*3.4"'� (1"&!.�9
$/   ,*'(.& Γf * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0� �/X$/01 "';) $3� $'&'� 5*.0.$.4"/
* &1*3.4"'� (1"&!.� h(x1, . . . xn, y, z)9 6$/

(a1, . . . , an, b) ∈ Γf ⇐⇒ (∃z)h(a1, . . . an, b, z) = 0.

P"'6.$9
f(x1, . . . , xn) = l(µt(g(x1, . . . , xn, l(t), r(t)) = 0).


+� #'4 *G ".� )/&'#'$ +23$4' $ /* 0% )/3$'$/6"/ 5/+/H.$2

F (x1, . . . , xn, t) = g(x1, . . . , xn, l(t), r(t)).

�
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����� ��������

��� ��2��� �34 ��(�

�1I 3$41F$ *'#+.6"% 4'*.'"$% 0'G." �2F*.",' ] 3 /)"/; .+. 3 " 3&/+28
&.0. + "$'0.9 3 )/5/+".$ +2"/; 4:/)"/; + "$/;9 3 4:/)"/;9 4%:/)"/; . *'-/8
6 ; + "$'0.9 3 0"/,/0 *"%0. + "$'0. . $�)� � $/6&. #* ".� 4%6.3+.$ +2"%:
4/#0/H"/3$ ; X$. 4'*.'"$% 0'G." �2F*.",' X&4.4'+ "$"%� �: /3/- ""/3$.
"'6."'F$ .,*'$2 31I 3$4 ""1F */+29 +.G2 &/,)' "'3 ."$ * 31 $ " $/+2&/
5*."!.5.'+2"'� 4/#0/H"/3$2 * '+.#'!.. $/,/ .+. ."/,/ '+,/*.$0'9 "/ . 3+/H8
"/3$"% :'*'&$ *.3$.&.  ,/ 4%5/+" ".� "' *'330'$*.4' 0/; 0/) +.� �% *'38
30/$*.0 4 " &/$/*/0 30%3+ 5*/3$ ;G.; 4'*.'"$ ] ���
�� *�%�
��� � ����"
�������" ���
�" $�
��	
����� ����������" � ��� �
������ �0%3+ 3&'#'""/,/
3$'" $ �3 " .# )'+2" ;G.: /5* ) + ".;�

;���
� 4�:��
�� T .0  $ �
��
�
 ��	���� 9 .+. ��	���� ��
�
���
�< ��������9

AT = { a0, a1, . . . , an },
�
.���

�
 ��	���� 9 .+. ��	���� �
.���

�< ������
�
 9

QT = { q0, q1, . . . , qm },

��������. PT 9 ��
�. . �����.: ������. � <+ 0 "$% 4" G" ,/ '+('4.$'
"'#%4'F$3� 5*/3$/ �
������
9 ' X+ 0 "$% 4"1$* "" ,/ '+('4.$' ] ���
����
�
�
 ���
���
��
�

-�
�� 0'G."% �2F*.",' T *'#-.$' "' &/" 6"/ 6.3+/ �6  &9 4 &/$/*% 
0/H"/ #'5.3%4'$2 3.04/+% .# 4" G" ,/ '+('4.$' {a0, a1, . . . , an}9 5/X$/01 /" .
"'#%4' $3� �����

�� ���
����! �
������� �/ 6.3$/ $ :".6 3&.0 5*.6."'0
1)/-"/ 36.$'$29 6$/ 3* ). + "$/6"%: 3.04/+/4 .0  $3� $'& "'#%4' 0%; $��
�"
�
����9 &/$/*%; $*').!./""/ /-/#"'6'F$ 6 * # a0� �6 ;&. + "$% 15/*�)/6 "%
3+ 4' "'5*'4/� �% *'330'$*.4' 0 4'*.'"$ /5* ) + ".� 0'G."% �2F*.",'9 4
&/$/*/0 5* )5/+',' $3�9 6$/ + "$' $�
��	
����� ���������� � ��� �
������
<$/ /#"'6' $9 6$/ 4 5*/! 33 *'-/$% 0'G."% �2F*.",' *'#* G' $3� )/-'4+�$2
"/4% 513$% �6 ;&. &'& & 5*'4/019 $'& . & + 4/01 &/"!'0 + "$% L36.$' $3�9
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�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

6$/ 4 0/0 "$ )/-'4+ ".� 4 ".: #'5.3'" 513$/; 3.04/+ a0M� � 5*."!.5 0/H"/
-%+/ -% 36.$'$2 + "$1 - 3&/" 6"/;9 "/ 5/$* -/4'$29 6$/-% 4 &'H)%; 0/0 "$
4* 0 ". +.G2 &/" 6"/ 6.3+/   �6  & 3/) *H'+/ " 513$% 3.04/+%�

-��
�� *�%�
��� ��$�����
 ��"�
�
� � �
����
��� �����
� ������

.+.9 &'& ,/4/*�$9 $�
��
����

� &'H)%; 0/0 "$ 4* 0 ". ������� 0'G."% �2F*.",' T /-/#* 4' $ " &/8
$/*1F �6 ;&1 . 3'0' "':/).$3� 4 /)"/0 .# ���
����
! ���
���
" q09 q19 � � � 9
qm� �/3$/�". q0 $*').!./""/ "'#%4' $3� ����%�

������ ���
���
���

�'-/$' 0'G."% �2F*.",' 3/3$/.$ .# /$) +2"%: $'&$/49 4%5/+"� 0%: 3/8
,+'3"/   5*/,*'00 PT �

��������� PT 0'G."% �2F*.",' T ] X$/ &/" 6"%; "'-/* &/0'") 4.)'�

qiaj −→ qsatD,

,) D ∈ {L, S, R }� �*. X$/0 &'H)/; 5'* 3.04/+/4 (qi, aj) 5*. i > 0 3//$4 $8
3$41 $ */4"/ /)"' &/0'")'9 4 &/$/*/; 5 * ) −→ 3$/.$ 3+/4/ qiaj � <$1 &/0'")1
0% -1) 0 /-/#"'6'$2 6 * # PT (i, j)�

4��
 � ������
�
�����" �����
 ������
 ������� ���
�� *�%�
��� ��!��
�

�� � ���
���

 qi $�
 i > 0# � � �����������" �% ���"�� ��!��

�� �
����
aj# 
� ���
�� ��$�����
 ������� PT (i, j) �����&
� �������;

�M  3+. &/0'")' .0  $ 4.)

qiaj −→ qsatS,

$/ 4 /-/#* 4' 0/; �6 ;& 3.04/+ aj #'0 "� $3� "' 3.04/+ at9 ,/+/4&' 5 * :/).$
4 3/3$/�". qs . /3$' $3� "' 0 3$ 7

�M  3+. &/0'")' .0  $ 4.)

qiaj −→ qsatR .+. qiaj −→ qsatL,

$/ 4 /-/#* 4' 0/; �6 ;& 3.04/+ aj #'0 "� $3� "' 3.04/+ at9 ,/+/4&' 5 * 8
:/).$ 4 3/3$/�". qs . 3)4.,' $3� 4 3/3 )"FF 35*'4' L3//$4 $3$4 ""/ 3+ 4'M
�6 ;&1� �*. X$/09  3+. 36.$%4'FI'� ,/+/4&' "':/).+'32 4 3'0/; 5*'4/; L+ 8
4/;M �6 ;& 9 $/ & + "$ )/-'4+� $3� "/4'� 513$'� �6 ;&'9 4 &/$/*1F #'5.3'"
513$/; 3.04/+ a0�

�3+. 4 * #1+2$'$ 4%5/+" ".� " &/$/*/; &/0'")% ������� ���
�� $�
!��
�

 � ����%�

������ ���
���
� q09 $/ 0'G."' ����
���������� 9 $'& &'&
5/ /5* ) + ".F ". /)"' &/0'")' 5*/,*'00% " "'6."' $3� 3 q0�

�/+"/ /5.3'". 3/3$/�".� 0'G."% �2F*.",' 4 )'""%; 0/0 "$ 4* 0 ".
#')' $3� 3+/4/0 4.)' AqiajB9 ,) qi ] 3/3$/�". ,/+/4&. 4 )'""%; 0/0 "$9 aj ]
3.04/+9 #'5.3'""%; 4 /-/#* 4' 0/; �6 ;& 9 ' A . B ] 3+/4'9 #'5.3'""% + 4  
. 5*'4  X$/; �6 ;&.� �'&/ 3+/4/ AqiajB "'#%4' $3� ���
�
 ��
	��.��9��
�
 .+. 5*/3$/ ��
	��.��9��
 9 /5.3%4'FI ; 3/3$/�". 0'G."% �2F*.",' 4
)'""%; 0/0 "$� �*. X$/0 -1) 0 ,/4/*.$29 6$/ ���
�� T ��!��

�� � ����
�
����	

 AqiajB�
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§1� �'G."% �2F*.",'

�13$2 &/"(.,1*'!.�KT 9 4 &/$/*/; 0'G."' �2F*.",' T "':/).$3� 4 )'""%;
0/0 "$ 4* 0 ".9 .0  $ 4.) KT = AqiajB9 ,) 1 ≤ i ≤ m9 0 ≤ j ≤ n�

�5* ) +.0 &/"(.,1*'!.F K ′
T 9 4 &/$/*1F ���
�� $���"��
 � ������
�
�

$�
�����
� ���
��
�
��%&�" ������� PT (i, j) .# 5*/,*'00% PT �
�M �3+. &/0'")' .0  $ 4.) qiaj −→ qsatS9 $/ K ′

T = AqsatB�
�M �13$2 4%5/+"� 0'� &/0'")' .0  $ 4.) qiaj −→ qsatR�
�3+. 3+/4/ B " 513$/9 $� � B = apB

′ 5*. " &/$/*/0 ap9 $/

K ′
T = AatqsapB

′.

�3+. H 3+/4/ B 513$/9 $/ K ′
T = Aatqsa0�

�M �13$2 4%5/+"� 0'� &/0'")' PT (i, j) .0  $ 4.) qiaj −→ qsatL�
�3+. 3+/4/ A " 513$/9 $� � A = A′ap 5*. " &/$/*/0 ap9 $/

K ′
T = A′qsapatB

′.

�3+. H 3+/4/ A 513$/9 $/ K ′
T = qsa0atB�

�* ). 4"1$* "".: 3/3$/�".; 0'G."% �2F*.",' T 6'3$/ 4%) +�F$  I .

�����
�� 3/3$/�". q1�

 �����" ���
��" *�%�
��� T ������ �����

� AT # $��������%&
" +$����
����
���%&
", ����� � �� ������� �����

� AT � ����� � 
�� �� �����

��

�13$2 E ] 3+/4/ 4/ 4" G" 0 '+('4.$ AT 0'G."% �2F*.",' T 9 $� � E ∈ A∗
T �

P'5.G 0 3+/4/ E 5/3+ )/4'$ +2"/ "' + "$1 0'G."%9 "'6."'� 3/ 4$/*/; �6 ;&.9
' 4 5 *41F �6 ;&1 5/0 3$.0 513$/; 3.04/+ a0� �/0 3$.0 ,/+/4&1 "' 5 *41F
�6 ;&1 . 5*.4 ) 0   4 "'6'+2"/ 3/3$/�". q19 $� � 5*.4 ) 0 0'G."1 �2F*.",'
T 4 &/"(.,1*'!. q1 a0 E�

�3+. 0'G."' �2F*.",' T 9 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. q1a0E9 6 * # &/8
" 6"/ 6.3+/4 $'&$/4 *'-/$% 5 * ;) $ 4 &/"(.,1*'!.F 4.)' Dq0B9 $/ 3+/4/
DB "'#%4' $3� ������
�
�� $�
�����
� � ����� E �����

�� AT 9 /5* ) +�8
 0/,/ 0'G."/; �2F*.",' T � � 5*/$.4"/0 3+16' 0% ,/4/*.09 6$/ �����

�
AT � ����� E �� $�
���
�� 
*1,.0. 3+/4'0.9 0% 36.$' 09 6$/ 0'G."' T 4%8
6.3+� $ " &/$/*1F 3+/4'*"1F (1"&!.F fT (x)9 #"'6 ". 0 &/$/*/; 5*. x = E
�4+� $3� 3+/4/ DB9 5*.6 09 X$' (1"&!.� /5* ) + "' $/+2&/ )+� $ : 3+/4 E9
5*. &/$/*%: 0'G."' /3$'"/4.$3��

�4 ) 0 " &/$/*% /-/#"'6 ".��
#'5.32 AqiajB �

T
A′qpalB

′ -1) $ /-/#"'6'$29 6$/ ���
�� *�%�
��� T 
�

����
����	

 AqiajB �� �������� �
��� ����� +
��
�� ����
�, $���!��

 �
����
����	
% A′qpa′lB# 
 $�
 (
�� �� $��
�!��

 $�
����
���
� $��
�! �����
� ������ ���	� ���
� L" 5*/.3:/).$ 3)4., #' + 4%; &*'; + "$%M9

#'5.32 AqiajB �
T

A′qpalB
′ -1) $ /-/#"'6'$29 6$/ ���
�� *�%�
��� T 
�

����
����	

 AqiajB �� �������� �
��� ����� +
��
�� ����
�, $���!��

 �
����
����	
% A′qpa′lB# 
 $�
 (
�� �� $��
�!��

 $�
����
���
� $��
�! �����
�
 � ������# �
 � $������ ���	�� ���
� L" 5*/.3:/).$ 3)4., ". #' + 4%;9 ".
#' 5*'4%; &*'� + "$%M�
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�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

�'G."% �2F*.",' 0/H"/ .35/+2#/4'$2 )+� 4%6.3+ ".� (1"&!.;9 '*,18
0 "$% . #"'6 ".� &/$/*%: 5*/- ,'F$ 3+/4' 4 )'""/0 '+('4.$ 9 3/) *H'I 03�
4 '+('4.$ + "$/6"%: 3.04/+/4� � 6'3$"/3$.9 * 62 0/H $ .)$. / 4%6.3+ "..
����	
" �
 ��
��������� �������
��

�5* ) +.0 )4' 5/"�$.� 4%6.3+.0/3$. (1"&!.. 0'G."/; �2F*.",' ] ���
���������� . �������
�� �������������


/,/4/*.03� / " &/$/*%: /-I 5*."�$%: 3/,+'G ".�:� 3.04/+ a0 -1) 0 /-/8
#"'6'$2 6 * # 09 3.04/+ a1 ] 6 * # 19 )+� +F-/; -1&4% a 6 * # am -1) 0 /-/8
#"'6'$2 3+/4/ )+."% m9 43 -1&4% &/$/*/,/ ] X$/ a9 $� � 3+/4/ 4.)' a . . . a� �*.
X$/0 "'$1*'+2"/ 6.3+/ n 5* )3$'4+� $3� 3+/4/0 n̄ )+."% n 4 /)"/-1&4 ""/0
'+('4.$ {1}9 $� � 3+/4/0 1n�

�13$2 f ] n80 3$"'� L6'3$.6"'�M (1"&!.� 3 /-+'3$2F /5* ) + ".�
D(f) ⊆ Nn�

�'G."' �2F*.",' T ��������� (1"&!.F f 9  3+. 4%5/+" "% )4' 13+/4.��
513$2 〈b1, . . . , bn〉 ] 5*/.#4/+2"%; "'-/* "'$1*'+2"%: 6.3 +
�M ���
 〈b1, . . . , bn〉 �∈ D(f)# 
�# ����� ����
�
� � ����
����	



q1 0 1b1 0 . . . 0 1bn 0,

���
�� *�%�
��� T �
����� �� $�
��
 � ����%�

������ ���
���
� q0 +���
�
�� �� ��
����

��# ����
��
 ���������� �����# �����,9

�M ���
 〈b1, . . . , bn〉 ∈ D(f)# 
�# ����� ����
�
� � ����
����	



q1 0 1b1 0 . . . 0 1bn 0,

���
�� *�%�
��� T ����� �������� �
��� ����� +
��
�� ����
�, $�
��
 �
����%�

������ ���
���
� q0 +��
����

��,# $��������� $�
 (
�� ����
���
��	
� 
���
 �
� Cq0D# 
 � ����� CD �
���� 1 �!��

 f(b1, . . . , bn) ����

�'G."' �2F*.",' T �������
� ��������� (1"&!.F f 9  3+. 4%5/+" "%
)4' 13+/4.��

513$2 〈b1, . . . , bn〉 ] 5*/.#4/+2"%; "'-/* "'$1*'+2"%: 6.3 +
�M ���
 〈b1, . . . , bn〉 �∈ D(f)# 
�# ����� ����
�
� � ����
����	



q1 0 1b1 0 . . . 0 1bn 0,

���
�� *�%�
��� T �
����� �� $�
��
 � ����%�

������ ���
���
� q0 +���
�
�� �� ��
����

��# ����
��
 ���������� �����# �����,9

�M ���
 〈b1, . . . , bn〉 ∈ D(f)# 
�# ����� ����
�
� � ����
����	



q1 0 1b1 0 . . . 0 1bn 0,

���
�� *�%�
��� T ����� �������� �
��� ����� +
��
�� ����
�, $�
��
 �
����%�

������ ���
���
� q0 +��
����

��,# $�
���

q1 0 1b1 0 . . . 0 1bn 0 �
T
q001f(b1,...,bn)0 . . . 0.
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O.3+/4'� (1"&!.� "'#%4' $3� ���������
 �� 4�:��
�. 9 ���
 ��&��
�
���
 ���
�� *�%�
���# ���
���%&�� (
� ����	
%�

�/#H -1) $ )/&'#'"/9 6$/ 3+ )1FI  1$4 *H) ". *'4"/3.+2"/ 4����.
N�����

4���� 4�:��
��2 4��
 ����
���� ����	
� ���
��
�� � 
�
�


����
������# 
� ��� ���
��
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����
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9 5/8
X$/01 " 0/H $ 3$'4.$23� 4/5*/3 /  ,/ 0'$ 0'$.6 3&/0 )/&'#'$ +23$4 � � X$/;
$/6&. #* ".� 4���� 4�:��
�� 5/)/- " (.#.6 3&/01 #'&/"1 . +F-/;  3$ 3$8
4 ""/8"'16"/; ,.5/$ # � 
/&'#'$2 4���� 4�:��
�� " +2#�9 /)"'&/ " /-:/).8
0/  ,/ &'&8$/ /-/3"/4'$2�

�'G ; -+.H';G ; ! +2F -1) $ 5*.4 ) ". )/3$'$/6"/ 1- ).$ +2"%:9 "'
"'G 4#,+�)9 )/4/)/4 4 5/+2#1 5*."�$.� 4����� 4�:��
��9 ' #"'6.$9 . *'48
"/3.+2"/,/  01 4����� N����� � X$/; ! +2F 0% *'#/42 0 " &/$/*1F $ :".8
&1 K*�%�
����� $�������
�����
�K9 3/#)').0 K�
��
�
��� �
�����
��! *�%�
�
�����! $�������K9 *'#*'-/$' 0 " &/$/*% 0 $/)% 5/+16 ".� "/4%: K*�%�
�
�����! $�������K .# .0 FI.:3�9 )/&'H 0 $���
����% ���
��
���
� $�
*�%�
��� �%��" ���

��� ������
���" ����	

 . 6'3$.6"1F * &1*3.4"/3$2
&'H)/; 4%6.3+.0/; 5/ �2F*.",1 (1"&!..� �3 X$/ 40 3$ 3 13$'"/4+ ""/;
*'"  6'3$.6"/; * &1*3.4"/3$2F 4'H"%: $ /* $.&/86.3+/4%: (1"&!.; 0/H $
3+1H.$2 4 3/0%0 '*,10 "$/0 4 5/+2#1 5*."�$.� 4����� 4�:��
��9 ' #"'6.$9
. *'4"/3.+2"/,/  01 4����� N�����

�5* ) +.0 )4 /5 *'!.. "') 0'G."'0. �2F*.",'9 &/$/*% 31I 3$4 ""/
/-+ ,6'$ "'0 5/3$*/ ". "/4%: 0'G." �2F*.",' 5/ *'"  5/3$*/ ""%0�

� *4'� /5 *'!.� ] X$/ �������9�� 0'G." �2F*.",'�
�13$2 T1 . T2 ] 0'G."% �2F*.",' 3 /)".0 . $ 0 H 4" G".0 '+('4.$/0

A . 4"1$* "".0. '+('4.$'0. Q1 = {q0, q1, . . . , qm} . Q2 = {q0, q1, . . . , qp} 3//$8
4 $34 ""/�

�/,)' �������9��
 0'G." �2F*.",' T1 . T2 "'#%4' $3� 0'G."'
�2F*.",' T 3 $ 0 H 4" G".0 '+('4.$/0 A9 4"1$* "".0 '+('4.$/0
Q = {q0, q1, . . . , qm, qm+1, . . . , qm+p} . 5*/,*'00/; PT 9 ,) 

PT = (PT1)q0 [qm+1] ∪ (PT2)q1,...,qp[qm+1, . . . , qm+p].

O * # (PT2)q1,...,qp[qm+1, . . . , qm+p] /-/#"'6 " * #1+2$'$ /)"/4* 0 ""/; #'0 "% 4/
43 : &/0'")': 5*/,*'00% PT2 q1 "' qm+19 q2 "' qm+29 � � � 9 qp "' qm+p9 ' 6 * #
(PT1)q0[qm+1] /-/#"'6 " * #1+2$'$ #'0 "% 4/ 43 : &/0'")': 5*/,*'00% PT1 q0
"' qm+1�

�/3$*/ ""1F 0'G."1 �2F*.",' T 9 �4+�FI1F3� ���$��
	
�" 0'G." T1 .
T29 -1) 0 /-/#"'6'$2 6 * # T1 · T29 ' ."/,)' . 5*/3$/ T1T2�

�3+. 0'G."' �2F*.",' T "'6."' $ *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. ZqiW 9 ,) Z .
W ] 3+/4' 4   4:/)"/0 '+('4.$ A9 ' 1 ≤ i ≤ m9 $/ /"' K3"'6'+' *'-/$' $ &'&
0'G."' �2F*.",' T1K ]  3+. 0'G."' �2F*.",' T19 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.8
,1*'!.. ZqiW 9 " /3$'"/4.$3�9 $/ " /3$'"/4.$3� . 0'G."' �2F*.",' T 9  3+.

DD



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

H 0'G."' �2F*.",' T19 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. ZqiW 9 /3$'"/4.$3�
4 &/"(.,1*'!.. Uq0V 9 $/ )'+2G 0'G."' �2F*.",' T K*'-/$' $ &'& 0'G."'
�2F*.",' T29 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. Uq1V K� �/+  $/6"/9  3+. 0'G."'
�2F*.",' T29 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. Uq1V 9 " /3$'"/4.$3�9 $/ " /3$'8
"/4.$3� . 0'G."' �2F*.",' T 9  3+. H 0'G."' �2F*.",' T29 "'6'4 *'-/$'$2 4
&/"(.,1*'!.. Uq1V 9 /3$'"/4.$3� 4 &/"(.,1*'!.. Xq0Y 9 $/ 0'G."' �2F*.",'
T /3$'"/4.$3� 4 X$/; H &/"(.,1*'!..� �3+. H m+1 ≤ i ≤ m+ p9 $/ 0'G."'
�2F*.",' T K*'-/$' $ &'& 0'G."' �2F*.",' T2K�

�*.3$15' 0 & 5/3$*/ ".F 0'G." �2F*.",'9 4%6.3+�FI.: " /-:/).0% 
)+� )'+2" ;G ,/ (1"&!..� � 43 : *'330'$*.4' 0%: ".H 0'G." �2F*.",'
T -1) $ /)." . $/$ H 4" G".; '+('4.$ AT = {0, 1}9 ' .: 4"1$* "".; '+('4.$
-1) $ 4.) " .# 3.3$ 0% &/0'")�

����
�� 
.��2 �/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' T09 4%5/+"�FI1F 5* /-*'#/8
4'". 

q1001a0 |�
T

q001a00.

q10 −→ q20R, q20 −→ q31S,

q31 −→ q31R, q30 −→ q40L,

q41 −→ q50L, q51 −→ q51L,

q50 −→ q00S.

�����
 �����2 �/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' Rs Lright − shiftM9 4%5/+"�8
FI1F 5* /-*'#/4'". 

q101a0 |�
Rs

01aq00.

q10 −→ q20R, q21 −→ q21R,

q20 −→ q00S.

-���
 �����2 �/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' Ls Lleft−shiftM9 4%5/+"�FI1F
5* /-*'#/4'". 

01aq10 |�
Ls

q001a0.

q10 −→ q20L, q21 −→ q21L,

q20 −→ q00S.

4��
�����9��2 �/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' Tr LtranspositionM9 4%5/+"�8
FI1F 5* /-*'#/4'". 

01aq101b0 |�
Tr

01bq001a0.

�/" 6"/9 5*/,*'001 0'G."% �2F*.",' Tr 0/H"/ -%+/ -% 4%5.3'$2 " 5/8
3* )3$4 ""/ &/0'")' #' &/0'")/;9 . X$/ :/*/G  15*'H" ". )+� 6.$'$ +�9
/)"'&/ 0% "' X$/0 " 3+/H"/0 5*.0 * 5*/) 0/"3$*.*1 0 " &/$/*% 4'H"% 

�??



§1� �'G."% �2F*.",'

)+� )'+2" ;G ,/ 5*. 0% 5/3$*/ ".� .3&/0%: 0'G." �2F*.",' 5/ .0 FI.08
3� 4 3//$4 $3$4.. 3 #'*'"  3/3$'4+ ""%0 5+'"/0� �*. * '+.#'!.. X$/,/ 5+'"'
-1) $ 5/+ #"'  I /)"' /5 *'!.� "') 0'G."'0. �2F*.",' ] ���������
���

A��������
�� ����
 4�:��
�� T09 T1 . T2 5/ 5'* 3/3$/�".; 〈qs, qt〉�
�13$2 T09 T1 . T2 ] 0'G."% �2F*.",' 3 /)".0 . $ 0 H 4" G".0 '+('4.8

$/0 A . 4"1$* "".0. '+('4.$'0. Q0 = {q0, q1, . . . , qk}9 Q1 = {q0, q1, . . . , qm} .
Q2 = {q0, q1, . . . , qp} 3//$4 $3$4 ""/9 ' qs . qt ] )4' 4%) + ""%: 3/3$/�".� 0'8
G."% �2F*.",' T0�

�* -1 $3� 5/3$*/.$2 0'G."1 �2F*.",' T 3 $ 0 H 4" G".0 '+('4.$/0
A9 3 4"1$* "".0 '+('4.$/09 3/) *H'I.0 4"1$* "".; '+('4.$ 0'G."% T0 .
*'-/$'FI1F 3+ )1FI.0 /-*'#/0�

"'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. UqiW 9 ,) U 9 W ] 3+/4' 4   4:/)"/0 '+('8
4.$ A9 ' qi ] 4"1$* ""  3/3$/�". 0'G."% �2F*.",' T09 /"' K3"'6'+' *'-/$' $
&'& 0'G."' �2F*.",' T0K9 5*. X$/09  3+. 4 :/) 4%6.3+ ".; /"' 5*.:/).$ 4
3/3$/�". qs . "':/).$3� 4 X$/$ 0/0 "$ 4 &/"(.,1*'!.. XqsY 9 $/ )'+2G /"'
*'-/$' $ $'&9 K&'& *'-/$'+' -% 0'G."' �2F*.",' T19 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"8
(.,1*'!.. Xq1Y K9  3+. H 4 :/) 4%6.3+ ".; /"' 5*.:/).$ 4 3/3$/�". qt .
"':/).$3� 4 X$/$ 0/0 "$ 4 &/"(.,1*'!.. XqtY 9 $/ )'+2G /"' *'-/$' $ $'&9
K&'& *'-/$'+' -% 0'G."' �2F*.",' T29 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. Xq1Y K�

� &'6 3$4 0'G."% T 0/H"/ 4#�$2 0'G."1 �2F*.",' 3 $ 0 H 4" G".0
'+('4.$/0 A9 4"1$* "".0 '+('4.$/0

Q = {q0, q1, . . . , qk, qk+1, . . . , qk+m−1, qk+m, . . . , qk+m+p−2}

. 5*/,*'00/; PT 9 ,) 

PT = (PT0)(ŝ,t̂) ∪ (PT1)q1,q2,...,qm[qs, qk+1, . . . , qk+m−1]∪
(PT2)q1,q2,...,qp[qt, qk+m, . . . , qk+m+p−2].

O * # (PT0)(ŝ,t̂) /-/#"'6 " * #1+2$'$ 1)'+ ".� .# 5*/,*'00% 0'G."% �2F8
*.",' PT0 43 : &/0'") PT0(s, j) . PT0(t, j)9 $� � &/0'") 3 + 4/; 6'3$2F 4.)' qsaj

.+. qtaj� �0%3+ /3$'+2"%: /-/#"'6 ".; $'&/; H 9 &'& . 5*. 5/3$*/ ".. &/08
5/#.!.. 0'G." �2F*.",'�

A��������
�� ����
 4�:��
�� T09 T1 . T2 5/ 5'* 3/3$/�".; 〈qs, qt〉
-1) 0 /-/#"'6'$2 6 * #

T0

T1

T2

�
�
�
��

�
�
�
��

qs

qt

�.3� j��

�?�



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

�+'" 5/3$*/ ".� 0'G."% �2F*.",' Tr LtranspositionM9 4%5/+"�FI ; 5* 8
/-*'#/4'". 

01aq101b0 |�
Tr

01bq001a0.

�M �$*/.0 0'G."1 T19 4%5/+"�FI1F 5* /-*'#/4'". 

q101a0 |�
T1

q01
a00

q10 −→ q20R, q11 −→ q21S,

q21 −→ q21R, q20 −→ q30L,

q31 −→ q40L, q30 −→ q00S,

q41 −→ q41L, q40 −→ q01S.

�M �$*/.0 0'G."1 T 9 &/$/*'� 4%5/+"� $ 5* /-*'#/4'". 

0q11
b01a0 |�

T

01bq001a0,

' 5*. a− t > 0 ] 5* /-*'#/4'". 

01a−tq11
b01t0 |�

T

01a−t−1q11
b01t+10.

q10 −→ q20L, q11 −→ q21L,

q20 −→ q30R, q31 −→ q31R,

q30 −→ q00S, q21 −→ q40R,

q41 −→ q41R, q40 −→ q51L,

q50 −→ q10S, q51 −→ q60L,

q61 −→ q61L, q60 −→ q11S.

� &'6 3$4 0'G."% �2F*.",' Tr9 4%5/+"�FI ; $*'"35/#.!.F9 0/H"/ 4#�$2
&/05/#.!.F T1 · T 0'G." �2F*.",' T1 . T �

�'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. 01aq101b09 0'G."' �2F*.",' Tr9 *'-/$'�
&'& 0'G."' �2F*.",' T19 4%5/+".$ 5 * :/) 4.)'

01aq101b0 |�
Tr

01aqt1
b00.

�'& &'& 01aq11
b00 = 01aq11

b01009 $/ 0'G."' �2F*.",' T1 K-1) $ 5 * "/3.$2 �9
3$/�I. 3+ 4' /$ ,/+/4&.9 4 4%) + ""/ 0 3$/ 0 H)1 "1+�0.K 5/&' " 4/#8
".&" $ &/"(.,1*'!.� 0q11

b01a09 &/$/*'� -1) $ 5 * 4 ) "' 4 #'&+F6.$ +2"1F
&/"(.,1*'!.F 01bq001a0�

Q����
��2 �/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' D9 4%5/+"�FI1F 5* /-*'#/4'". 

q101a0 �
D
q001a01a0.

�?�



§1� �'G."% �2F*.",'

�/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' D9 4%5/+"�FI1F 5*. a > 0 5* /-*'#/4'". 

q101a01b01c0 �
T
q101a−101b+101c+10,

' 5*. a = 0 ] 5* /-*'#/4'". 

q1001b01c0 �
T
q001b01c0.

q10 −→ q20R, q20 −→ q31S,

q31 −→ q31R, q30 −→ q40R,

q41 −→ q41R, q40 −→ q50L,

q51 −→ q60L, q50 −→ q70L,

q61 −→ q61L, q60 −→ q71L,

q71 −→ q80L, q81 −→ q81L,

q80 −→ q00S, q21 −→ q91S,

q91 −→ q91R, q90 −→ q100L,

q101 −→ q110R, q110 −→ q121S,

q121 −→ q121R, q120 −→ q130R,

q131 −→ q131R, q130 −→ q141S,

q141 −→ q141L, q140 −→ q150L,

q151 −→ q151L, q150 −→ q160L,

q161 −→ q161L, q160 −→ q10S.

�3+. 5*.0 ".$2 0'G."1 T & "'6'+2"/; &/"(.,1*'!.. q101a0 = q101a01001009 $/
6 * # &/" 6"/ 6.3+/ G',/4 5/+16.0 #'&+F6.$ +2"1F &/"(.,1*'!.F q001a01a0�

R���������
 �����2 
+� 5*/.#4/+2"/,/ "'$1*'+2"/,/ 6.3+' n 5/3$*/.0
0'G."1 �2F*.",' Sn9 4%5/+"�FI1F 5* /-*'#/4'". 

q101b101b20 . . . 01bn |�
Sn

q001b20 . . . 01bn01b1.

� &'6 3$4 0'G."% �2F*.",' Sn 0/H"/ 4#�$2

(Rs · Tr)n−1 · (Ls)n−1.

C�������
��2 
+� 5*/.#4/+2"/,/ "'$1*'+2"/,/ 6.3+' n 5/3$*/.0 0'G."1
�2F*.",' Cn9 4%5/+"�FI1F 5* /-*'#/4'". 

q101b101b20 . . . 01bn �
Cn

q001b101b20 . . . 01bn01b101b20 . . . 01bn.

�/3$*/ ". 0'G."% �2F*.",' Cn 4%5/+".0 .")1&!. ; 5/ n�
�/+',' 0 C1 = D� �3+. 0'G."' �2F*.",' Cn 1H 5/3$*/ "'9 5/+',' 0

Cn+1 = (Rs)n ·D · (Ls)n · (Sn+2)
n · (Rs)2 · Cn · (Ls)2 · S2n+2 · Sn+1.

�?�



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

����� ���� '�!����� +$���
�"�
�, ����	

 $���
���� ���
��
�� $� *�%�
�
����

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �'G."' �2F*.",' 3 5*/,*'00/;

q10 −→ q20R, q21 −→ q21R,

q20 −→ q31S, q31 −→ q31L,

q30 −→ q00S

5*'4.+2"/ 4%6.3+� $ (1"&!.F 3+ )/4'".� s(x)9 ' 0'G."' �2F*.",' O1 3 5*/8
,*'00/;

q10 −→ q20R, q21 −→ q21R,

q20 −→ q30L, q31 −→ q30L,

q30 −→ q00S

5*'4.+2"/ 4%6.3+� $ "1+ 41F (1"&!.F 0(x)�
R1"&!.F 5*/ &$.*/4'".� Un

m(x1, . . . , xn) = xm 5*'4.+2"/ 4%6.3+� $ 0'G.8
"' �2F*.",'

(Sm)m−1 · (Rs)n−1 · (O1 · Ls)n−1.

�

����� ���� 4��
 n����
��� ����	
� f $������� $�
�����
�� �$���
��� ���
$��$��
	

 � $���
���� ���
��
��� m����
��" ����	

 g 
 m n����
���
����	
�� f1# � � � # fm# 
� 
 ����	
� f $���
���� ���
��
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 0'G."' �2F*.",' G 5*'4.+2"/ 4%6.3+� $
m80 3$"1F (1"&!.F g9 ' 0'G."% F19 � � � 9 Fm 5*'4.+2"/ 4%6.3+�F$ n80 3$"% 
(1"&!.. f19 � � � 9 fm� �/,)' 0'G."'

Cn · (Rs)n · F1 · (Ls)n · (Sn+1)
n · Rs · Cn · (Rs)n · F2 · (Ls)n · (Sn+1)

n · Rs · . . .
Cn · (Rs)n · Fm · (Ls)n · (Sn+1)

n · Rs · (Ls)m−1 ·G
5*'4.+2"/ 4%6.3+� $ (1"&!.F f = S(g; f1, . . . , fm)� �

����� ���� 4��
 n+1����
��� ����	
� f $������� $�
�����
�� �$���
���
$�
�


���" ������

 � $���
���� ���
��
��� n����
��" ����	

 g 
 n+2�
���
��" ����	

 h# 
� 
 ����	
� f $���
���� ���
��
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 0'G."' �2F*.",' G 5*'4.+2"/ 4%6.38
+� $ n80 3$"1F (1"&!.F g9 ' 0'G."' H 5*'4.+2"/ 4%6.3+� $ (1"&!.F h�
�/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' T 9 &/$/*'� -1) $ 5*'4.+2"/ 4%6.3+�$2 (1"&!.F
f = PR(g; h)�

�-/#"'6.0 6 * # T1 3+ )1FI1F 0'G."1 �2F*.",'

(Sn+1)
n · (Rs) · (Cn+1) · (Rs)n+1 ·G · (Ls)n+2 · (Sn+2) · (Rs)n+2.

�?�



§1� �'G."% �2F*.",'

� 5/3* )3$4 ""'� 5*/4 *&' 3 4%5.3%4'". 0 K1#+/4%:K 5*/0 H1$/6"%: &/"(.8
,1*'!.; 5/&'#%4' $9 6$/

q101b10 . . . 01bn01b0 �
T1

01b10 . . . 01bn01001b−0q001f(b1,...,bn,0)

�/" 6"/9

01b10 . . . 01bn01001b−0q001f(b1,...,bn,0) = 01b10 . . . 01bn001bq001g(b1,...,bn),

"/ 0% 4%-*'+. 1&'#'""/ 5* )3$'4+ ". 9 6$/-% +16G -%+ �3 " :/) 4%6.3+ 8
".;�

�/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' T29 4%5/+"�FI1F 5 * :/)

01b10 . . . 01bn01b01b−bq101f(b1,...,bn,b) �
T2

q001f(b1,...,bn,b)0.

�'G."1 �2F*.",' T2 3$*/.0 &'& &/05/#.!.F *'"  5/3$*/ ""%: 0'G." .
5/51$"/ 4%5.3%4' 0 K&+F6 4% K &/"(.,1*'!..

01b10 . . . 01bn01b01b−bq101f(b1,...,bn,b)

(Ls)n+2 : q01b10 . . . 01bn01b01b−b01f(b1,...,bn,b)

(Sn+3)
n+2 : q01f(b1,...,bn,b)01b10 . . . 01bn01b0

(Rs)n+1 : 01f(b1,...,bn,b)01b10 . . . 01bnq01b0

(O1 · Ls)n : q001f(b1,...,bn,b)0.

�/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' T39 4%5/+"�FI1F 5*. b− i > 0 5 * :/)

01b10 . . . 01bn01i01b−iq101f(b1,...,bn,i) �
T3

01b10 . . . 01bn01i+101b−(i+1)q001f(b1,...,bn,i+1)0.

�'G."1 �2F*.",' T3 3$*/.0 &'& &/05/#.!.F *'"  5/3$*/ ""%: 0'G." . 5/8
51$"/ 4%5.3%4' 0 K&+F6 4% K &/"(.,1*'!..

01b10 . . . 01bn01i01b−iq101f(b1,...,bn,i)

(Ls)n+2 : q01b10 . . . 01bn01i01b−i01f(b1,...,bn,i)0

(Sn+3)
n+1 : q01b−i01f(b1,...,bn,i)01b10 . . . 01bn01i0

(Rs)2 · Cn+1 · Ls : 01b−iq01f(b1,...,bn,i)01b10 . . . 01bn01i01b10 . . . 01bn01i0

S2n+3 · (Rs)n+1 ·H : 01b−i01b10 . . . 01bn01i0q01f(b1,...,bn,i+1)

(Ls)n+2 · Sn+2 · (Rs)n+1 : 01b10 . . . 01bn01iq01b−i01f(b1,...,bn,i+1)

T ′ : 01b10 . . . 01bn01i+101b−(i+1)q001f(b1,...,bn,i+1),

,) 6 * # T ′ /-/#"'6 "' 0'G."'9 4%5/+"�FI'� 5*. b− i > 0 5 * :/)

01iq101b−i0 |�
T ′

01i+101b−(i+1)q00

�?�



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

q10 −→ q21R, q21 −→ q30R,

q31 −→ q31R, q30 −→ q30S.


+� 5/3$*/ ".� *'#4 $4+ ".� 0'G." T2 . T3 5/3$*/.0 K15*'4+�FI1F 0'G.8
"1K T49 &/$/*'� .# &/"(.,1*'!..

01b10 . . . 01bn01i01b−iq101f(b1,...,bn,i)

5 * :/).$ 4 3/3$/�". q2 5*. b− i = 0 . 4 3/3$/�". q3 5*. b− i > 0�

q10 −→ q40L, q41 −→ q31R,

q40 −→ q20R.

�/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' T59 �4+�FI1F3� �����
����
�� ���
� *�%�
�
��� T4# T2 
 T3 $� $��� ���
���
" 〈q2, q3〉 � ��	
��
���
�� T3 �� T4� <$/
/#"'6' $9 6$/ 3"'6'+' 0'G."' T5 *'-/$' $ &'& T4� �3+. T4 5*.:/).$ 4 3/3$/�8
". q29 $/ )'+2G T5 *'-/$' $ &'& T2 . 5/3+ 5*.:/)' T2 4 3/3$/�". q0 0'G."'
T5 /3$'"'4+.4' $3�� �3+. T4 5*.:/).$ 4 3/3$/�". q39 $/ )'+2G T5 *'-/$' $
&'& T3 . 5/3+ 5*.:/)' T3 4 3/3$/�". q0 4"/42 "'6."' $ *'-/$'$2 0'G."' T4�


+� 5/+16 ".� 0'G."% T5 3"'6'+' 3$*/.0 0'G."1 T ′
59 �4+�FI1F3� ����

��
����
�� ���
� *�%�
��� T4# T2 
 T3 $� $��� ���
���
" 〈q2, q3〉9 &/$/*1F
0% /-/#"'6' 0 6 * #

T4

T2

T3

�
�
�
��

�
�
�
��

q2

q3

�.3� j��

� 5*/,*'00 0'G."% T ′
5 4:/H) ".� 3/3$/�".� q09 5/�4.4G. 3� .# 4:/H) 8

".; X$/,/ 3/3$/�".� q0 4 5*/,*'001 0'G."% T3 5*. 5/3$*/ ".. *'#4 $4+ ".�
T ′

5 0'G." �2F*.",' T49 T2 . T3 5/ 5'* 3/3$/�".; 〈q2, q3〉9 #'0 ".0 "' "'6'+2"/ 
3/3$/�". q1 0'G."% T4�


+� +16G ,/ 5/".0'".� 3&'#'""/,/ 0/H"/ /-*'$.$23� & *.31"&1 j��

T4

T2

T3

�
�
�
��

�
�
�
��

q2

q3
�

q0

�.3� j��

�?E



§1� �'G."% �2F*.",'

� &'6 3$4 0'G."% �2F*.",' T 9 5*'4.+2"/ 4%6.3+�FI ; (1"&!.F
f = PR(g; h) 0/H"/ 4#�$2 0'G."1 T1 · T5�


+� +16G ,/ 5/".0'".� 3&'#'""/,/ 0/H"/ /-*'$.$23� & *.31"&1 j��

T1 · T4

T2

T3

�
�
�
��

�
�
�
��

q2

q3
�

q0

�.3� j��

�
�) +' 0 /)"/ #'0 6'". 5/ 5/4/)1 µ8/5 *'$/*'� �'4 "3$4/

f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = h(x1, . . . , xn, y))

0/H"/ #'0 ".$2 *'4 "3$4/0

f(x1, . . . , xn) = µy(|g(x1, . . . , xn, y) − h(x1, . . . , xn, y)| = 0),

5/X$/01 43 ,)' 0/H"/ 36.$'$29 6$/ #')'". (1"&!.. µ8/5 *'$/*/0 .0  $ 4.)

f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0).

����� ���� 4��
 n����
��� ����	
� f $������� $�
�����
�� µ��$���
��� �
$���
���� ���
��
��" n + 1����
��" ����	

 g# 
� 
 ����	
� f $���
����
���
��
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 0'G."' �2F*.",' G 5*'4.+2"/ 4%6.3+�8
 $ n + 180 3$"1F (1"&!.F g� �/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' T 9 &/$/*'� -1) $
5*'4.+2"/ 4%6.3+�$2 (1"&!.F f = µyg�

�-/#"'6.0 6 * # T1 3+ )1FI1F 0'G."1 �2F*.",' Cn+1 · (Rs)n+1� �/,)'

q101b10 . . . 01bn0 �
T1

01b10 . . . 01bn010q001b10 . . . 01bn010.

�/,)' 0'G."' �2F*.",' G 4%5/+"� $ 5 * :/)

01b10 . . . 01bn01iq101b10 . . . 01bn01i �
G

01b10 . . . 01bn01iq001g(b1,...,bn,i)0.

�$*/.0 0'G."1 �2F*.",' T29 4%5/+"�FI1F 5*. c = 0 5 * :/)

01b10 . . . 01bn01iq101c0 �
T2

q001i0.

�?�



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

� &'6 3$4 T2 0/H"/ 4#�$2 3+ )1FI1F 0'G."1 �2F*.",'

(Ls)n+1 · (Sn+1)
n · (Ls)n+1 · (O1 · Ls)n+1.

�$*/.0 0'G."1 �2F*.",' T39 4%5/+"�FI1F 5*. c > 0 5 * :/)

01b10 . . . 01bn01iq101c0 �
T2

01b10 . . . 01bn01i+1q001b10 . . . 01bn01i+10.

� &'6 3$4 T3 0/H"/ 4#�$2 3+ )1FI1F 0'G."1 �2F*.",'

O1 · Ls · Ts · (Ls)n · Cn+1 · (Rs)n+1,

,) Ts ] 0'G."' �2F*.",'9 5*'4.+2"/ 4%6.3+�FI'� (1"&!.F 3+ )/4'".� s(x)�

+� 5/3$*/ ".� *'#4 $4+ ".� 0'G." T2 . T3 5/ 5'* 3/3$/�".; 〈q2, q3〉 5/8

3$*/.0 K15*'4+�FI1F 0'G."1K T49 &/$/*'� .# &/"(.,1*'!..

01b10 . . . 01bn01iq101c0

5 * :/).$ 4 3/3$/�". q2 5*. c = 0 . 4 3/3$/�". q3 5*. c > 0�

q10 −→ q40R, q41 −→ q21L,

q40 −→ q30L.

�/3$*/.0 0'G."1 �2F*.",' T59 �4+�FI1F3� &/05/#.!. ; G . �����
����
�
� ���
� *�%�
��� T4# T2 
 T3 $� $��� ���
���
" 〈q2, q3〉 � ��	
��
���
��
T3 �� G� <$/ /#"'6' $9 6$/ 3"'6'+' 0'G."' T5 *'-/$' $ &'& G9 ' #'$ 0 &'& T4�
�3+. T4 5*.:/).$ 4 3/3$/�". q29 $/ )'+2G T5 *'-/$' $ &'& T2 . 5/3+ 5*.:/)'
T2 4 3/3$/�". q0 0'G."' T5 /3$'"'4+.4' $3�� �3+. T4 5*.:/).$ 4 3/3$/�". q39
$/ )'+2G T5 *'-/$' $ &'& T3 . 5/3+ 5*.:/)' T3 4 3/3$/�". q0 4"/42 "'6."' $
*'-/$'$2 0'G."' G�


+� 5/+16 ".� 0'G."% T5 3"'6'+' 3$*/.0 0'G."1 T ′
59 �4+�FI1F3� ����

��
����
�� ���
� *�%�
��� T4# T2 
 T3 $� $��� ���
���
" 〈q2, q3〉9 &/$/*1F
0% /-/#"'6' 0 6 * #

T4

T2

T3

�
�
�
��

�
�
�
��

q2

q3

�.3� j��

P'$ 0 3$*/.0 &/05/#.!.F G ·T ′
5 0'G." G . T ′

59 5/3+ X$/,/ 4 5*/,*'00 0'8
G."% G·T ′

5 4:/H) ".� 3/3$/�".� q09 5/�4.4G. 3� .# 4:/H) ".; X$/,/ 3/3$/�".�

�?�



§1� �'G."% �2F*.",'

q0 4 5*/,*'001 0'G."% T3 5*. 5/3$*/ ".. *'#4 $4+ ".� T ′
5 0'G." �2F*.",'

T49 T2 . T3 5/ 5'* 3/3$/�".; 〈q2, q3〉9 ' #'$ 0 &/05/#.!.. G · T ′
59 #'0 ".0 "'

"'6'+2"/ 3/3$/�". q1 0'G."% G�

+� +16G ,/ 5/".0'".� 3&'#'""/,/ 0/H"/ /-*'$.$23� & *.31"&1 jE�

G · T4

T2

T3

�
�
�
��

�
�
�
��

q2

q3
q0

�.3� jE�

� &'6 3$4 0'G."% �2F*.",' T 9 5*'4.+2"/ 4%6.3+�FI ; (1"&!.F f = µy

0/H"/ 4#�$2 0'G."1 T1 · T5�

+� +16G ,/ 5/".0'".� 3&'#'""/,/ 0/H"/ /-*'$.$23� & *.31"&1 j�

T1 ·G · T4

T2

T3

�
�
�
��

�
�
�
��

q2

q3
q0

�.3� j��
�

�# )/&'#'""%: + 00 3*'#1 3+ )1 $ 3+ )1FI'� (1")'0 "$'+2"'� $ /* 0'�


� ���� ���� C%��� ���

��� ������
���� ����	
� $���
���� ���
��
�� $�
*�%�
����

�5*'4 )+.4' . /-*'$"'� $ /* 0'�


� ���� ���� C%��� ���
��
��� $� *�%�
��� ����	
� ���

��� ������
����

P'0 $.09 6$/ 4 $ /* 0 * 62 .) $ 5*/3$/ / 4%6.3+.0/3$.9 ' " /-�#'$ +2"/
/ 5*'4.+2"/; 4%6.3+.0/3$.� � 5/3* )3$4 ""%0 3+ )3$4. 0 X$.: )41: $ /* 0
-1) $ 3+ )1FI'� $ /* 0'�


� ���� ���� C%��� ���
��
��� $� *�%�
��� ����	
� $���
���� ���
��
���


+� )/&'#'$ +23$4' )41: 5/3+ )".: $ /* 0 "'0 5/$* -1 $3� 4%5/+".$2 " 8
&/$/*1F *'-/$1 5/ ��
���

��	

 
���

 ���
� *�%�
����

�?D



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

��� 
 ��&���#�.�" ��� �� &�2�� �34 ��(�

S +2 X$/,/ 5'*',*'(' ] ��
���

�
����
� 
���
% ���
� *�%�
���9 #'8
0 ".4 &'H)1F .# ".: 3//$4 $3$41FI.0 "/0 */0� � &'6 3$4 3+ )3$4.� -1)1$
5/+16 "% 
������ �� �����

�
�����" ��������
���

 $������ $�
���
���
�

 
 ����$�
���
���

 ��� ���
� *�%�
���9 ' X$/9 4 34/F /6 * )29 3$'" $
/$5*'4"/; $/6&/; "' 51$. 13$'"/4+ ".� �����

�
�����" ��������
���

 ���
�� $������ � �������# ��
���

�����" ���
��# 
���

 �
��� . $�)�

�1) 0 36.$'$29 6$/ 4" G".; '+('4.$AT = {a0, . . . , an} +F-/; 0'G."% �2F8
*.",' T �4+� $3� 5/)0"/H 3$4/0 0"/H 3$4'

A = {a0, a1, . . . , an, . . .},
'   4"1$* "".; '+('4.$ QT = {q0, q1, . . . , qm} ] 5/)0"/H 3$4/0 0"/H 3$4'

Q = {q0, q1, . . . , qm, . . .}.
�'& &'& 3/3$/�". +F-/; 0'G."% �2F*.",' T 4 &'H)%; 0/0 "$ 4* 0 ". /5.8
3%4' $3� &/"(.,1*'!. ; 4.)' AqiajB9 ,) A . B ] 3+/4' 4 '+('4.$ Q9 $/ 3
&'H)%0 3+/4/0 W 4 X$/0 '+('4.$ 34�#%4'F$3� )4' "/0 *' nl(W ) . nr(W )�

nl(ai0ai1 . . . ait−1ait) = pit
0 p

it−1

1 . . . pi1
t−1p

i0
t ,

nr(ai0ai1 . . . ait−1ait) = pi0
0 p

i1
1 . . . p

it−1

t−1 p
it
t .

� &'6 3$4 "/0 *' &/"(.,1*'!.. K = AqiajB 4/#20 0 6.3+/

α(K) = 2nl(A) · 3i · 5j · 7nr(B),

4 &'6 3$4 "/0 *' &/0'")% PT (i, j) 4.)'

qiaj =⇒ qsatD

4/#20 0 6.3+/
β(PT (i, j)) = p2s·3t·5n(D)

c(i,j) ,

,) n(S) = 09 n(L) = 1 . n(R) = 2�
9������ n(T ) ���
�� *�%�
��� T "'#/4 0 $��
������
� �������

β(PT (i, j)) ���! �� �������

�/&'H 09 6$/ 5* ).&'$ Tm(x) ] Kx ] ����� ����
���" ���
�� *�%�
���K
5*.0.$.4"/ * &1*3.4 "�

�'330/$*.0 )4 (1"&!.. I(n) . J(n)9 )'FI. 5/ "/0 *1 n 0'G."% �2F8
*.",' T 6.3+/ X+ 0 "$/4 4   4"1$* "" 0 . 4" G" 0 '+('4.$':�

I(n) = max
i≤n

(∃j)j≤n((p(c(i, j)) |n) ∨ exp(0, exp(j, n)) = i),

J(n) = max
j≤n

(∃i)i≤n((p(c(i, j)) |n) ∨ exp(1, exp(i, n)) = j).

��?



§2� �*.(0 $.#'!.� $ /*.. 0'G." �2F*.",'


+� 13$'"/4+ ".� $�
�


���" ������
����

 (1"&!.; I(n) . J(n) )/3$'$/68
"/ #'0 $.$29 6$/ )+� +F-/,/ 5* ).&'$' P (x1, . . . , xn, y, t) 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

max
t≤y

P (x1, . . . , xn, y, t) = y
·− min

t≤y
P (x1, . . . , xn, y, y

·− t).

�*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 5* ).&'$' Tm(x) ] Kx ] ����� ����
���" ���
�
�� *�%�
���K 3+ )1 $ .# X&4.4'+ "$"/3$.

Tm(x) ⇐⇒ (∀j)j≤x¬(p(c(0, j))|x) &

(∀i)1≤i≤I(x)(∀j)i≤J(x)(p(c(i, j)) | x) &

(∀y)y≤x(exp(y, x) = 0 ∨ (∃i)1≤i≤I(x)(∃j)i≤J(x)y = c(i, j)) &

(∀i)1≤i≤I(x)(∀j)i≤J(x)(exp(2, exp(c(i, j), x)) ≤ 2 &

(∀y)y≤x exp(y + 3, exp(c(i, j), x)) = 0).

�'G ; -+.H';G ; ! +2F -1) $ $��
����
� $�
�


��� ������
���! �����
	
"# �$
����%&
! $��	��� ���
����
"# ��$�������! ���
��" *�%�
����

�'6" 0 0% 3 5/3$*/ ".� )+� 5*/.#4/+2"/,/ "'$1*'+2"/,/ 6.3+' n n80 3$"/;
(1"&!.. δn(x1, . . . , xn)9 &/$/*'� )+� 5*/.#4/+2"/,/ "'-/*' (a1, . . . , an) "'$18
*'+2"%: 6.3 + )' $ ����� ��������" ����
����	



q1 0 1a1 0 . . . 0 1an 0,

$� )/+H"/ -%$2 4%5/+" "/ *'4 "3$4/

δn(a1, . . . , an) = α(q1 0 1a1 0 . . . 0 1an 0).

�-/#"'6.0 6 * # B 3+/4/ 1a1 0 . . . 0 1an 0� �/,)'

nr(B) =

a1−1∏
i=0

pi ·
a1+a2∏
i=a1+1

pi ·
a1+a2+a3+1∏
i=a1+a2+2

pi ·

. . .
a1+a2+a3+...+an−1+an+n−2∏

i=a1+a2+...+an−1+n−1

pi.

�*. X$/0 36.$' 09 6$/
0−1∏
i=0

pi = 1� �'330/$*.0 (1"&!.F

γr(x1, . . . , xn) =

x1−1∏
i=0

pi ·
x1+x2∏
i=x1+1

pi ·
x1+x2+x3+1∏
i=x1+x2+2

pi ·

. . .
x1+x2+x3+...+xn−1+xn+n−2∏

i=x1+x2+...+xn−1+n−1

pi.

���



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

�3"/9 6$/ γr(x1, . . . , xn) ] 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.��
�'& &'&

α(q1 0 1a1 0 . . . 0 1an 0) = 20 31 50 7nr(B),

$/
δn(x1, . . . , xn) = 3 · 7γr(x1,...,xn).

�/3$*/.0 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"1F (1"&!.F S1(i, j, u, v, s, t, ε) $'&1F9 6$/
���
 ������� PT (i, j) ���
�� *�%�
��� T 
���
 �
�

qiaj =⇒ qsatD,

� (AqiajB)′T 3 ����
����	
�# $��������� 
� ����
����	

 AqiajB � ������
�
�
��$�����
� (
�" �������# 
�

S1(i, j, nl(A), nr(B), s, t, n(D)) = α((AqiajB)′T ).

�3+. n(D) = 09 $/ D ] S� �/X$/01 (AqiajB)′T = AqsatB . 0% 5/+',' 0

S1(i, j, u, v, s, t, 0) = 2u · 3s · 5t · 7v.

�3+. n(D) = 19 $/ D ] L� �/X$/01 (AqiajB)′T = A′qsaαatB 5*. A = A′aα .
(AqiajB)′T = qsa0atB 5*. 513$/0 A�

�/+',' 0

S1(i, j, u, v, s, t, 1) = 2

u∏
i=0 p

exp(i+1,u)
i · 3s · 5exp(0,u) · 7pt

0·
v∏

i=0
p
exp(i,v)
i+1

.

�3+. n(D) = 29 $/ D ] R� �/X$/01 (AqiajB)′T = AatqsaαB
′ 5*. B = aαB

′ .
(AqiajB)′T = Aatqsa0 5*. 513$/0 B�

�/+',' 0

S1(i, j, u, v, s, t, 2) = 2
pt
0·

u∏
i=0 p

exp(i,u)
i+1 · 3s · 5exp(0,v) · 7

v∏
i=0

p
exp(i+1,v)
i

.

�/+',' 0

S1(i, j, u, v, s, t, ε) = S1(i, j, u, v, s, t, 0) · sg(ε) +

S1(i, j, u, v, s, t, 1) · sg(|ε− 1|) + S1(i, j, u, v, s, t, 2) · sg(|ε− 2|).

�/3$*/.0 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"1F (1"&!.F S2(n, i, j, u, v) $'&1F9 6$/ ���

n = n(T ) 3 ����� ���
�� *�%�
��� T # � $�������� ��
���" �!��

 �������
PT (i, j)# 
��%&�� �
�

qiaj =⇒ qsatD,

� (AqiajB)′T 3 ����
����	
�# $��������� 
� ����
����	

 AqiajB � ������
�
�
��$�����
� (
�" �������# 
�

S2(n, i, j, nl(A), nr(B)) = α((AqiajB)′T ).

���



§2� �*.(0 $.#'!.� $ /*.. 0'G." �2F*.",'

P'0 $.09 6$/
exp(c(i, j), n(T )) = 2s · 3t · 5n(D).

�/X$/01 5*. i > 0 (1"&!.F S2(n, i, j, u, v) 0/H"/ #')'$2 *'4 "3$4/0

S2(n, i, j, u, v) =

S1(i, j, u, v, exp(0, exp(c(i, j), n)), exp(1, exp(c(i, j), n)), exp(2, exp(c(i, j), n))).

�3$' $3� )/5/+".$2 X$/ /5* ) + ". *'4 "3$4/0

S2(n, 0, j, u, v) = 2u · 30 · 5j · 7v.

�/3$*/.0 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"1F (1"&!.F S3(n,m) $'&1F9 6$/ ���

n = n(T ) 3 ����� ���
�� *�%�
��� T # m = α(KT ) 3 ����� ����
����	


KT # � (KT )′T 3 ����
����	
�# $��������� 
� ����
����	

 KT � ������
�
�
��$�����
� ����" �������# 
�

S3(n,m) = α((KT )′T ).

�# 4%G 3&'#'""/,/ 3+ )1 $9 (1"&!.F S3(n,m) 0/H"/ /5* ) +.$2 *'4 "3$4/0

S3(n,m) = S2(n, exp(1, m), exp(2, m), exp(0, m), exp(3, m)).

�/3$*/.0 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"1F (1"&!.F S(n,m, k) $'&1F9 6$/ ���

n = n(T ) 3 ����� ���
�� *�%�
��� T # m = α(KT ) 3 ����� ����
����	

 KT #

� (KT )
(k)
T 3 ����
����	
�# $��������� 
� ����
����	

 KT �� k 
��
�� ����
�

���
�� *�%�
��� T # 
�

S(n,m, k) = α((KT )
(k)
T ).

R1"&!.F S(n,m, k) 0/H"/ /5* ) +.$2 3: 0/; 5*.0.$.4"/; * &1*3..{
S(n,m, 0) = m,

S(n,m, k + 1) = S3(n, S(n,m, k))

�/3$*/.0 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"1F (1"&!.F pr19 &/$/*'� $� ������
m = α(KT ) ����
����	

 KT ���
 �
��� �!�����
" �
����� a1 � ����
���
��	
% KT � R1"&!.F pr1 0/H"/ #')'$2 *'4 "3$4/0

pr1(m) =

m∑
i=0

sg(| exp(i, exp(0, x))− 1|) +

sg(| exp(2, x)− 1|) +
m∑

i=0

sg(| exp(i, exp(3, x))− 1|).

�# /5* ) + ".; 5/3$*/ ""%: (1"&!.; 3*'#1 3+ )1$9 6$/  3+. n80 3$"'�
(1"&!.� f(x1, . . . , xn) 4%6.3+.0' "' 0'G." �2F*.",' T 3 "/0 */0 n0 = n(T )9
$/

���



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

����	
� f(x1, . . . , xn) �$�������� �� ������ (x1, . . . , xn) ��
�������! �
���

���� 
 
����� 
����# ����� ��&��
���
 
���� k# �
�

exp(1, S(n0, δn(x1, . . . , xn), k)) = 0.

�'330/$*.0 6'3$.6"/ * &1*3.4"1F (1"&!.F

ηn(t, x1, . . . , xn) = µy(exp(1, S(t, δn(x1, . . . , xn), y)) = 0).


� ���� ���� C%��� ���
��
��� $� *�%�
��� ����	
� ���

��� ������
����

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+. n80 3$"'� (1"&!.� f(x1, . . . , xn) 4%6.3+.0'
"' 0'G." �2F*.",' T 3 "/0 */0 n0 = n(T )9 $/ 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

f(x1, . . . , xn) = pr1(S(n0, δn(x1, . . . , xn), ηn(n0, x1, . . . , xn)).

�

"���
,���� 4��
 ����	
� ���
��
�� $� *�%�
���# 
� ��� $���
���� ���
�
��
�� �� ����
���" ���
�� *�%�
��� � �����
� �����

��# ���
��&
�
�
�� 
� ���! �
�������
. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �3+. (1"&!.� 4%6.3+.0' 5/ �2F*.",19 $/ /"'
6'3$.6"/ * &1*3.4"'� � &'H)'� 6'3$.6"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� 5*'4.+2"/ 4%8
6.3+.0' "' " &/$/*/; 0'G." �2F*.",' 3 4" G".0 '+('4.$/09 3/3$/�I.0
+.G2 .# )41: 3.04/+/4� �

�'330/$*.0 4/5*/3 / 31I 3$4/4'".. 1".4 *3'+2"%: (1"&!.; )+� *'#+.68
"%: &+'33/4 6'3$.6"/ * &1*3.4"%: (1"&!.;�

����������� ���� n+1����
��� ����	
� U(t, x1, . . . , xn) �������
�� ��
����
������" ��� ������ K n����
��! ����	
"# ���


6, $�
 �%��� �
��
�������� t0 n����
��� ����	
� U(t0, x1, . . . , xn) $�
�
������

 ������ K#

�, ��� �%��" ����	

 f(x1, . . . , xn) 
� ������ K ��"��
�� 
���� �
��� t0#
�
� n����
��� ����	
� U(t0, x1, . . . , xn) ���$����
 � ����	
�" f(x1, . . . , xn)�


� ���� ���� ��
 �%��� n ��&��
���
 n + 1����
��� ���

��� ������
��
��� ����	
�# ��
���������� ��� ������ ���! n����
��! ���

��� ������
���!
����	
"�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �'330/$*.0 n+ 180 3$"1F 6'3$.6"/ * &1*3.4"1F
(1"&!.F

U (n+1)(t, x1, . . . , xn) = pr1(S(t, δn(x1, . . . , xn), ηn(t, x1, . . . , xn)).

�# 4%G 3&'#'""/,/ 3+ )1 $9 6$/ n+180 3$"'� 6'3$.6"/ * &1*3.4"'� (1"&!.�
U (n+1)(t, x1, . . . , xn) �4+� $3� 1".4 *3'+2"/; )+� &+'33' 43 : n80 3$"%: 6'3$.68
"/ * &1*3.4"%: (1"&!.;� �

���



§2� �*.(0 $.#'!.� $ /*.. 0'G." �2F*.",'


� ���� ���� 9� ��&��
���
 ������
��" $�
�


��� ������
���" �����
	

# ��
���������" ��� ������ ���! �������
��! $�
�


��� ������
���!
����	
"�


� ���� ���� 9� ��&��
���
 ������
��" ������
���" ����	

 ��
��������
��" ��� ������ ���! �������
��! ������
���! ����	
"�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� 
/&'#'$ +23$4/ X$.: )41: $ /* 0 5*/4/).$3� 5/
 )."/; 3: 0 �

�-/#"'6.0 6 * #K &+'33 43 : /)"/0 3$"%: 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"%: (1"&8
!.;� �* )5/+/H.09 6$/ )+� " ,/ 31I 3$41 $ 1".4 *3'+2"'� )410 3$"'� 5*.0.8
$.4"/ * &1*3.4"' (1"&!.� U(t, x)� �'330/$*.0 (1"&!.F D(x) = U(x, x) + 1�
�/,)' D(x) ∈ K� �/X$/01 "';) $3� $'&/ 6.3+/ n09 6$/ 5*. +F-/0 x 4%5/+"�8
 $3� *'4 "3$4/

D(x) = U(n0, x).

<$/ *'4 "3$4/ 5*. x = n0 )' $ 5*/$.4/* 6. 

U(n0, n0) + 1 = U(n0, n0).


+� * &1*3.4"%: (1"&!.; )/&'#'$ +23$4/ 5*/4/).$3� 5*/3$/; #'0 "/; 3+/4
K5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.�K "' K* &1*3.4"'� (1"&!.�K� �

�&'#%4' $3�9 6$/ ��� ������ ���! �������
��! $�
�


��� ������
���!
����	
" ��&��
���
 ��
���������� ������
��� ������
���� ����	
�� �'&
&'& "'0 X$/$ ('&$ 4 )'+2" ;G 0 " 5/$* -1 $3�9 $/ 0% " -1) 0 5*.4/).$2
3//$4 $3$41FI  )/3$'$/6"/ 3+/H"/ )/&'#'$ +23$4/�

�'330/$*.0 .3$/*.6 3&. 4'H"% 5* ).&'$%9 34�#'""% 3 4%6.3+.0/3$2F
"' 0'G."': �2F*.",'�

� *4%0 .# ".: -1) $ 5* ).&'$9 &/$/*%; 0% /-/#"'6.0 6 * # T (z, x, y, t)�
�/+',' 0

T (z, x, y, t) ⇐⇒
z ] ����� ���
�� *�%�
��� T ,

��
���� $������

 ����
����	
% q101x0

� ����
����	
% �
�� q001y0 . . . 0 �� ����� ��� �� t ������

�%G -%+' 5/3$*/ "' 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� S(n,m, k) $'&'�9
6$/  3+. n = n(T ) ] "/0 * 0'G."% �2F*.",' T 9 m = α(KT ) ] "/0 * &/"(.8
,1*'!.. KT 9 ' (KT )

(k)
T ] &/"(.,1*'!.�9 5/+16 ""'� .# &/"(.,1*'!.. KT #' k

$'&$/4 *'-/$% 0'G."% �2F*.",' T 9 $/

S(n,m, k) = α((KT )
(k)
T ).

�*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 5* ).&'$' T (z, x, y, t) 3+ )1 $ .# X&4.4'+ "$8
"/3$.

T (z, x, y, t) ⇐⇒ Tm(z) &S(z, δ1(x), t) = 2030 · 507

y∏
i=1

p
i
·−1 .

���



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

�-/#"'6.0 6 * # T1(z, x, y) 5* ).&'$ T (z, x, l(y), r(y))� �/,)' ���

��� ���
����
���� ����	
�

U(z, x) = l(µy(T1(z, x, y)))

�����
�� ��
���������" ��� ������ ���! �������
��! ���

��� ������
���!
����	
"�

�"'+/,.6"/ )+� +F-/,/ n n����
��� ���

��� ������
���� ����	
�

U(z, x1, . . . , xn) = l(µy(T1(z, cn(x1, . . . , xn), y)))

�����
�� ��
���������" ��� ������ ���! n����
��! ���

��� ������
���!
����	
"�

�-/#"'6.0 6 * # Tn(z, x1, . . . , xn, y) 5* ).&'$ T1(z, cn(x1, . . . , xn), y)9 ' 6 * #
χTn(z, x1, . . . , xn, y) ]  ,/ :'*'&$ *.3$.6 3&1F (1"&!.F� �/,)' +F-'� n80 3$"'�
6'3$.6"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� f(x1, . . . , xn) 5* )3$'4.0' 4 4.) 

f(x1, . . . , xn) = l(µy(sg(χTn(z0, x1, . . . , xn, y)) = 0))

5*. " &/$/*/0 (.&3.*/4'""/0 z0� �/3+ )"  5* )3$'4+ ". "/3.$ "'#4'". 
���������� ����� :�
�
�

�'330/$*.0 " &/$/*% '+,/*.$0.6 3&. 5*/-+ 0% )+� 0'G." �2F*.",'�
�������� �����
������� �������
�
� �����

�# $������%&
" $�

$��
�������" ���
�� *�%�
��� T 
 $� $��
�������" ����
����	

 KT �$�����
�

�# ��
����

�� �
 ���
�� T # ����� ����
�
� � (
�" ����
����	

 KT �

�������� ���������
������� �������
�
� �����

�# $������%&
"
$� $��
�������" ���
�� *�%�
��� T �$�����

�# ��
����

�� �
 ���
�� T #
����� ����
�
� � ����
����	

 q101n(T )0�

�������� �����
������ � �.���
 ��
��� �������
�
� �����

�#
$������%&
" $� $��
�������" ���
�� *�%�
��� T �$�����

�# ��
����

��
�
 ���
�� T # ����� ����
�
� � ����
����	

 q10�


� ���� ���� �������� $�
���
���

# ����$�
���
���

 
 $�
���
����


 � $��
�" ���
� �����

�
����
 ��������
���

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� 
/&'H 0 �����

�
�����% ��������
���
�
$������� ����$�
���
���

�

�-/#"'6.0 6 * # M0 ������
�� ������� ���! ����$�
���
��! ���
�
*�%�
���9 ' 6 * # χM0 ]  ,/ !����
��
�

�����% ����	
%� � 3.+1 ������
N���� " /-:/).0/ )/&'#'$2 " * &1*3.4"/3$2 (1"&!.. χM0�

�* )5/+/H.0 5*/$.4"/ 9 $� � 6$/ (1"&!.� χM0 * &1*3.4"'� �/,)' /"' 5*'8
4.+2"/ 4%6.3+.0' "' " &/$/*/; 0'G." �2F*.",' T0 3 4" G".0 '+('4.$/0
AT0 = {0, 1}�

�'330/$*.0 435/0/,'$ +2"1F 0'G."1 �2F*.",' V 3 4" G".0 '+('4.$/0
AV = {0, 1}9 3 4"1$* "".0 '+('4.$/0 QV = {q0, q1, q2} . 3 5*/,*'00/;9 3/3$/�8
I ; .# $* : &/0'")

q10 =⇒ q20R, q20 =⇒ q00S, q21 =⇒ q21S.

��E



§2� �*.(0 $.#'!.� $ /*.. 0'G." �2F*.",'

�-/#"'6.0 6 * # T1 &/05/#.!.F T0 · V 0'G." �2F*.",' T0 . V 9 ' 6 * #
n1 = n(T1) ]   "/0 *�

�3+. n1 ∈ M09 $� � 0'G."' �2F*.",' T1 ����$�
���
��9 $/9 "'6'4 *'-/8
$'$2 4 &/"(.,1*'!.. q101n109 /"' /3$'"/4.$3�9 $� � 5 * ;) $ 4 &/"(.,1*'!.F
4.)' Cq0D� � )*1,/; 3$/*/"%9  3+. 0'G."' T1 "'6."' $ *'-/$'$2 4 &/"(.,18
*'!.. q101n109 $/ 3"'6'+' *'-/$' $ 0'G."' T0 . 5 * 4/).$ X$1 &/"(.,1*'!.F
4 &/"(.,1*'!.F 4.)' q0010 . . . 0 L0'G."' �2F*.",' T1 ����$�
���
��M� P'8
$ 0 "'6" $ *'-/$'$2 0'G."' V 9 &/$/*'� &/"(.,1*'!.F q1010 . . . 0 5 * 4 ) $ 4
&/"(.,1*'!.F 0q210 . . . 0 . -1) $ /3$'4'$23� 4 " ; K4 6"/K9 4 6'3$"/3$.9 " 5 8
* ;) $ 4 &/"(.,1*'!.F 4.)' Cq0D� �/+16 ""/ 5*/$.4/* 6. )/&'#%4' $9 6$/
n1 �∈ M09 $� � 0'G."' �2F*.",' T1 ������$�
���
��� P"'6.$9 "'6'4 *'-/$'$2
4 &/"(.,1*'!.. q101n109 /"' " /3$'"/4.$3�9 $� � " 5 * ;) $ 4 &/"(.,1*'!.F
4.)' Cq0D� � )*1,/; 3$/*/"%9  3+. 0'G."' T1 "'6."' $ *'-/$'$2 4 &/"(.,18
*'!.. q101n109 $/ 3"'6'+' *'-/$' $ 0'G."' T0 . 5 * 4/).$ X$1 &/"(.,1*'!.F 4
&/"(.,1*'!.F 4.)' q000 . . . 0 L0'G."' �2F*.",' T1 ������$�
���
��M� P'$ 0
"'6" $ *'-/$'$2 0'G."' V 9 &/$/*'� &/"(.,1*'!.F q100 . . . 0 5 * 4 ) $ 5/3+ 8
)/4'$ +2"/ 4 &/"(.,1*'!.F 0q20 . . . 09 0q00 . . . 09 $� � /3$'"/4.$3��

�/+16 ""/ 5*/$.4/* 6. )/&'#%4' $9 6$/ "'G 5* )5/+/H ". / * &1*3.48
"/3$. (1"&!.. χM0 4 ) $ & 5*/$.4/* 6.F9 #"'6.$ ����	
� χM0 �� �����
��
��������
���"�

� *'#* G.0/3$2 5*/-+ 0% 5*.0 ".0/3$. )+� 0'G." �2F*.",'9 &/" 6"/9
3+ )1 $ .# " *'#* G.0/3$. )+� ".: 5*/-+ 0% 3'0/5*.0 ".0/3$.� �

� #'&+F6 ". 5/3$*/.0 ������
��� $����
��
���# �� ��������
���� ������
�
�� . ���
�� *�%�
���# ��� ��
���" ��������
�� $������� $�
���
���

�

�%G -%+' 13$'"/4+ "' 5*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 5* ).&'$'

T (z, x, y, t) ⇐⇒
z ] ����� ���
�� *�%�
��� T ,

��
���� $������

 ����
����	
% q101x0

� ����
����	
% �
�� q001y0 . . . 0 �� ����� ��� �� t ������

O * # T1(z, x, y) -%+ /-/#"'6 " 5* ).&'$ T (z, x, l(y), r(y)) . )/&'#'"/9 6$/ ���
�

��� ������
���� ����	
�

U(z, x) = l(µy(T1(z, x, y)))

�����
�� ��
���������" ��� ������ ���! �������
��! ���

��� ������
���!
����	
"�

�'330/$*.0 * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/ 0"/H 3$4/

C = { x | (∃y)T1(x, x, y) }.
� $*1)"/ 5/"�$29 6$/ C ] ������
�� ������� ���! ����$�
���
��! ���
�
*�%�
���� �/&'H 09 6$/ C ] ���.����
� ������������@ 
� 
����.����
��
�
�6������

���



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

����$����
�# �
� ������
�� C ������
���� �/,)'  ,/ )/5/+" ". * &1*8
3.4"/9 5/X$/01 6'3$.6"/ * &1*3.4"' . 6'3$.6"'� :'*'&$ *.3$.6 3&'� (1"&!.�
χ

(c)
N\C(x)� �';) $3� $'&/ 6.3+/ n9 6$/

χ
(c)
N\C(x) = U(n, x) = l(µy(T1(n, x, y))).

�* )5/+/H.09 6$/ n ∈ C� �/,)' #"'6 ". 

χ
(c)
N\C(n) = U(n, n) = l(µy(T1(n, n, y)))

" /5* ) + "/� �'& &'& 5* ).&'$ T1(n, n, y) 5*.0.$.4"/ * &1*3.4 "9 $/ X$/ 4/#8
0/H"/ +.G2 4 3+16' 9 &/,)' ¬(∃y)T1(n, n, y)9 ' #"'6.$9 n �∈ C� �/+16 ""/ 5*/$.8
4/* 6. )/&'#%4' $9 6$/ n �∈ C� P"'6.$ ¬(∃y)T1(n, n, y)9 5/X$/01 l(µy(T1(n, n, y)))

" /5* ) + "/� �/ $/,)' " /5* ) + "/ . χ(c)
N\C(n)9 #"'6.$9 n ∈ C�

�/+16 ""/ 5*/$.4/* 6. 5/&'#%4' $9 6$/ 3) +'""/ 5* )5/+/H ". / * 8
&1*3.4"/3$. 0"/H 3$4' C " 4 *"/�

�'& &'& 0"/H 3$4/ C * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/9 $/  ,/ 6'3$.6"'� :'*'&$ *.8
3$.6 3&'� (1"&!.� χ(c)

C (x) 6'3$.6"/ * &1*3.4"'9 ' #"'6.$9 31I 3$41 $ 0'G."'
�2F*.",' Tc 3 4" G".0 '+('4.$/0 {0, 1}9 5*'4.+2"/   4%6.3+�FI'�� �� �  3+.
n ∈ C9 $/ 0'G."' �2F*.",' Tc9 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. q101n09 6 * #
&/" 6"/ 6.3+/ $'&$/4 *'-/$% /3$'"/4.$3� L4 &/"(.,1*'!.. 4.)' q0010 . . . 0M7
 3+. H n �∈ C9 $/ 0'G."' �2F*.",' Tc9 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!.. q101n09
".&/,)' " /3$'"/4.$3��

�/X$/01 ���
�� *�%�
��� Tc $�
���
�� � ����
����	

 q101n0 
���� 


����� 
����# ����� n ∈ C�

�'& &'& 0"/H 3$4/ C " �4+� $3� * &1*3.4"%09 $/ 4 3.+1 $ #.3' O *6'
�������� �����
������ ��� ����
� 4�:��
�� Tc ��������������

�����������

�%G "'0. -%+' .35/+2#/4'"' 6'3$.6"'� :'*'&$ *.3$.6 3&'� (1"&!.�
χ

(c)
C (x) 0"/H 3$4' C9 �4+�FI'�3� 6'3$.6"/ * &1*3.4"/;� �/&'H 09 6$/ "'+.6. 

5/)/-"%: " 43F)1 /5* ) + ""%: 6'3$.6"/ * &1*3.4"%: (1"&!.; /-13+/4+ 8
"/ )/3$'$/6"/ ,+1-/&.0. 5*.6."'0.� �/+  $/6"/9 5/&'H 09 6$/ ��&��
���

���

��� ������
���� ����	
�# ��
���% ������ ���$�����

� �� ��%�� �$���
�������" ������
���" ����	

�

�13$2 U(n, x) ] )410 3$"'� 6'3$.6"/ * &1*3.4"'� (1"&!.�9 1".4 *3'+28
"'� )+� &+'33' 43 : /)"/0 3$"%: 6'3$.6"/ * &1*3.4"%: (1"&!.;� �'330/$*.0
(1"&!.F V (x) = sgU(x, x)� �* )5/+/H.09 6$/ /"' .0  $ * &1*3.4"/ )//5* 8
) + ". 9 $� � 31I 3$41 $ * &1*3.4"'� (1"&!.� f(x) $'&'�9 6$/  3+. 4 $/6& n
#"'6 ". (1"&!.. V (x) /5* ) + "/9 $/ f(n) = V (n)�

�'& &'& )410 3$"'� 6'3$.6"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� U(n, x) �4+� $3� 1".8
4 *3'+2"/; )+� &+'33' 43 : /)"/0 3$"%: 6'3$.6"/ * &1*3.4"%: (1"&!.;9 $/
"';) $3� $'&/ 6.3+/ n9 6$/ )+� 43 : x 4%5/+" "/ *'4 "3$4/

U(n, x) = f(x).

���



§3� �10 *'!.� (1"&!.; . 0"/H 3$4

�*. x = n 5/+16' 0 5*/$.4/* 6. 

U(n, n) = f(n) = V (n) = sgU(n, n).

�4�H 0 3 (1"&!. ; V (x) )4' 0"/H 3$4'

V0 = {x | V (x, x) = 0}, V1 = {x | V (x, x) = 1}.

�"/H 3$4' V0 . V1 ������
��� $����
��
�� 
 �� $�������%
���
�/&'H 09 6$/ 0"/H 3$4' V0 . V1 ������
��� ���
���
��9 $� � �� ��&��
���

�
 ���! ��$�������%&
!�� ������
���! ������
� A 
 B 
��
!# �
� V0 ⊆ A

 V1 ⊆ B� 
/513$.09 6$/ $'&. * &1*3.4"% 0"/H 3$4' A . B 31I 3$41F$�
�/,)' V1 ⊆ N \A . :'*'&$ *.3$.6 3&'� (1"&!.� χN\A(x) 0"/H 3$4' N \A �48
+� $3� * &1*3.4"%0 )//5* ) + ". 0 (1"&!.. V (x)9 6$/9 &'& 5/&'#'"/ 4%G 9
" 4/#0/H"/�

�%� �)&� �.�" �)�$.�5 � &��*�!�


O'3$.6"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� U(z, x)9 1".4 *3'+2"'� )+� &+'33' 43 : /)8
"/0 3$"%: 6'3$.6"/ * &1*3.4"%: (1"&!.;9 5/#4/+� $ �����" �������
��"
���

��� ������
���" ����	

 f(x) ��$��
��

� � �����
�� �� ������ ��
��
������� �
��� n $'&/ 9 6$/ )+� +F-/,/ x 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

f(x) = U(n, x).

�/$ ('&$9 6$/ 1 (1"&!.. 0/H $ -%$2 " /)." "/0 *9 " .,*' $ 31I 3$4 ""/;
*/+.�

�"'+/,.6"%0 /-*'#/09 .35/+2#1� n + 180 3$"1F 6'3$.6"/ * &1*3.4"1F
(1"&!.F U(z, x1, . . . , xn)9 �4+�FI1F3� 1".4 *3'+2"/; )+� &+'33' 43 : n80 3$8
"%: 6'3$.6"/ * &1*3.4"%: (1"&!.;9 0/H"/ �����" n����
��" ���

��� ���
����
���" ����	

 ��$��
��

� �� ������

�'& &'& +F-/ * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/ 0"/H 3$4/  3$2 0"/H 3$4/ #"'6 8
".; " &/$/*/; /)"/0 3$"/; 6'3$.6"/ * &1*3.4"/; (1"&!..9 0/H"/ ���������
��
� . ������
��� $����
��
��� ������
���

�'330/$*.0 $'& "'#%4' 01F ������	
% :�
�
 ���

��� ������
���!
����	
" 
 ������	
% ���
� ������
��� $����
��
��! ������
��

�1) 0 .35/+2#/4'$2 3$'")'*$"% 4 X$/; $ /*.. /-/#"'6 ".�

[x, y] = c(l(x), c(r(x), y)),

[x]21 = c(l(x), l(r(x)), [x]22 = r(r(x)).

� ,&/ 5*/4 *.$29 6$/ 4%5/+"�F$3� *'4 "3$4'

[[x, y]]21 = x, [[x, y]]22 = y, [[x]21, [x]22] = x.

��D



�� ! """# + 1,&) *23�,&� 

P"'6.$ [x, y]9 [x]21 . [x]22 ] ������	
����� ����	

 )+� 5'* "'$1*'+2"%: 6.3 +�
�: /5* ) + ""% 5* .01I 3$4' 5 * ) &'"$/*/43&.0. "10 *'!./""%0. (1"&8
!.�0. c(x, y)9 l(x) . r(x) -1)1$ 4.)"% 5/#H �


'+  3$'")'*$"%0 5*. 0/0 .")1&!. ; 5/ n /5* ) +�F$3� ������	
�����
����	

 )+� "'-/*/4 )+."% n "'$1*'+2"%: 6.3 +

[x1, x2, x3, . . . , xn] = [[x1, x2, x3, . . . xn−1], xn],

[x]n1 = [[x]21]n−1,1, [x]n2 = [[x]21]n−1,2,

. . .

[x]n,n−1 = [[x]21]n−1,n−1, [x]n,n = [x]22.

�")1&!. ; 5/ n 13$'"'4+.4' $3� 35*'4 )+.4/3$2 *'4 "3$4

[[x1, x2, x3, . . . , xn]]ni = xi, [[x]n1, [x]n2, . . . , [x]nn] = x.

� )'+2" ;G 0 6'3$/ -1) $ .35/+2#/4'$23� *'4 "3$4/

[x1, x2, x3, . . . , xm, xm+1, . . . , xn] = [[x1, x2, x3, . . . , xm], xm+1, . . . , xn],

35*'4 )+.4/3$2 &/$/*/,/ 3*'#1 3+ )1 $ .# /5* ) + ".� (1"&!..

[x1, x2, x3, . . . , xn].

�*/0 $/,/9 .0  $ 0 3$/ 34/ /-*'#"'� K����	
�

����
�K

c(x1, c(x2, x3)) = [c(x1, x2), x3].

�35/+2#1� 5/3$*/ ""1F 4%G 6'3$.6"/ * &1*3.4"1F (1"&!.F U(z, x)9 1".8
4 *3'+2"1F )+� &+'33' 43 : /)"/0 3$"%: 6'3$.6"/ * &1*3.4"%: (1"&!.;9 )+�
+F-/,/ n 3$*/.$3� n + 180 3$"'� (1"&!.� Kn+1(x0, x1, . . . , xn)9 ��
����������
��� ������ ���! n����
��! ���

��� ������
���! ����	
"

K2(x0, x1) = U(l(x0), c(r(x0), x1)),

Kn+1(x0, x1, x2, . . . , xn) = Kn([x0, x1], x2, . . . , xn).

n+ 180 3$"'� (1"&!.� Kn+1(x0, x1, . . . , xn) "'#%4' $3� ��
�
�����" ������	
�
����" ����	
�" )+� &+'33' 43 : n80 3$"%: 6'3$.6"/ * &1*3.4"%: (1"&!.;�

�*'#1 .# /5* ) + ".; 3+ )1F$ *'4 "3$4'

Kn+1(x0, x1, x2, . . . , xn) = K2([. . . [[x0, x1], x2], . . . , xn−1], xn) =

K2([x0, x1, x2, . . . , xn−1], xn).

�/X$/019 .35/+2#1� *'4 "3$4/

[x1, x2, x3, . . . , xm, xm+1, . . . , xn] = [[x1, x2, x3, . . . , xm], xm+1, . . . , xn],

��?



§3� �10 *'!.� (1"&!.; . 0"/H 3$4

5/+16' 09 6$/ )+� +F-%: n . m 35*'4 )+.4/ *'4 "3$4/

Kn+m+1(x0, x1, x2, x3, . . . , xm, xm+1, . . . , xm+n] =

Kn+1([x0, x1, x2, x3, . . . , xm], xm+1, . . . , xm+n].

�/&'H 09 6$/ )+� +F-/,/ n 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

Un+1(x0, x1, x2, . . . , xn) = Kn(c(x0, x1), x2, . . . , xn).

�'5/0".09 6$/

Un+1(x0, x1, x2, . . . , xn) = U(x0, cn(x1, x2, . . . , xn)).

�*. n = 2 5/+16' 0

K2(c(x0, x1), x2) = U(x0, c(x1, x2)) = U3(x0, x1, x2).

�* )5/+/H.4 4%5/+" ""%0 *'4 "3$4/

Un+1(x0, x1, x2, . . . , xn) = Kn(c(x0, x1), x2, . . . , xn),

5/+16.0

Kn+1(c(x0, x1), x2, x3, . . . , xn+1) = Kn([c(x0, x1), x2], x3, . . . , xn+1) =

Kn(c(x0, c(x1, x2)), x3, . . . , xn+1) = Un+1(x0, c(x1, x2), x3, . . . , xn) =

Un+2(x0, x1, x2, x3, . . . , xn),

$'& &'& cn−1(c(x1, x2), x3, . . . , xn) = cn(x1, x2, x3, . . . , xn)�
�/&'H 09 6$/ )+� +F-/; n80 3$"/; 6'3$.6"/ * &1*3.4"/; (1"&!..

f(x1, . . . , xn) "';) $3� $'&/ 6.3+/ x09 6$/ )+� 43 : x19 � � � 9 xn 4%5/+"� $3�
*'4 "3$4/

f(x1, . . . , xn) = Kn+1(x0, x1, x2, . . . , xn).

�3+. (1"&!.F f(x1, . . . , xn) *'330'$*.4'$2 &'& (1"&!.F /$ 5 * 0 ""%: u9 x19
� � � 9 xn9 $/ "';) $3� $'&/ 6.3+/ b9 6$/

f(x1, . . . , xn) = Un+2(b, u, x1, . . . , xn) = Kn+1(c(b, u), x1, . . . , xn).

�3+. 1 6'3$.6"/ * &1*3.4"/; m+ n80 3$"/; (1"&!..

f(y1, . . . , ym, x1, . . . , xn)

#'(.&3.*/4'$2 5 *4% m '*,10 "$/49 5/+16.0 6'3$.6"/ * &1*3.4"1F n80 3$8
"1F (1"&!.F fy1,...,ym(x1, . . . , xn)� �'4 "3$4/

Kn+m+1(x0, y1, y2, y3, . . . , ym, x1, . . . , xn] = Kn+1([x0, y1, y2, y3, . . . , ym], x1, . . . , xn]

���
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5/&'#%4' $9 6$/ $�
�


��� ������
���� ����	
�

[x0, y1, y2, y3, . . . , ym]

$� ������ x0 ���

��� ������
���" m+ n����
��" ����	



f(y1, . . . , ym, x1, . . . , xn)


 $� �
��
�������� ������
�� y1# y2# � � � # ym �� $����! m �������
�� ���

����� ���

��� ������
���" n����
��" ����	



fy1,...,ym(x1, . . . , xn).

�"'+/,.6"%0 /-*'#/0 )/&'#%4' $3�9 6$/ ��&��
��%
 $�
�


��� ������
�
���� ����	

# ��
���� $� ������� ����	
" ��%
 ������ ����	
"# $����
��%&
!�� 
� �
! ��$��$��
	
�"# $�
�


���" ������
�" 
�
 �
�
�
��	
�
�"� �'). " &/$/*/,/ 3/&*'I ".� -1) 0 .35/+2#/4'$2 /-/#"'6 ". x̄ )+� "'-/*'
x1, . . . , xn�

�13$2 n80 3$"'� (1"&!.� f 5/+16 "' 315 *5/#.!. ; .# m80 3$"/; 6'3$.68
"/ * &1*3.4"/; (1"&!.. g . n80 3$"%: 6'3$.6"/ * &1*3.4"%: (1"&!.; f19 � � � 9
fm� �/3$*/.0 $�
�


��� ������
���% ����	
%# ��
���� $� ������� �����
	
" g# f1# � � � # fm ���
 ����� ����	

 f �

�'330/$*.0 n +m+ 180 3$"1F (1"&!.F

Km+1(z,Kn+1(y1, x̄), . . . , K
n+1(ym, x̄)).

�';) $3� $'&/ 6.3+/ s9 6$/ 4%5/+"�F$3� *'4 "3$4'

Km+1(z,Kn+1(y1, x̄), . . . , K
n+1(ym, x̄)) =

Kn+m+2(s, z, y1, . . . , ym, x̄) = Kn+1([s, z, y1, . . . , ym], x̄).

� &'6 3$4 .3&/0/; (1"&!.. 0/H"/ 4#�$2 [s, z, y1, . . . , ym]9 $'& &'&  3+. z ]
"/0 * (1"&!.. g9 y1 ] "/0 * (1"&!.. f19 � � � 9 ym ] "/0 * (1"&!.. fm9 $/
[s, z, y1, . . . , ym] ] "/0 * (1"&!.. f = S(g; f1, . . . , fm)�

���
� n + 1����
��� ����	
� f $������� $�
�


���" ������
�" 
� n�
���
��" ���

��� ������
���" ����	

 g 
 n + 2����
��" ���

��� ������
�
���" ����	

 h� ���
��
� $�
�


��� ������
���% ����	
%# ��
���� $�
������� ����	
" g 
 h ���
 ����� ����	

 f � P')').0 3: 0/; 5*.0.$.4"/;
* &1*3.. n + 380 3$"1F (1"&!.F{

F (u, v, x̄, 0) = Kn+1(u, x̄),

F (u, v, x̄, y + 1) = Kn+3(v, y, x̄, F (u, v, x̄, y)).

�'& &'& n + 380 3$"'� (1"&!.� F (u, v, x̄, y) 6'3$.6"/ * &1*3.4"'9 $/ "';) $3�
$'&/ "'$1*'+2"/ 6.3+/ pr9 6$/ 4%5/+" "% *'4 "3$4'

F (u, v, x̄, y) = Kn+4(pr, u, v, x̄, y) = Kn+2([pr, u, v], x̄, y).

���



§3� �10 *'!.� (1"&!.; . 0"/H 3$4

��
�


��� ������
���� ����	
� [pr, u, v] $� ������ u ����	
" g 
 ������ v
����	

 h ���
 ����� ����	

 f = PR(g; h)�

�13$2 n80 3$"'� (1"&!.� f 5/+16 "' /5 *'$/*/0 0.".0.#'!.. .# n + 18
0 3$"/; 6'3$.6"/ * &1*3.4"/; (1"&!.. g� �/3$*/.0 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"1F
(1"&!.F9 &/$/*'� 5/ "/0 *1 (1"&!.. g )' $ "/0 * (1"&!.. f �

P')').0 /5 *'$/*/0 0.".0.#'!.. n + 180 3$"1F (1"&!.F

F (u, x̄) = µy(K
n+1(u, x̄, y) = 0).

�'& &'& n+180 3$"'� (1"&!.� F (u, x̄) 6'3$.6"/ * &1*3.4"'9 $/ "';) $3� $'&/ 
"'$1*'+2"/ 6.3+/ µ9 6$/ 4%5/+" "% *'4 "3$4'

F (u, x̄) = Kn+2(µ, u, x̄) = Kn+1([µ, u], x̄).

�*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� [µ, u] 5/ "/0 *1 u (1"&!.; g )' $ "/0 *
(1"&!.. f = µy(g)�

�'330/$*.0 " &/$/*% 4/5*/3%9 34�#'""% 3 "10 *'!. ; /)"/0 3$"%: (1"&8
!.; . * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%: 0"/H 3$4�

�3+. )+� /)"/0 3$"/; (1"&!.. f(x) . 6.3+' n 5*. +F-/0 x 4%5/+" "/
*'4 "3$4/ f(x) = K2(n, x)9 $/ 6.3+/ n "'#%4' $3� ���
������� 
������
	.
�9�� f(x)� �'01 (1"&!.F f(x) 4 X$/0 3+16' -1) 0 /-/#"'6'$2 6 * # κn�

�-/#"'6.0 6 * # ω �
��� �� �$���������% ����	
%�
�/&'H 09 6$/ )+� +F-/; 6'3$.6"/ * &1*3.4"/; (1"&!.. f(x1, . . . , xn) 318

I 3$41 $ $'&'� 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.� g(x1, . . . , xn)9 6$/  3+. "'
"'-/* (a1, . . . , an) "'$1*'+2"%: 6.3 + (1"&!.� f /5* ) + "'9 $/

κg(a1,...,an) = κf(a1,...,an).

� 5*/$.4"/0 3+16' κg(a1,...,an) = ω�

+� )/&'#'$ +23$4' *'330/$*.0 (1"&!.F K2(f(x1, . . . , xn), y)� �';) $3� $'8

&/ 6.3+/ a9 6$/

K2(f(x1, . . . , xn), y) = Kn+2(a, x1, . . . , xn, y) = K2([a, x1, . . . , xn], y)

�*.0.$.4"/ * &1*3.4"1F (1"&!.F [a, x1, . . . , xn] 0/H"/ 4#�$2 4 &'6 3$4 
g(x1, . . . , xn)�


� ���� ��� !
� ����  ��� ���7� ' , �%�$� .�� $��
�������" ���

��
�� ������
���" ����	

 g(x1, . . . , xn, y) ��&��
���
 
���� $�
�


��� ���
����
���� ����	
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Kn+3(f(x1, . . . , xn), [u, u, x1, . . . , xn], y).

�';) $3� $'&/ 6.3+/ e9 6$/ 4%5/+" "% *'4 "3$4'
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Kn+3(e, u, x1, . . . , xn, y) = K2([e, u, x1, . . . , xn], y).
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f(x) = a · χN\U(x) + b · χU(x).

�/ 5* )%)1I 01 3+ )3$4.F "';) $3� $'&/ 6.3+/ e9 6$/ g = κe = κf(e)�
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f(x) = a · χN\U(x) + b · χU(x).
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πf(e) �∈ K� �/+16 ""/ 5*/$.4/* 6. 5/&'#%4' $9 6$/ e �∈ U � �/,)' π = πe �∈ K�
�)"'&/ 4 X$/0 3+16' f(e) = a ∈ U � P"'6.$9 π = πf(e) ∈ K�
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5/ �2F*.",1 ] 4%:/).$ #' #')10'""% *'0&. 5/3/-.�� �)"'&/ 5/#H 0% *'38
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a ∈ A ⇐⇒ f(a) ∈ B.
�*/ (1"&!.F f ,/4/*�$9 6$/ /"' 34/).$ 5/)0"/H 3$4/ A & 5/)0"/H 3$41 B�
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K$��������
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�� A � $������� �!�����
� �� ������
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H = { c(x, y) | x ∈ πy }.
� &1*3.4"'� 5 * 6.3+.0/3$2 0"/H 3$4' H 3+ )1 $ .# X&4.4'+ "$"/3$.

u ∈ H ⇐⇒ (∃x, y, t)(z = c(x, y) & x = K2(y, t)).
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u ∈ A = πe ⇐⇒ c(u, e) ∈ H.
�/X$/01 4 &'6 3$4 (1"&!.. f 9 +834/)�I ; * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0/ 0"/H 8
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�13$2 g(x1, . . . , xm)9 f1(x1, . . . , xn)9 � � � 9 fm(x1, . . . , xn) ] '*.(0 $.6 3&. 
(1"&!..9 Φg9 Φf1 9 � � � 9 Φfm ] 3//$4 $3$41FI. '*.(0 $.6 3&. (/*01+%9 '
(1"&!.� f(x1, . . . , xn) 5/+16 "' .# X$.: (1"&!.; /5 *'!. ; 315 *5/#.!..9 $� �
#')' $3� *'4 "3$4/0

f(a1, . . . , an) = g(f1(a1, . . . , an), . . . , fm(a1, . . . , an)).
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§1� �*.(0 $.6 3&. 0"/H 3$4' . $ /* 0' �� �'*3&/,/

�/,)' '*.(0 $.6"/3$2 (1"&!.. f(x1, . . . , xn) 3+ )1 $ .# X&4.4'+ "$"/3$.

b = f(a1, . . . , an) ⇐⇒
(∃y1) . . . (∃ym)((Φf1)y,x1,...,xn[y1, a1, . . . , an] & . . . &

(Φfm)y,x1,...,xn[ym, a1, . . . , an] & (Φg)y,x1,...,xm [̄b, y1, . . . , ym]).

�/&'H 09 6$/ �$���
�� �
�
�
��	

# �����
 $�
�������� � ��
���

�
����
� ����	
��# ���
 ��
���

�����% ����	
%�

�13$2 n80 3$"'� (1"&!.� f 5/+16' $3� .# '*.(0 $.6 3&.: n + 180 3$"%:
(1"&!.; g . h 5*.0 " ". 0 /5 *'$/*' 0.".0.#'!..9 $� � 4%5/+" "/ 3+ )1FI  
13+/4. �

��� $��
�������! ��
�������! �
��� a1# � � � # an 
 b ��$�����
�� ������
�
�� f(a1, . . . , an) = b 
���� 
 
����� 
����# ����� $�
 �%��� t < b ������
�
g(a1, . . . , an, t) 
 h(a1, . . . , an, t) �$�������� 
 �� �����# � ������
� g(a1, . . . , an, b)

 h(a1, . . . , an, b) �$�������� 
 ������

�13$2 '*.(0 $.6 3&. (/*01+% Φg . Φh /- 35 6.4'F$ '*.(0 $.6"/3$2
(1"&!.; y = g(x1, . . . , xn, t) . y = h(x1, . . . , xn, t)� �/,)' '*.(0 $.6"/3$2 (1"&8
!.. y = f(x1, . . . , xn) 3+ )1 $ .# X&4.4'+ "$"/3$.

b = f(a1, . . . , an) ⇐⇒
(∃y)((Φg)y,x1,...,xn,t[y, a1, . . . , an, b] & (Φh)y,x1,...,xn,t[y, a1, . . . , an, b]) &

(∀z)(z < b ← (∃y1)(∃y2)(Φg)y,x1,...,xn,t[y1, a1, . . . , an, z] &

(Φh)y,x1,...,xn,t[y2, a1, . . . , an, z] & y1 �= y2).


+� )/&'#'$ +23$4' ������
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���" ������

 "'0 5/$* -1 $3�
����	
� A�����9 /31I 3$4+�FI'� "10 *'!.F 43 : &/" 6"%: 5/3+ )/4'$ +2"/8
3$ ; "'$1*'+2"%: 6.3 +�

�'5/0".09 6$/ *'"  -%+' 5/3$*/ "' 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.�
Γ(x, t) = rest(l(x), 1 + (t + 1)r(x)) $'&'�9 6$/ ��� �%��" �������" $���������

������

 ��
�������! �
��� a0# a1# � � � # an +$��
�������" ��
�� n, ��"��
��

���� �
��� m# �
�

n

&
i=0

Γ(m, i) = ai.

�0 3$/ (1"&!.. Γ(x, t) 0% 4/#20 0 (1"&!.F /$ $* : 5 * 0 ""%:

rest(x, 1 + (t+ 1)z),

.# &/$/*/; . 5/+16'+'32 (1"&!.� Γ(x, t)� �'& -%+/ 13$'"/4+ "/ *'"  9 ���
�%��" �������" $��������
������

 ��
�������! �
��� a0# a1# � � � # an +$��
��
������" ��
�� n, ��"��
�� 
��
� �
��� c 
 d# �
�

n

&
i=0

rest(c, 1 + (i+ 1)d) = ai.

���



�� ! "4#  ��%�,*+,('/$,' 5�%6�'+)

R1"&!.F rest(x, 1 + (t+ 1)z) -1) 0 /-/#"'6'$2 6 * # Γ0(x, z, t)� � '*.(0 $.68
"/3$2 3+ )1 $ .# X&4.4'+ "$"/3$.

b = rest(a, 1 + (c+ 1)d) ⇐⇒
(∃u)(a = 1 + (c+ 1)d ·̄u +̄ b & b < 1 + (c+ 1)d.

O * # ΦΓ0 /-/#"'6.0 3+ )1FI1F (/*01+1

(∃u)(x = (1̄+̄(t+̄1̄)z) ·̄ u +̄ y & y < 1̄+̄(t+̄1̄) ·̄ z.
P'0 $.09 6$/ 34/-/)"%0. 5 * 0 ""%0. (/*01+% ΦΓ0 �4+�F$3� x9 z9 t9 y . .0  $
0 3$/ X&4.4'+ "$"/3$2�

b = Γ0(a, d, c) 
���� 
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����# ����� � �
�����
��" 
�
��$��
�	



�

��� �������

(ΦΓ0)y,x,z,t[̄b, ā, d̄, c̄].

�/X$/01 (1"&!.� y = Γ0(x, z, t) �4+� $3� ��
���

�����"�
�/&'H 09 6$/ �$���
�� $�
�


���" ������

# �����
 $�
�������� �

��
���

����
� ����	
��# ���
 ��
���

�����% ����	
%�
�13$2 n + 180 3$"'� (1"&!.� f 5/+16' $3� .# '*.(0 $.6 3&.: n80 3$"/;

(1"&!.. g . n + 280 3$"/; (1"&!.. h 5*.0 " ". 0 /5 *'$/*' 5*.0.$.4"/;
* &1*3..9 $� � /"' 1)/4+ $4/*� $ 3+ )1FI ; 3.3$ 0 *'4 "3$4 L3: 0' 5*.0.8
$.4"/; * &1*3..M{

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y)).

�* )5/+/H.09 6$/ '*.(0 $.6 3&. (/*01+% Φg . Φh /- 35 6.4'F$ '*.(8
0 $.6"/3$2 (1"&!.; y = g(x1, . . . , xn) . y = h(x1, . . . , xn, u, v)� �/,)' '*.(0 8
$.6"/3$2 (1"&!.. y = f(x1, . . . , xn, z) 3+ )1 $ .# X&4.4'+ "$"/3$.

c = f(a1, . . . , an, b) ⇐⇒
((b = 0 & (Φg)y,x1,...,xn[c, a1, . . . , an])∨

(b �= 0 & (∃x)(∃z)(∃y)((Φg)y,x1,...,xn[y, a1, . . . , an] & (ΦΓ0)y,x,z,t[y, x, z, 0̄]) &

(ΦΓ0)y,x,z,t[c̄, x, z, b̄]) &

(∀t)(t < b̄ → (∃s)(∃w)(ΦΓ0)y,x,z,t[s, x, z, t]) & (ΦΓ0)y,x,z,t[w, x, z, t+̄1̄]) &

(Φh)y,x1,...,xn,u,v[w, a1, . . . , an, s, t])

�+16';9 &/,)' n = 09 $� � 3: 0' 5*.0.$.4"/; * &1*3.. .0  $ 4.){
f(0) = c,

f(y + 1) = h(y, f(y)),

,) c ] 080 3$"'� (1"&!.�9 *'4"'� 6.3+1 c9 5/+16' $3� 5*/3$%0 1)'+ ". 0 4
*'330'$*.4' 0%: (/*01+': 5 * 0 ""%: x19� � � 9 xn�

���



§1� �*.(0 $.6 3&. 0"/H 3$4' . $ /* 0' �� �'*3&/,/

�3$' $3� )/&'#'$2 ��
���

����
� $��
��������� ������
��� $����
��
�
���� ������
�� U n��� ��
�������! �
����

�'& -%+/ 13$'"/4+ "/ *'"  9 "';) $3� 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"'� (1"&!.�
y = f(x1, . . . , xn, u) $'&'�9 6$/ .0  $ 0 3$/ X&4.4'+ "$"/3$2�

(a1, . . . , an) ∈ U 
���� 
 
����� 
����#
����� (∃u)f(a1, . . . , an, u) = 0�
P"'6.$ (a1, . . . , an) ∈ U 
���� 
 
����� 
����# ����� �������

(∃u)(Φf )y,x1,...xn,u[0, a1, . . . , an, u]


�

��� � �
�����
��" 
�
��$��
�	

�
�/X$/01 U ] ��
���

������ ������
��� �

�'330/$*.0 4/5*/3 / 
.����9�� ���	���������< 	���.� 9 $� � (/*8
01+ �#%&' LτArithm

5 *4/,/ 5/*�)&' 3.,"'$1*% τArithm�
�'5/0".09 '+('4.$ ΣτArithm

X$/,/ �#%&' 4&+F6' $ 4 3 -� 36 $"/ 0"/H 3$4/

V = {x1, x2, . . . , xn, . . .}
.").4.)"%: 5 * 0 ""%:7 6 $%* 5*/5/#.!./"'+2"% L+/,.6 3&. M 34�#&.� /$8
*.!'". ¬9 &/"_F"&!.� &9 ).#_F"&!.� ∨ . .05+.&'!.�→7 &4'"$/*% /-I"/3$.
∀ . 31I 3$4/4'".� ∃9 .").4.)"% &/"3$'"$% 0̄ . 1̄9 &/$/*% 0% *'). &*'$&/8
3$. -1) 0 /-/#"'6'$2 &'& 0 . 1 3//$4 $3$4 ""/7 )410 3$"% (1"&!./"'+2"% 
3.04/+% +̄ . ·̄9 &/$/*% 0% *'). &*'$&/3$. -1) 0 /-/#"'6'$2 &'& + . · 3//$4 $8
3$4 ""/7 )410 3$"%; 5* ).&'$"%; 3.04/+ =̃9 &/$/*%; /-%6"/ -1) 0 /-/#"'6'$2
6 * # =�

P'"10 *1 0 3.04/+% '+('4.$' ΣτArithm
" 6 $"%0. "'$1*'+2"%0. 6.3+'0.9

"'5*.0 *9 3+ )1FI.0 /-*'#/0 3 5/0/I2F (1"&!.. γ9 3/5/3$'4+�FI ; &'H8
)/01 3.04/+1 σ X$/,/ '+('4.$' " 6 $"/ "'$1*'+2"/ 6.3+/ γ(σ)

γ( ( ) = 3, γ( ) ) = 5, γ( , ) = 7,

γ(¬ ) = 9, γ( & ) = 11, γ(∨ ) = 13, γ(→ ) = 15,

γ( ∀ ) = 17, γ( ∃ ) = 19,

γ( 0̄ ) = 21, γ( 1̄ ) = 23,

γ( +̄ ) = 25, γ( ·̄ ) = 27,

γ( =̃ ) = 29, γ( xn ) = 29 + 2n (n = 1, 2, . . .).

�10 *'!.F 3.04/+/4 '+('4.$'9 &/" 6"/9 0/H"/ 4%5/+".$2 4 320' *'#+.6"%8
0. 35/3/-'0.� �* -1 $3� $/+2&/9 6$/-% 1 *'#"%: 3.04/+/4 -%+. *'#+.6"% 
"/0 *'� �*/0 $/,/ H +'$ +2"/9 6$/-% 5/ "/0 *1 3//$4 $3$41FI.; 3.04/+
K4/33$'"'4+.4'+3� )/3$'$/6"/ 5*/3$/K� �0%3+ X$/,/ 5/H +'".� -1) $ �3 " .#
)'+2" ;G ,/�


+� "10 *'!.. 3+/4 4 '+('4.$ ΣτArithm
5* )5/+/H.09 6$/

p0, p1, . . . , pn, . . . −

���



�� ! "4#  ��%�,*+,('/$,' 5�%6�'+)

"10 *'!.� 43 : 5*/3$%: 6.3 + 4 5/*�)& 4/#*'3$'".�� �'&.0 /-*'#/0 p0 = 29
p1 = 39 p2 = 5 . $�)�

3�������� 
������ ����� σ0σ1 . . . σk 4 '+('4.$ ΣτArithm
"'#%4' $3� 6.38

+/
g(σ0σ1 . . . σk) = p

γ(σ0)
0 p

γ(σ1)
1 . . . p

γ(σk)
k .

�/ /3"/4"/; $ /* 0 '*.(0 $.&. &'H)/ "'$1*'+2"/ 6.3+/9 -/+2G   ).".!%9
/)"/#"'6"/ 5* )3$'4.0/ 4 4.) 5*/.#4 ) ".� 3$ 5 " ; 5*/3$%: 6.3 +� �/X$/01
"/0 *' *'#+.6"%: 3+/4 *'#+.6"%� �*/0 $/,/9 5/ 5*/.#4/+2"/01 "'$1*'+2"/01
6.3+1 + ,&/ /5* ) +.$29 �4+� $3� +. /"/ "/0 */0 " &/$/*/,/ 3+/4' . 4/33$'8
"/4.$2 3//$4 $3$41FI  3+/4/ L 3+. /"/ 31I 3$41 $M� 
 ) + 4% "/0 *' 3+/4 ]
6 $"% "'$1*'+2"% 6.3+'9 5/X$/01 /". /$+.6"% /$ "/0 */4 3.04/+/4 '+('8
4.$'9 �4+�FI.:3� " 6 $"%0. "'$1*'+2"%0. 6.3+'0. L45*/6 09 X$/ " /6 "2
31I 3$4 ""/M� � 3.04/+' σ '+('4.$' )4' "/0 *' γ(σ) . g(σ)�

3�������� 
������ $��������
������

 ���� w09 w19 � � � 9 wq "'#%4' $3�
6.3+/

G(w0, w1, . . . , wq) = p
g(w0)
0 p

g(w1)
1 . . . pg(wq)

q .


 ) + 4% "/0 *' 5/3+ )/4'$ +2"/3$ ; 3+/49 -1)16. 6 $"%0.9 /$+.6"% /$ , ) 8
+ 4%: "/0 */4 3.04/+/4 '+('4.$'� �". /$+.6"% /$ , ) + 4%: "/0 */4 3+/49
$'& &'& 5/3+ )". 3/) *H'$ 0"/H.$ +2 � 4 " 6 $"/; 3$ 5 ".9 ' 1 , ) + 4' "/8
0 *' 5/3+ )/4'$ +2"/3$. 3+/4 5/&'#'$ +2 3$ 5 ". 1 � ] 6 $"/ "'$1*'+2"/ 
6.3+/�

�/" 6"/9 "/0 *' *'#+.6"%: 5/3+ )/4'$ +2"/3$ ; 3+/4 *'#+.6"%� �*/0 $/8
,/9 5/ 5*/.#4/+2"/01 "'$1*'+2"/01 6.3+1 + ,&/ /5* ) +.$29 �4+� $3� +. /"/
"/0 */0 " &/$/*/; 5/3+ )/4'$ +2"/3$. 3+/4 . 4/33$'"/4.$2 3//$4 $3$41FI1F
5/3+ )/4'$ +2"/3$2 3+/4 L 3+. /"' 31I 3$41 $M�

� 3.04/+' σ '+('4.$' $ 5 *2 $*. "/0 *' γ(σ)9 g(σ) . G(σ)9 ' 1 &'H)/,/
3+/4' w ] )4' "/0 *' g(w) . G(w)�

P'0 "' 3.04/+/4 '+('4.$'9 3+/4 4 X$/0 '+('4.$ . 5/3+ )/4'$ +2"/3$ ;
3+/4 4 ) $ & ���	������9�� ����� ] ������ �������
" (
��� ����� +
���
���# ������ 
 
���, 
! �������
� :����� ������� ����� LτArithm

$������ $��
����� �
���
��� τArithm# ��� 
 �%��� �����# $������
 34/; ������� 
�����
�-/#"'6.0 6 * # S'$� τArithm

������
�� ���! ������� ������
�! ��
���

�
����
! ������9 $� � (/*01+ �#%&' LτArithm

9 
�

���! � �
�����
��" 
�
��$���

�	

� �'G ; -+.H';G ; ! +2F -1) $ )/&'#'$ +23$4/ #"'0 ".$/; 
������ ?�
*������� / K
����	�����
���� ����
�K9 1$4 *H)'FI ;9 6$/ ������
��
S'$� τArithm

�� �����
�� ��
���

����
��


� ���� ��� !9� 
��
%�'$� -�����
�� S'$� τArithm
���! ������� �������


�! ��
���

����
! ������# 
��� ������ ����� LτArithm
# 
�

���! � �
���

���
��" 
�
��$��
�	

# �� �����
�� ��
���

����
��

�* )4'*.$ +2"/ )/&'H 0 *�) 435/0/,'$ +2"%: 1$4 *H) ".;9 5/#4/+�FI.:
5* /-*'#/4'".� (/*01+ #'0 ".$2 5* /-*'#/4'".�0. .: "/0 */4� �* H) 43 ,/
13$'"/4.0 5*.0.$.4"1F * &1*3.4"/3$2 .+. * &1*3.4"/3$2 *�)' " /-:/).0%:

���



§1� �*.(0 $.6 3&. 0"/H 3$4' . $ /* 0' �� �'*3&/,/

)+� )'+2" ;G ,/ /$"/G ".; L5* ).&'$/4M . (1"&!.;� �)"/0 3$"% /$"/G ".�
-1) 0 "'#%4'$2 34/;3$4'0.� �'5/0".09 6$/ &+'33% 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"%:
. * &1*3.4"%: /$"/G ".; . 5* ).&'$/4 #'0&"1$% /$"/3.$ +2"/ +/,.6 3&.:
/5 *'!.; . "'4 G.4'".� /,*'".6 ""%: &4'"$/*/4�

L�M WIC(x) ] Kx ] ������� ����� �����# ����%&����� 
��
�
���" ����
���

�"K� <$/ 34/;3$4/ #')' $3� (/*01+/;

(x = 221 ∨ x = 223).

�/X$/01 /"/ 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/�
L�M WFL(x) ] Kx ] ������� ����� �����# ����%&����� ����	
�������� �
��

�����K� <$/ 34/;3$4/ #')' $3� (/*01+/;

(x = 225 ∨ x = 227).

�/X$/01 /"/ 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/�
L�M WPL(x) ] Kx ] ������� ����� �����# ����%&����� $���
��
��� �
����

���K� <$/ 34/;3$4/ #')' $3� (/*01+/;

x = 229.

�/X$/01 /"/ 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/�
L�M WV bl(x) ] Kx ] ������� ����� �����# ����%&����� 
��
�
���" $�������

��"K� <$/ 34/;3$4/ #')' $3� (/*01+/;

(∃u)u<x(1 ≤ u & x = 229+2u).

�/X$/01 /"/ 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/�
�6.$%4'� 35 !.(.&1 �#%&' LτArithm

5 *4/,/ 5/*�)&' 3.,"'$1*% τArithm L43 
4:/)�I. 4 X$1 3.,"'$1*1 (1"&!./"'+2"% . 5* ).&'$"% 3.04/+% �4+�F$3�
�80 3$"%0.M9 " 3&/+2&/ .#0 ".0 /5* ) + ". 5/"�$.; $ *0' . (/*01+% X$/,/
�#%&'�

����������� ���� 6� :����� 
��
�
���� $��������� xn �����
�� 
������
�� :����� 
��
�
���� ����
��
� 0̄ 
 1̄ �����
�� 
������
<� 4��
 t1 
 t2 3 
����# 
� �����%&
� ����� ����%
�� 
�����


(t1 +̄ t2), (t1 ·̄ t2).
����������� ���� 6� 4��
 t1 
 t2 3 
����# 
� �����%&�� ����� �����
��
�������"

(t1 =̃ t2).

@������ ���������� �
�� ������%
�� (�����
�����
 
�
 �������
 ������
���
�

�� 4��
 A 
 B 3 �������# 
� �����%&
� ����� ����%
�� ��������

(¬A), (A&B), (A ∨ B), (A → B),

(∀xn)A, (∃xn)A,
��� xn 3 $��
�������� 
��
�
���� $����������

���



�� ! "4#  ��%�,*+,('/$,' 5�%6�'+)

�'G ; -+.H';G ; ! +2F -1) $ 13$'"/4+ ". 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$.
3+ )1FI.: )41: 34/;3$4�

Trm(x) ] Kx ] ������� ����� �����# ����%&����� 
�����K .
Fml(x) ] Kx ] ������� ����� �����# ����%&����� �������"K�
�'"  -%+' 13$'"/4+ "' 5*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 (1"&!.; ex(x, y) ] (���

$����
� $���
��� �
��� px � �
��� y# ������ ��
�������� $�����
��% �
��
$��
# � ��
���" $���
�� �
��� px ���

 �
��� y7 lh(x) ] �
��� ��������!
$�����
���" � � �����
������ ��������

 �
��� x �� $���
�� ����

��

L5/ /5* ) + ".F lh(0) = 0M7 long(x) ] ��
������� ��
�������� �
��� t 
����#
�
� $���
�� �
��� pt ���

 x L5/ /5* ) + ".F long(0) = 0M . (1"&!.� x ∗ y9
&/$/*'� 5/ "/0 *'0 )41: 5/3+ )/4'$ +2"/3$ ; 5/+/H.$ +2"%: "'$1*'+2"%:
6.3 + 4%6.3+� $ "/0 * .: &/"&'$ "'!..9 $� �  3+. a = (a0, a1, . . . , ak) . b =
(b0, b1, . . . , bm) ] 5/3+ )/4'$ +2"/3$. "'$1*'+2"%: 6.3 +9 n(a) = pa0

0 p
a1
1 . . . pak

k 9
n(b) = pb0

0 p
b1
1 . . . p

bm
k .

a · b = (a0, a1, . . . , ak, b0, b1, . . . , bm),

$/
n(a) ∗ n(b) = n(a · b) = pa0

0 pa1
1 . . . pak

k · pb0
k+1 p

b1
k+2 . . . p

bm

k+m+1.


*1,.0. 3+/4'0.9 ��� �%��! ���! ���� W 
 U ��� 
! ��������! ������� ��$���
���
�� ������
�� g(WU) = g(W ) ∗ g(U)# ��� WU 3 $��
������
� +����
���
�#
�����
���	
�, ���� W 
 U �

�*/0 $/,/9 "'0 5/$* -1 $3� 3+ )1FI.; 13$'"/4+ ""%; 4%G ('&$�
�/ 5*/.#4/+2"/; n+ 180 3$"/; (1"&!.. f -%+' /5* ) + "' (1"&!.�

f ∗(x1, . . . , xn, y) =

y∏
i=0

p
f(x1,...,xn,i)
i .

. 13$'"/4+ "/9 6$/ ����	
� f $�
�


��� ������
���# ������
��� 
�
 ���

��
�� ������
��� 
���� 
 
����� 
����# ����� $�
�


��� ������
���# ������
��
�� 
�
 ���

��� ������
��� ����	
� f ∗�

�'330/$*.0 -+.#&1F & (1"&!.. f ∗ (1"&!.F f#9 #')'""1F *'4 "3$4'0.

f#(x1, . . . , xn, 0) = 1, f#(x1, . . . , xn, y + 1) =

y∏
i=0

p
f(x1,...,xn,i)
i .

� ,&/ 5/"�$29 6$/ ����	
� f $�
�


��� ������
���# ������
��� 
�
 ���
�

��� ������
��� 
���� 
 
����� 
����# ����� $�
�


��� ������
���# ���
����
��� 
�
 ���

��� ������
��� ����	
� f#�


� ���� ���� 4��
 n + 2����
��� ����	
� h(x1, . . . , xn, y, z) $�
�


��� ���
����
���# ������
��� 
�
 ���

��� ������
���# � n + 1����
��� ����	
�
f(x1, . . . , xn, y) ������
�����
 ������
��

f(x1, . . . , xn, y) = h(x1, . . . , xn, y, f#(x1, . . . , xn, y)),


� ����	
� f(x1, . . . , xn, y) ���
��
�
����� $�
�


��� ������
���# ������
�
��� 
�
 ���

��� ������
����

��E



§1� �*.(0 $.6 3&. 0"/H 3$4' . $ /* 0' �� �'*3&/,/

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �# *'4 "3$4

f#(x1, . . . , xn, 0) = 1,

f#(x1, . . . , xn, y + 1) = f#(x1, . . . , xn, y) · pf(x1,...,xn,y)
y =

f#(x1, . . . , xn, y) · ph(x1,...,xn,y,f#(x1,...,xn,y))
y

3+ )1 $�
����	
� f#(x1, . . . , xn, y) $�
�


��� ������
���# ������
��� 
�
 ���

��

�� ������
��� � ���
�
���

 �
 
���# ������ ����	



h(x1, . . . , xn, y, z) . f(x1, . . . , xn, y).


+� )/&'#'$ +23$4' 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$.9 * &1*3.4"/3$. .+. 6'8
3$.6"/; * &1*3.4"/3$. (1"&!.. f(x1, . . . , xn, y) 5*. 13+/4..9 6$/ $'&/4% (1"&8
!.. h(x1, . . . , xn, y, z) . f#(x1, . . . , xn, y)9 )/3$'$/6"/ 4/35/+2#/4'$23� *'4 "3$4/0

f(x1, . . . , xn, y) = ex(y, f#(x1, . . . , xn, y + 1)).

�
�/ 5*/.#4/+2"/01 /$"/G ".F S(x1, . . . , xn, y, z) /5* ) +.0 "/4/ /$"/G ". 

R(x1, . . . , xn, y) 3 5/0/I2F X&4.4'+ "$"/3$.

R(x1, . . . , xn, y) ⇐⇒ S(x1, . . . , xn, y, (χR)#(x1, . . . , xn, y)).

"���
,��� �� 4��
 �
�����
� S(x1, . . . , xn, y, z) $�
�


��� ������
���# ���
����
��� 
�
 ���

��� ������
���# 
� 
����� �� 
 �
�����
� R(x1, . . . , xn, y)�

. � � � � � 
 � � � � 
 � � 3*'#1 3+ )1 $ .# 5* )%)1I ; $ /* 0%9  38
+. #'0 $.$29 6$/ :'*'&$ *.3$.6 3&'� (1"&!.� (χR)(x1, . . . , xn, y) /$"/G ".�
R(x1, . . . , xn, y) 1)/4+ $4/*� $ *'4 "3$41

(χR)(x1, . . . , xn, y) = (χS)(x1, . . . , xn, y, (χR)#(x1, . . . , xn, y)).

�
P'0 $.09 6$/ 4%5/+".0/3$2 R(x1, . . . , xn, y) X&4.4'+ "$"' *'4 "3$41

χR(x1, . . . , xn, y) = 1� �/3+ )"  *'4 "3$4/ 5*. +F-/0 z > y X&4.4'+ "$"/ *'8
4 "3$41 ex(y, (χR)#(x1, . . . , xn, z)) = 1�

L�M 
+� 13$'"/4+ ".� 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$. 34/;3$4' Trm(x) ] Kx ]
������� ����� �����# ����%&����� 
�����K 4/35/+2#1 03� $ 09 6$/ /"/ X&4.8
4'+ "$"/ 34/;3$41

WIC(x) ∨ WV bl(x)∨
(∃u)u < x(∃v)v < x(∃t)t < x(Trm(u) &Trm(v) &WFL(t) &

x = 23 ∗ u ∗ t ∗ v ∗ 25).

���



�� ! "4#  ��%�,*+,('/$,' 5�%6�'+)

�'330/$*.0 5*.0.$.4"/ * &1*3.4"/ /$"/G ". S(x, z)9 #')'""/ (/*01+/;

WIC(x) ∨ WV bl(x)∨
(∃u)u < x(∃v)v < x(∃t)t < x(ex(u, z) = 1 & ex(v, z) = 1 &WFL(t) &

x = 23 ∗ u ∗ t ∗ v ∗ 25).

�/,)' 34/;3$4/ Trm(x) *'4"/3.+2"/ S(x, (χTrm)#(x))

LEM 
+� 13$'"/4+ ".� 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$. 34/;3$4' Atmfl(x) ] Kx
] ������� ����� �
������" ��
���

�����" �������K 4/35/+2#1 03� $ 09 6$/
'$/0'*"% '*.(0 $.6 3&. (/*01+% .0 F$ 4.) (t1 =̃ t2)9 ,) t1 . t2 ] 5*/.#8
4/+2"% $ *0%� �/X$/01 34/;3$4/ Atmfl(x) X&4.4'+ "$"/ 34/;3$41

(∃u)u < x(∃v)v < x(Trm(u) &Trm(v) & x = 23 ∗ u ∗ 229 ∗ v ∗ 25).

L�M 
+� 13$'"/4+ ".� 5*.0.$.4"/; * &1*3.4"/3$. 34/;3$4' Fmfl(x) ] Kx ]
������� ����� ��
���

�����" �������K 4/35/+2#1 03� $ 09 6$/ /"/ X&4.4'8
+ "$"/ 34/;3$41

(Atmfl(x) ∨ ∃u)u < x(Fmfl(u) & x = 23 ∗ 29 ∗ u ∗ 25)∨
(∃u)u < x(∃v)v < x(Frml(u) &Frml(v) &

(x = 23 ∗ u ∗ 211 ∗ v ∗ 25 ∨ x = 23 ∗ u ∗ 213 ∗ v ∗ 25 ∨
x = 23 ∗ u ∗ 215 ∗ v ∗ 25 ))∨

(∃u)u < x(∃v)v < x(WV bl(u) &Frml(v) &

(x = 23 ∗ 217 ∗ u ∗ 25 ∗ v ∨ (x = 23 ∗ 219 ∗ u ∗ 25 ∗ v)).

L�M � X$/0 51"&$ -1) $ 13$'"/4+ "' 5*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 " 3&/+28
&.: $���
��
��# ��������! � $���
������" 
����� � 
���� 
 ������� ����
�
� ��������! �!�����
" $��������!� �% -1) 0 13$'"'4+.4'$2 X$/ 4 3//$4 $8
3$4.. 3 .")1&$.4"%0. /5* ) + ".�0. $ *0/4 . (/*01+� �/" 6"/9 " &/$/*% 
(/*01+% 0/H"/ -%+/ -% 3/&*'$.$29 "/ 5*. X$/09 "' "'G 4#,+�)9 " 3&/+2&/
13+/H".+/32 -% 5/".0'". .: K30%3+'K )+� "'6."'FI ,/ .#16'$2 X$1 $ :".8
&19 .35/+2#1 01F 4 )/&'#'$ +23$4 $ /* 0 
� 
 ) +� . �� �'*3&/,/� �%-.*'�
0 H)1 &*'$&/3$2F .#+/H ".� . + ,&/3$2F 5/".0'".� 0% 3/#"'$ +2"/ 5* )8
5/6+. 5/3+ )"  9 /-+ ,6.4 $ 0 3'0%09 &'& "'0 &'H $3�9 5/".0'". 30%3+'
(/*0'+2"%: &/"3$*1&!.; )+� "'6."'FI ,/ .#16'$2 0'$ 0'$.6 3&1F +/,.&1�

L���M �*.0.$.4"/ * &1*3.4 " 5* ).&'$ Subst
(1)
Fml(γ, u, v) ] Kex(0, γ) 3 �����

��� ����� ������
�
� $���
�����
 � ������� � ��������� ������� ex(1, γ)

���� � ��������� ������� u ����
� ���! ��������! �!�����
" $��������"
� ��������� ������� v�K

O$/-% " 3&/+2&/ 10 "2G.$2 *'#0 *% *'330'$*.4' 0%: (/*01+ 5* )4'*.8
$ +2"/ 13$'"/4.0 5*.0.$.4"1F * &1*3.4"/3$2 )41: 435/0/,'$ +2"%: 5* ).8
&'$/4 SubstTrm(γ, u, v) ] Kex(1, γ) 3 ������� ����� 
����# � ex(0, γ) 3 �������

���



§1� �*.(0 $.6 3&. 0"/H 3$4' . $ /* 0' �� �'*3&/,/

����� ������
�
� $���
�����
 � (
�
 
��� 
���� � ��������� ������� u
����
� ���! �!�����
" $��������" � ��������� ������� v�K

Trm(u) &WV bl(v) &Trm(ex(1, γ)) &

((∃z)z<ex(1,γ)(ex(1, γ) = 2z &

(ex(1, γ) = v& ex(0, γ) = u) ∨ (ex(1, γ) �= v& ex(0, γ) = ex(1, γ)))∨
(∃α)α<ex(1,γ)(∃β)β<ex(1,γ)(∃δ)δ<ex(1,γ)(WFL(δ) &Trm(α) &Trm(β) &

ex(1, γ) = 23 ∗ α ∗ δ ∗ β ∗ 25 &

(∃α0)α0<ex(0,γ)(∃β0)β0<ex(0,γ)(ex(0, γ) = 23 ∗ α0 ∗ δ ∗ β0 ∗ 25 &

SubstTrm(2α0 · 3α, u, v) &SubstTrm(2β0 · 3β, u, v)))).

SubstAtmfl(γ, u, v) ] Kex(1, γ) 3 ������� ����� (�����
����" �������# �
ex(0, γ) 3 ������� ����� ������
�
� $���
�����
 � (
� ������� 
���� � �����
����� ������� u ����
� ���! �!�����
" $��������" � ��������� ������� v�K

Trm(u) &WV bl(v) &Atmfl(ex(1, γ)) &

(∃α)α<ex(1,γ)(∃β)β<ex(1,γ)(Trm(α) &Trm(β) &

ex(1, γ) = 23 ∗ α ∗ 229 ∗ β ∗ 25 &

(∃α0)α0<ex(0,γ)(∃β0)β0<ex(0,γ)(ex(0, γ) = 23 ∗ α0 ∗ 229 ∗ β0 ∗ 25 &

SubstTrm(2α0 · 3α, u, v) &SubstTrm(2β0 · 3β, u, v)))

Subst
(1)
Fml(γ, u, v) ] Kex(1, γ) 3 ������� ����� �������# � ex(0, γ) 3 �������

����� ������
�
� $���
�����
 � (
� ������� 
���� � ��������� ������� u
����
� ���! ��������! �!�����
" $��������" � ��������� ������� v�K

Fml(ex(1, γ)) & (Atmfl(ex(1, γ)) &SubstAtmfl(γ, u, v))∨
((∃α)α<ex(1,γ)(∃α0)α0<ex(0,γ)(Fml(α) &

ex(1, γ) = 23 ∗ 29 ∗ α ∗ 25 & ex(0, γ) = 23 ∗ 29 ∗ α0 ∗ 25 &

SubstFml(2
α0 · 3α, u, v))∨

((∃α)α<ex(1,γ)(∃α0)α0<ex(0,γ)(∃β)β<ex(1,γ)(∃β0)β0<ex(0,γ)(∃δ)δ<ex(1,γ)

((δ = 211 ∨ δ = 213 ∨ δ = 215) & (Fml(α) &Fml(β) &

ex(1, γ) = 23 ∗ α ∗ δ ∗ β ∗ 25 & ex(0, γ) = 23 ∗ α0 ∗ δ ∗ β0 ∗ 25 &

SubstFml(2
α0 · 3α, u, v) &SubstFml(2

β0 · 3β, u, v))∨
((∃α)α<ex(1,γ)(∃α0)α0<ex(0,γ)(∃β)β<ex(1,γ)(∃β0)β0<ex(0,γ)(∃δ)δ<ex(1,γ)

((δ = 217 ∨ δ = 219) & (Fml(α) &WV bl(β) &

ex(1, γ) = 23 ∗ δ ∗ β ∗ 25 ∗ α& ex(0, γ) = 23 ∗ δ ∗ β ∗ α0 ∗ 25 &

((β = v&α0 = α) ∨ (β �= v&SubstFml(2
α0 · 3α, u, v)).

L���M �*.0.$.4"/ * &1*3.4 " 5* ).&'$ SubstFml(x, y, u, v) ] Kx 3 ������� ���
��� ������
�
� $���
�����
 � ������� � ��������� ������� y 
���� � �����
����� ������� u ����
� ���! ��������! �!�����
" $��������" � ���������
������� v�K

��D



�� ! "4#  ��%�,*+,('/$,' 5�%6�'+)

�3"/9 6$/ SubstFml(x, y, u, v) X&4.4'+ "$"/ Subst(1)Fml(2
x · 3y, u, v)

L���M �*.0.$.4"'� * &1*3.4"/3$2 (1"&!.. Sub(y, u, v) ] K������� ����� ���
����
�
� $���
�����
 � �������
� � ��������� ������� y 
���� � ���������
������� u ����
� ���! ��������! �!�����
" $��������" � ��������� �������
vK 3+ )1 $ .# *'4 "3$4'

Sub(y, u, v) = µ xx<puy
uySubst(x,y,u,v).

LDM �3$'"/4.0 5*.0.$.4"1F * &1*3.4"/3$2 5* ).&'$' Fr(u, v) Du 3 �������
����� �������# �������&�" ��������� �!�����
� $��������" � ���������
������� v 
 �� �������&
" ��������! �!�����
" ����
! $��������!D�

<$/ 3+ )1 $ .#  ,/ X&4.4'+ "$"/3$. 5* ).&'$1

(Fml(u) &WV bl(v) & (¬SubstFml(u, u, 2
21, v) &

(∀x)x<u(x �= v → SubstFml(u, u, 2
21, x)))

P'0 $.09 6$/  3+. 5 * 0 ""'� 3 , ) + 4%0 "/0 */0 x 4:/).$ 4 3+/4/ 3 "/8
0 */0 u9 $/ x < u�

�/) *H'$ +2"%; 30%3+ 5/3+ )" ; (/*01+%
K���
 � ������� � ��������� ������� u ����
� ���! ��������! �!�����

�
" $��������" � ��������� ������� v $���
��

� ����
��
� 0̄# 
� $����
������ ������� ����
 �
�
��� �
 
�!����"# � ���
 � (
� ������� ����
�
���! ��������! �!�����
" $��������" � ��������� ������� x# �
�
���� �

v# $���
��

� ����
��
� 0̄# 
� $��������� ������� ���$���
 � 
�!����"K�

L�?M �*.0.$.4"/ * &1*3.4"' (1"&!.� ϕ9 &/$/*'� 5/ "'$1*'+2"/01 6.3+1 n
)' $ , ) + 4 "/0 * $ *0' n̄9 $� � ϕ(n) = g(n̄)� <$/ 3+ )1 $ .# *'4 "3$4

ϕ(0) = 221,

ϕ(n + 1) = 23 ∗ ϕ(n) ∗ 225 ∗ 223 ∗ 25.

. � � � � � 
 � � � � 
 � � $ /* 0% �� �'*3&/,/ 5*/4 ) 0 0 $/)/0 /$ 5*/$.48
"/,/� �* )5/+/H.09 6$/ 0"/H 3$4/ 43 : "/0 */4 #'0&"1$%: '*.(0 $.6 3&.:
(/*01+9 $� � (/*01+ �#%&' LτArithm

9 .3$.""%: 4 3$'")'*$"/; ."$ *5* $'!..9 �48
+� $3� '*.(0 $.6 3&.0� P"'6.$ ��&��
���
 ������� S'$� � ����" ��������"
$��������" x1 
����# �
� ��� $��
��������� ��
��������� �
��� n �$������
�
�� (��
�����
���
��

������� S'$� x1 [n̄] 
�

��� � �
�����
��" 
�
��$��
�	
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����
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����# ����� ��
�������� �
��� n �����
�� ��������� ������� ������
�"
��
���

�����" �������# 
�

���" � �
�����
��" 
�
��$��
�	

�

�/3$*/.0 (/*01+1 P 3 )410� 34/-/)"%0. 5 * 0 ""%0. x1 . x2 $'&1F9 6$/
)+� 5*/.#4/+2"%: "'$1*'+2"%: 6.3 + n . m 35*'4 )+.4' X&4.4'+ "$"/3$2�

������� Px1,x2[n̄, m̄] 
�

��� � �
�����
��" 
�
��$��
�	

 
���� 
 
����
�� 
����# ����� n 3 ������� ����� ����
���" ��
���

�����" ������� F �
����" ��������" $�������" x1 
 ������� Fx1 [m̄] ����� � �
�����
��" 
�
��
$��
�	

�

��?



§2� �*/-+ 0' 4%4/).0/3$. )+� 5/+13.3$ 0 �1X

� &'6 3$4 .3&/0/; (/*01+% P 0/H"/ 4#�$2 3+ )1FI1F

(Fr(x1, 2
31) &

(∃x3)(∃x4)(x4 = ϕ(x2) &SubstFml(x3, x1, x4, 2
31) & (¬S'$� x1 [x3]))).


+� #'4 *G ".� )/&'#'$ +23$4' $ /* 0% �� �'*3&/,/ /-/#"'6.0 6 * # p
������� ����� ������� Px1,x2[x1, x1] � ����" ��������" $��������" x1� <$1 (/*8
01+1 *'). " &/$/*/; &*'$&/3$. -1) 0 /-/#"'6'$2 6 * # D� �/,)'

������� Dx1[p̄] = Dx1,x2[p̄, p̄] 
�

��� � �
�����
��" 
�
��$��
�	

 
��
��� 
 
����� 
����# ����� ������� Dx1[p̄] ����� � �
�����
��" 
�
�$��
��
	

�

�/+16 ""/ 5*/$.4/* 6. #'4 *G' $ )/&'#'$ +23$4/ $ /* 0% �� �'*3&/,/�
�
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6$/ 4 5/+13.3$ 0 �1X SST (M)
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�M 35/3/-"/3$2 5*/30'$*.4'$2 5/-1&4 ""/ 3+/4/9 4%) +�$2 4 " 0 " &/$/*% 
(.&3.*/4'""% 5/)3+/4'9 (.&3.*/4'""% 5/)5/3+ )/4'$ +2"/3$. .)1I.: )*1,
#' )*1,/0 -1&49

�M 35/3/-"/3$2 .#4+ &'$2 .# 3+/4' 5/)3+/4' (.&3.*/4'""/,/ 4.)'9 3/:*'"��
/3$'4G. 3� 6'3$. 3+/4'9

�M 35/3/-"/3$2 5 * 3$*'.4'$2 6'3$. 3+/4' ] #'0 "�$2 5/)3+/4' "' )*1,. 
3+/4'9 43$'4+�$2 5/)3+/4' (.&3.*/4'""/,/ 4.)'9 1)'+�$2 5/)3+/4'�

�)".0 .# /3"/4"%: 5/"�$.; )+� "'3 -1) $ 5/"�$. ����.�9��9 &/$/*/ 
0% 5/".0' 0 &'& 
����� $���
��# �������%&��# ��� ����
��
� ����� �� ���



 $����
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� (

 ���

�

�/) ����.�9��
 ����� 0% -1) 0 5/".0'$2 +F-/ 5*'4.+/ 5* /-*'#/4'8
".� 3+/49 #')'4' 0/ 3: 0/; 4.)'

u0W1u1W2 . . .Wnun → v0V1v1V2 . . . Vmvm,

,) u09 u19 � � � 9 un9 v09 v19 � � � 9 vm ] �
��
�������� ��� �����" $�����	

 �����9
5*.6 0 u0 .+. un 0/H $ -%$2 513$%0 3+/4/09 " &/$/*% .# 3+/4 v09 v19 � � � 9 vm

0/,1$ -%$2 513$%0.7
W19 � � � 9Wn ] $��
�������� �����9 .: 6'3$/ "'#%4'F$ 5 * 0 ""%0. 3+/4'0.9
V19 � � � 9 Vm ] (.&3.*/4'""% 3+/4' 4 '+('4.$ {W1, . . . ,Wn}�
>������
 ����� "'#%4' $3� +/,.3$.6 3&'� 3.3$ 0' L 4 " &/$/*/0 '+8

('4.$ A9 #')'4' 0'� "'-/*/0 '&3./09 �4+�FI.:3� 3+/4'0. 4 '+('4.$ A9 .
"'-/*/0 5*/)1&!.;9 5/3$/�""% 3+/4' &/$/*%: ] 3+/4' 4 '+('4.$ A�

� ,&/ 5/"�$29 6$/ 5/+13.3$ 0% . 3.3$ 0% �1X L5/)3$'"/4/6"% 3.3$ 0%M ]
6'3$"%; 3+16'; 3.3$ 0 �/3$'�

�/H"/ 5/&'#'$29 6$/ 3.3$ 0% �/3$' )'F$ )/3$'$/6"/ ') &4'$"%; '55'*'$
)+� /5.3'".� *'-/$% 0'G." �2F*.",'�

�% " -1) 0 #'".0'$23� 5/)*/-"%0 .#16 ". 0 X$/,/ 4/5*/3'9 /$)'4 5* )8
5/6$ ". 5/+13.3$ 0'0 . 3.3$ 0'0 �1X� �'330/$*.0 +.G2 ��
�
������� ���
����� ����� ] 3.3$ 0% �/3$' 3 /)"/; '&3./0/; . ����������
 $�����	
�
��
 ] 5*/)1&!.�0. 4.)'

uW → Wv.

�3$'"/4.0 " &/$/*1F 34�#2 0 H)1 5/+13.3$ 0'0. �1X . &'"/".6 3&.0. 3.8
3$ 0'0. �/3$'�


+� 5*/.#4/+2"/; 5/+13.3$ 0% �1X SST

SST = 〈 a1, . . . , an |A1 → B1, . . . , Am → Bm 〉
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§2� �*/-+ 0' 4%4/).0/3$. )+� 5/+13.3$ 0 �1X

/-/#"'6.0 6 * # CSP (SST ) 3+ )1FI1F &'"/".6 3&1F 3.3$ 01 �/3$'

CSP (SST ) = 〈 a1, . . . , an, a
′
1, . . . , a

′
n |

A1W → WB′
1, . . . , AmW → WB′

m,

a1W → Wa′1, . . . , anW → Wa′n,

a′1W → Wa1, . . . , a
′
nW → Wan 〉,

,) )+� 5*/.#4/+2"/,/ 3+/4' U = ai1 . . . aip 6 * # U ′ /-/#"'6 "/ 3+/4/ a′i1 . . . a
′
ip �

�5*'4 )+.4' 3+ )1FI'� $ /* 0'�


� ���� ���� .�� �%��! ���! ���� U 
 V � �����

� $����
�
��� *�( SST
�$������
�� (��
�����
���
�

U �SST V ⇐⇒ U �CSP (SST ) V.

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �* )5/+/H.09 6$/ U �SST V � �/,)' 31I 3$41 $
! 5/6&' X+ 0 "$'*"%: 5* /-*'#/4'".;

U = U0 → U1 → . . . → Uk → Uk+1 = V

5/+13.3$ 0% �1X SST � 
/&'H 09 6$/ 5*. +F-/0 t L0 ≤ t ≤ kM

Ut �CSP (SST ) Ut+1.

�3+. 5 * :/) Ut → Ut+1 4 5/+13.3$ 0 �1X SST .0 + 4.)

Ut = XAiY → XBiY = Ut+1,

$/ 4 &'"/".6 3&/; 3.3$ 0 �/3$' CSP (SST ) 5/+16' 0

Ut = XAiY �CSP (SST ) AiY X
′ �CSP (SST ) Y X

′B′
i �CSP (SST )

X ′B′
iY

′ �CSP (SST ) B
′
iY

′X �CSP (SST )

Y ′XBi �CSP (SST ) XBiY = Ut+1.

� 5 *2 5* )5/+/H.09 6$/ U �CSP (SST ) V � �/,)' 31I 3$41 $ ! 5/6&' X+ 8
0 "$'*"%: 5* /-*'#/4'".;

U = U0 → U1 → . . . → Uk → Uk+1 = V

&'"/".6 3&/; 3.3$ 0% �/3$' CSP (SST )�
�")1&!. ; 5/ t L0 ≤ t ≤ kM + ,&/ )/&'#'$29 6$/ &'H)/ 3+/4/ Ut .0  $ 4.)

+.-/ CD′9 +.-/ D′C�
�5* ) +.0 5* /-*'#/4'". ∗ *'4 "3$4'0.

(DC ′)∗ = (D′C)∗ = CD.

���



�� ! "4#  ��%�,*+,('/$,' 5�%6�'+)

�'330'$*.4'� 43 4/#0/H"% 3+16'. 5*.0 " ".� & 3+/4'0 4.)' CD′ . D′C
5*/)1&!.; &'"/".6 3&/; 3.3$ 0% �/3$' CSP (SST )9 + ,&/ 1- ).$23�9 6$/ 5*.
+F-/0 t L0 ≤ t ≤ kM +.-/ (Ut+1)

∗ � (Ut)
∗9 +.-/ (Ut+1)

∗ 5/+16' $3� .# (Ut)
∗

5*.0 " ". 0 /)"/,/ X+ 0 "$'*"/,/ 5* /-*'#/4'".� 5/+13.3$ 0% �1X SST �
�'& &'& U . V ] 3+/4' 4 '+('4.$ 5/+13.3$ 0% �1X SST 9 $/ U∗ � U .

V ∗ � V 9 5/X$/01 U �SST V � �
�#�4 4 &'6 3$4 SST $'&1F 5/+13.3$ 01 �1X9 6$/ )+� " &/$/*/,/ 3+/4'W0 4

  '+('4.$ 0"/H 3$4/ 43 : 4%4/).0%: .# " ,/ 3+/4 " �4+� $3� * &1*3.4"%09
5/+16.0 3+ )1FI  3+ )3$4. �

"���
,����  �&��
���
 �����
������ �
�
��� ���
� CSP (SST ) 
����#
�
� ��� ����
����� ����� W0 � �� �����

� ������
�� ���! �����
��! 
�
���� ���� �� �����
�� ������
�����

� $ /*.. '+,/*.$0.6 3&. " *'#* G.0%: 5*/-+ 0 4'H"1F */+2 .,*' $ 3+ 8
)1FI'� 5*/-+ 0'�

�������� ������������ ������ �� $��
��������� ��������� ������
�
�� $�� ����

{ 〈Ai, Bi〉 | i ∈ I }
� ����
���� �����

� A = {a1, . . . , an} 
�����
�� �$�����

�# ��&��
���

�
 
���� $��������
������
� 
������� i1# � � � # im# �
� ����
����
 ����� �����

Ai1 . . . Aim . Bi1 . . . Bim .

�1) 0 ,/4/*.$29 6$/ 0"/H 3$4/ 5'* 3+/4

{ 〈Ai, Bi〉 | i ∈ I }
/-*'#1 $ �
�
��� ���
��
�
�
�� �3+. 31I 3$41 $ $* -1 0'� 5/3+ )/4'$ +28
"/3$2 .") &3/4 i19 � � � 9 im9 $/ 3//$4 $3$41FI  3+/4/

Ai1 . . . Aim � Bi1 . . . Bim

"'#%4' $3� �����
�� �
�
��� ���
��
�
�
��
�I 4 �D�E ,/)1 [���\ <� �/3$ )/&'#'+ '+,/*.$0.6 3&1F " *'#* G.0/3$2

X$/; 6.3$/ &/0-."'$/*"/; 5*/-+ 0%9 5/+16.4G ; 45/3+ )3$4.. "'#4'". ����
����� ������������ ������ � *4/"'6'+2"/ )/&'#'$ +23$4/ <� �/3$' -%8
+/ )/3$'$/6"/ 3+/H"%0� �/#H /"/ -%+/ #"'6.$ +2"/ 15*/I "/� �% 5*.4 ) 0
5* )+/H ""/ R+/;)/0 )/3$'$/6"/ 5*/3$/ )/&'#'$ +23$4/ X$/,/ 4 320' 4'H8
"/,/ * #1+2$'$'9 $'& &'& /" G.*/&/ .35/+2#1 $3�9 "'5*.0 *9 4 )/&'#'$ +23$4':
" *'#* G.0/3$. *�)' '+,/*.$0.6 3&.: 5*/-+ 0 )+� (/*0'+2"%: ,*'00'$.&�

�13$2 SST ] 5*/.#4/+2"'� 5/+13.3$ 0' �1X 3 '+('4.$/0

A = {a1, . . . , an}
. 3 3.3$ 0/; 5*/)1&!.;

g1 → h1, . . . , gk → hk.

���



§2� �*/-+ 0' 4%4/).0/3$. )+� 5/+13.3$ 0 �1X

�'330/$*.0 "/4%; '+('4.$

B = { a1, . . . , an, a
′
1, . . . , a

′
n, [, ], ∗, ∗′ }.


+� 5*/.#4/+2"/,/ 3+/4' U 4 '+('4.$ A /-/#"'6.0 6 * # U ′ 3+/4/9 5/+18
6 ""/ .# 3+/4' U /)"/4* 0 ""/; #'0 "/; -1&4 a19 � � � 9 an "' a′19 � � � 9 a

′
n�

�6.$' 09 6$/ 3.3$ 0' 5*/)1&!.; 5/+13.3$ 0% �1X SST 4&+F6' $ 43 K$/H8
) 3$4 ""% K 5*/)1&!..

a1 → a1, . . . , an → an.

�/ 5*/.#4/+2"%0 )410 3+/4'0 U . V 4 '+('4.$ A 5/3$*/.0 3.3$ 01 3//$8
4 $3$4.� �/3$' SC(U, V )

〈h1, g
′
1〉, . . . , 〈hk, g

′
k〉,

〈h′1, g1〉, . . . , 〈h′k, gk〉,
〈[U∗, [〉, 〈∗, ∗′〉, 〈∗′, ∗〉, 〈], ∗′V ]〉.


� ���� ���� .�� $��
�������! ���� U 
 V � �����

� A = {a1, . . . , an} $��
���
�
��� *�( SST �$������
�� (��
�����
���
�

U �∗SST V ⇐⇒ �
�
��� ���
��
�
�
� SC(U, V )
���
 �����
��

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �* )5/+/H.09 6$/

U �∗SST V.

�/,)' 31I 3$41 $ ! 5/6&' X+ 0 "$'*"%: 5* /-*'#/4'".; 5/+13.3$ 0% �1X
SST 9 4 )1I'� /$ 3+/4' U & 3+/41 V 9

U = U1 → U2 → . . . → Um−1 → Um = V.

�'& &'& 5/ 5* )5/+/H ".F 4 6.3+/ 5*/)1&!.; 5/+13.3$ 0% �1X SST 4:/)�$
43 K$/H) 3$4 ""% K 5*/)1&!.. ai → ai Li = 1, . . . , nM9 $/ 0/H"/ 36.$'$29 6$/
m ] " 6 $"/ 6.3+/�

�/&'H 09 6$/ 3+/4/

[U1 ∗ U ′
2 ∗′ U3 ∗ . . . ∗ U ′

m−1 ∗′ Um ]

�4+� $3� * G ". 0 3.3$ 0% 3//$4 $3$4.� �/3$' SC(U, V )�
�'330/$*.0 3+ )1FI. )4' *'#-. ".� "' 5/)3+/4' X$/,/ 3+/4'

[U1 ∗ |U ′
2 ∗′ |U3 ∗ | . . . ∗ |U ′

m−1 ∗′ |Um | ] �
[ |U1 ∗ |U ′

2 ∗′ |U3 ∗ | . . . ∗ |U ′
m−1 | ∗′ Um ].

�//$4 $3$4. 3+/4 [U1 ∗ . [9 3+/4 ] . ∗′ Um ]9 3+/4 ∗′ . ∗ . 3+/4 ∗ . ∗′ /6 4.)"/�

��D



�� ! "4#  ��%�,*+,('/$,' 5�%6�'+)

�3$' $3� 13$'"/4.$2 3//$4 $3$4. 5*. 6 $"/0 t 3+/4 U ′
t . Ut−19 ' 5*. " 6 $8

"/0 t ] 3+/4 Ut . U ′
t−1�

�'& &'& 5 * :/) Ut−1 → Ut �4+� $3� X+ 0 "$'*"%0 5* /-*'#/4'". 09 $/ )+�
5/):/)�I.: 3+/4 L . R 4 '+('4.$ A 5*. " &/$/*/0 j L1 ≤ j ≤ kM 4%5/+"�F$3�
*'4 "3$4'

Ut−1 � Lgj R, Ut � Lhj R.

P"'6.$ 4 *"% *'4 "3$4'

U ′
t � L′ h′j R

′, Ut−1 � Lgj R

Ut � Lhj R, U ′
t−1 � L′ g′j R

′.

K�/H) 3$4 ""% K 5*/)1&!.. ai → ai Li = 1, . . . , nM )'F$ 3//$4 $3$4.� 3+/4 ai

. a′i9 a
′
i . ai9 ' #"'6.$9 . 3+/4 L . L′9 R . R′9 L′ . L9 R′ . R� <$/ 40 3$ 3

3//$4 $3$4. 0 3+/4 hj . g′j 9 h
′
j . gj )' $ 3//$4 $34. 3+/4 Ut . U ′

t−19 U
′
t . Ut−1�

P"'6.$ 1&'#'""/ 3+/4/ ) ;3$4.$ +2"/ �4+� $3� * G ". 0 3.3$ 0% 3//$4 $8
3$4.� �/3$' SC(U, V )�


+� )/&'#'$ +23$4' /-*'$"/,/ 5* )5/+/H.09 6$/ 3.3$ 0' 3//$4 $3$4.� �/8
3$' SC(U, V ) .0  $ * G ". . ����� W �����
�� ����� ����
�
� �����
���

�"'+.# 3.3$ 0% 3//$4 $3$4.� �/3$' SC(U, V ) 5/&'#%4' $9 6$/  3+. S . R ]
3+/4' 4 '+('4.$ A . 3+/41 S ′ 3//$4 $3$41 $ 3+/4/ R9 $/ 3+/4/ S 0/H $ -%$2
5/+16 "/ .# 3+/4' R &/" 6"%0 6.3+/0 5* /-*'#/4'".; 5/+13.3$ 0% �1X SST 9
'  3+. 3+/41 S 3//$4 $3$41 $ 3+/4/ R′9 $/ 3+/4/ S 0/H $ -%$2 5/+16 "/ .# 3+/4'
R &/" 6"%0 6.3+/0 5* /-*'#/4'".; 5/+13.3$ 0% �1X SST �

� $*1)"/ 5/"�$29 6$/ 3+/4/ W )/+H"/ "'6."'$23� 3.04/+/0 [9 ' /&'"6.8
4'$23� 3.04/+/0 ]�

�'& &'& 5/ 5* )5/+/H ".F 3+/4/W �4+� $3� 3'0%0 &/*/$&.0 * G ". 09 $/
" $*1)"/ 5/"�$29 3.04/+% [ . ] 4:/)�$ 4 3+/4/ W +.G2 5/ /)"/01 *'#1� P"'6.$9
3+/4/ W .0  $ 4.)

[U ∗ . . . ∗′ V ],

. * G ". )+� 3.3$ 0% 3//$4 $3$4.� �/3$' SC(U, V ) )' $3� 3+ )1FI.0. )410�
*'#-. ".�0. X$/,/ 3+/4'

W � [U ∗ | . . . ∗′ V | ], W � [ |U ∗ . . . | ∗′ V ].

P'0 $.09 3'0'� + 4'� ∗ 4$/*/,/ *'#-. ".� )/+H"' 3//$4 $3$4/4'$2 " &/$/*/;
∗′ 5 *4/,/ *'#-. ". �9 ' 3'0/; 5*'4/; ∗′ 5 *4/,/ *'#-. ".� 3//$4 $3$41 $ " &/8
$/*'� ∗ 4$/*/,/ *'#-. ".��

P"'6.$9 4 5 *4/0 *'#-. ".. 5/3+ 5 *4/; ∗ .) $ " &/$/*/ 3+/4/ S ′9 &/$/8
*/01 3//$4 $3$41 $ 3+/4/ U 9 5/X$/01

U �∗SST S.

�'330/$*.0 4:/H) ". 3+/4' S ′ 4/ 4$/*/ *'#-. ". � �"/ 3//$4 $3$41 $ " &/8
$/*/01 3+/41 R .# 5 *4/,/ *'#-. ".� .

S �∗SST R.

��?



§2� �*/-+ 0' 4%4/).0/3$. )+� 5/+13.3$ 0 �1X

�/X$/01
U �∗SST R.

�*/)/+H'� *'331H) ". '"'+/,.6"%0 /-*'#/09 5/+16.0

U �∗SST V.

�
�'& &'& 5*/-+ 0' 4%4/).0/3$. )+� 5/+13.3$ 0 �1X '+,/*.$0.6 3&. " *'#8

* G.0'9 $/ 5/+16' 0 4 &'6 3$4 " 5/3* )3$4 ""/,/ 3+ )3$4.� )/&'#'""/; $ /8
* 0% 3+ )1FI  1$4 *H) ". 

"���
,���� �������� ���
��
�
�
� ���
� �����

�
����
 ��������
��#

��� ���������� �����

�# $������%&
" $� $��
��������� ��������� ����
���
�� $�� ����

{ 〈Ai, Bi〉 | i ∈ I }
� $��
�������� �����

� A = {a1, . . . , an} �$�����

�# ��&��
���
 �
 
����
$��������
������
� 
������� i1# � � � # im# �
� ����
����
 ����� �����

Ai1 . . . Aim 
 Bi1 . . . Bim.

�*/-+ 0' 3//$4 $3$4.� �/3$' )/513&' $ 3+ )1FI1F '+, -*'.6 3&1F (/*8
01+.*/4&1�

�-/#"'6.0 6 * # Πk 34/-/)"1F 5/+1,*1551 3/ 34/-/)"%0. /-*'#1FI.0.
a19 � � � 9 ak� �F-/; ,/0/0/*(.#0 ϕ 5/+1,*155% Πm 4 5/+1,*1551 Πn #')' $3�
34/.0. #"'6 ".�0. ϕ(a1)9 � � � 9 ϕ(am) "' 34/-/)"%: /-*'#1FI.: a19 � � � 9 ak� 
+�
)41: ,/0/0/*(.#0/4 ϕ . ψ 5/+1,*155% Πm 4 5/+1,*1551 Πn /5* ) +� $3� .:
������
�� ���$����
�

E(ϕ, ψ) = {w |w ∈ Πm &ϕ(w) = ψ(w) }.

�"/H 3$4/ E(ϕ, ψ) 3/) *H.$ 513$/ 3+/4/�
�������� ���
��
�
�
� ���
� 3 (
� ��$��� � 
��# ������

 �
 ������

�
�� E(ϕ, ψ) ��$��
�� ������
�F-/; ,/0/0/*(.#0 ϕ 5/+1,*155% Πm 4 5/+1,*1551 Πn #')' $ " &/$/*/ 

���
�����
� L�����

��� ���
�����
�M 3+/4 4 '+('4.$ Πm 3+/4'0. 4 '+('4.$ 
Πn�

� $'&/; 5/3$'"/4& 5*/-+ 0' 3//$4 $3$4.� �/3$' ] X$/ 4/5*/3 / $/09 ����
�� �
 $� ���� ���
�����
�� ϕ 
 ψ ���� � �����

� Πm ������
 � �����

�
Πn �$�����

�# ��"��
�� �
 
���� ����� W � �����

� Πm# ��
���� ϕ 
 ψ
���
��%
 ��
������9 $� � /)".0 . $ 0 H 3+/4/0 L&/)/0M ϕ(W ) � ψ(W )�

�'330/$*.0 " &/$/*% '+,/*.$0.6 3&. 5*/-+ 0%9 4/#".&'FI. 5*. .#18
6 ".. $ /*.. (/*0'+2"%: �#%&/4 . (/*0'+2"%: ,*'00'$.&�

���
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�'5/0".09 6$/ (/*0'+2"'� ,*'00'$.&' Γ #')' $3� '+('4.$/0 A = N ∪ T 9
*'#-.$%0 4 /-_ )." ". )41: " 5 * 3 &'FI.:3� 5/)0"/H 3$4 N . T 9 "'#%4'8
 0%: 3//$4 $3$4 ""/ 0"/H 3$4/0 ��
���
������! . 0"/H 3$4/0 
���
�����
��! 3.04/+/49 3.3$ 0/; 5*/)1&!.; Π . "'6'+2"%0 3.04/+/0 S ∈ N � �/+16' 0
5/+13.3$ 01 �1X

SST (Γ) = 〈A |Π 〉.
�5 !.(.&' (/*0'+2"%: ,*'00'$.& 5*/�4+� $3� 4 #')'".. .0. �#%&/4�

@��������� ������

�� Γ �$�������
 ���� L(Γ)# ���
��&
" 
� ���! ����
� �����

� T 
���
������! �
������# �����
��! 
� ����� S# 
���

L(Γ) = {W |W ∈ T ∗ &S �∗SST (Γ) W }.

�+'33.(.&'!.� (/*0'+2"%: ,*'00'$.& 4 ) $3� 5/ 4.)1 .: 5*/)1&!.;� �'H8
"%; &+'33 3/3$'4+�F$ ���
���
�� ��������� ������

�
9 43 5*/)1&!.. &/8
$/*%: .0 F$ 4.) α → h9 ,) α ] " $ *0."'+2"%; 3.04/+�


+� (/*0'+2"%: ,*'00'$.&  3$ 3$4 ""/ (/*01+.*1F$3� '+,/*.$0.6 3&. 
5*/-+ 0%9 "'5*.0 *9 5*/-+ 0' 4:/H) ".� 4 �#%& L(Γ)� � /-I 0 3+16' /"'
'+,/*.$0.6 3&. " *'#* G.0'9 "/ )+� &/"$ &3$"/ 34/-/)"%: ,*'00'$.& *'#* 8
G.0'�

�'330/$*.0 )+� (/*0'+2"%: ,*'00'$.& $������� $��
�
� $��������
�
���������! 
�
 �������

�������� �.����� ��������
�� ������2 �� $��
�������� ���� ����
������� ������

��� Γ1 
 Γ2 
�����
�� �$�����

�# $��
� �
 $��������
�
L(Γ1) ∩ L(Γ2) ���������! (

�
 ������

���
 �������


� ���� ���� 9��������� �����

�# $������%&
" $� $��
�������� ����
���
���
�� ��������� ������

��� Γ1 
 Γ2 �$�����

�# $��
� �
 $������
���
� L(Γ1) ∩ L(Γ2) ���������! (

�
 ������

���
 �������

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �'330/$*.0 5*/.#4/+2"1F 3.3$ 01 3//$4 $3$4.�
�/3$' 4 '+('4.$ A = {a1, . . . , an}9 #')'""1F &/" 6"%0 0"/H 3$4/0 5'* 3+/4

{ 〈Ai, Bi〉 | 1 ≤ i ≤ m }.

�/3$*/.0 5'*1 &/"$ &3$"/ 34/-/)"%: ,*'00'$.& Γ1 . Γ29 1 &/$/*%: /)"/ . $/
H 0"/H 3$4/ T = A∪ {c1, . . . , cm} $ *0."'+2"%: 3.04/+/4� � ,*'00'$.&. Γ1

0"/H 3$4/ " $ *0."'+2"%: 3.04/+/4 3/3$/.$ +.G2 .# S19 ' 1 Γ2 ] +.G2 .# S2�
�"/H 3$4/ Π1 5*/)1&!.; ,*'00'$.&. Γ1 3/3$/.$ .# 43 : 5*/)1&!.; 4.)'

S1 → AiS1ci . S1 → Aici Li = 1, . . . , mM�
�"/H 3$4/ Π2 5*/)1&!.; ,*'00'$.&. Γ2 3/3$/.$ .# 43 : 5*/)1&!.; 4.)'

S1 → BiS1ci . S1 → Bici Li = 1, . . . , mM�
�/,)'

L(Γ1) = {Ai1Ai2 . . . Aitcit . . . ci2ci1 },
L(Γ2) = {Bj1Bj2 . . . Bjk

cjk
. . . cj2cj1 }.
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�/X$/01 .3:/)"'� 3.3$ 0' ���
��
�
�
� ���
� 
���
 �����
� 
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����
�� 
����# ����� ��� $��
������! $� ��" ���
���
�� ��������! ������

� Γ1


 Γ2 L(Γ1) ∩ L(Γ2) �= ∅� 
+� #'4 *G ".� )/&'#'$ +23$4' $ /* 0% )/3$'$/6"/
3/3+'$23� "' 13$'"/4+ ""1F '+,/*.$0.6 3&1F " *'#* G.0/3$2 5*/-+ 0% 3//$8
4 $3$4.� �/3$'� �

� &'6 3$4  I /)"/,/ 5*.0 *' '+,/*.$0.6 3&. " *'#* G.0/; 5*/-+ 0%
)+� (/*0'+2"%: ,*'00'$.& . �#%&/4 *'330/$*.0 $������� �������������

�

����������� ���� @��������� ������

�� Γ � ��������� �
������ S ���
�����
�� ��.������

�
# ���
 ��� ����
����� ����� W 
� �� ����� L(Γ) ���
&��
��%
 ��� ����
���! ������# 
��� 
��
� ��� 	�$���
 (�����
����! $���
���������
"

S � U1 → U2 → . . . → Um−1 → Um � W




S � V1 → V2 → . . . → Vk−1 → Vk � V,

�
�

〈U1, U2, . . . , Um 〉 �= 〈 V1, V2, . . . , Vk 〉.
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�������" �������


�� 
�����
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� ���� ���� 9��������� �����

�# $������%&
" $� $��
�������" ���
���
�
�� ��������" ������

�� Γ �$�����

�# �����
�� �
 ��� �����������"�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �'& 4 )/&'#'$ +23$4 5* )%)1I ; $ /* 0% 5/ 5*/8

.#4/+2"/; 3.3$ 0 3//$4 $3$4.� �/3$' SC 3$*/.0 5'*1 &/"$ &3$"/ 34/-/)"%:
,*'00'$.& Γ1 . Γ2�

�/ ,*'00'$.&'0 Γ1 . Γ2 3$*/.0 ,*'00'$.&1 Γ9 '+('4.$ &/$/*/; 5/+16' $3�
/-_ )." ". 0 .: '+('4.$/4 . )/-'4+ ". 0 "/4/,/ " $ *0."'+2"/,/ 3.04/+' S�
�"/H 3$4/ 5*/)1&!.; ,*'00'$.&. Γ 5/+16' $3� )/-'4+ ". 0 & /-_ )." ".F
0"/H 3$4 5*/)1&!.; ,*'00'$.& Γ1 . Γ2 )41: 5*/)1&!.;

S → S1, S → S2.

� $*1)"/ 5/"�$29 6$/ L(Γ1) = L(Γ1) ∪ L(Γ2)�
�3"/9 6$/ ,*'00'$.&. Γ1 . Γ2 " �4+�F$3� )4130%3+ ""%0.� �/X$/01
������

�� Γ �����
�� ������������" 
���� 
 
����� 
����# �����

L(Γ1) ∩ L(Γ2) �= ∅�
� )+� #'4 *G ".� )/&'#'$ +23$4' $ /* 0% )/3$'$/6"/ +.-/ 3/3+'$23� "'

5* )%)1I1F $ /* 019 +.-/ #'0 $.$29 6$/
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�'#"//-*'#"% 5*.0 *% '+,/*.$0.6 3&. " *'#* G.0%: 5*/-+ 0 )+� (/*8
0'+2"%: ,*'00'$.& . �#%&/4 3/) *H'$3� 4 .#4 3$"%: 0/"/,*'(.�: ���� 
+')8
&/,/ [��\ �� 
."#-1*,' [��\�

� #'&+F6 ". 5*.4 ) 0 )/&'#'$ +23$4/ $ /* 0% ���� �'*&/4' ] <� �/3$'
/ " *'#* G.0/3$. 5*/-+ 0% *'4 "3$4' )+� 5/+1,*155�

�'& 1H /$0 6'+/32 4%G 9 4 �D�� ,/)1 4 *'-/$ [��?\ "/*4 H3&.; 0'$ 0'$.&
`&3 +2 �1X 5* )+/H.+ 1".4 *3'+2"%; 35/3/- #')'".� 5/+1,*155 3 5/0/I2F
5/*/H)'FI.: X+ 0 "$/4 . /5* ) +�FI.: 3//$"/G ".;� �'0 H /" 45 *4% 
3(/*01+.*/4'+ '+,/*.$0.6 3&1F $������� ���$�������
� ������
�� ���� ���
������� �$���������! $������$$9 $� � $'&.: #')'".;9 ,) 6.3+/ 5/*/H)'FI.:
. 6.3+/ /5* ) +�FI.: 3//$"/G ".; &/" 6"/� �"$ * 3"/ /$0 $.$29 6$/  I 4
����]���� ,,� �'+2$ * (/" 
.& 44 + '"'+/,.6"%; 35/3/- #')'".� ,*155 ] �����
�
� ���$$ ������%&
�
 (�����
��
 
 �$������%&
�
 ���
�����
��
� �/8
"�$. ,*155%9 4 " &/$/*/0 30%3+ 9 �4+� $3� -/+  &+'33.6 3&.09 6 0 5/"�$. 
5/+1,*155%9 ' $ 0 -/+  9 6 0 5/"�$. 3.3$ 0% �1X�

�'5/0".0 " &/$/*% " /-:/).0% /5* ) + ".�� �"/H 3$4/ A∗ 43 : 3+/4
4 '+('4.$ A /-*'#1 $ 34/-/)"1F 5/+1,*1551 /$"/3.$ +2"/ -."'*"/; /5 *'8
!.. 5*.5.3%4'".� /)"/,/ 3+/4' & )*1,/01� �*. X$/0 513$/ 3+/4/ .,*' $ */+2
 ).".!% . /-/#"'6' $3� 6 * # 1�

�'330/$*.0 5*/.#4/+2"%; '+('4.$ A . " &/$/*/ 0"/H 3$4/ S 15/*�)/8
6 ""%: 5'* 3+/4 4 X$/0 '+('4.$ A� �/ 3+/H.4G ;3� $*').!.. 15/*�)/6 "8
"1F 5'*1 3+/4 〈A,B〉 5*. #')'".. 5/+1,*155% -1) 0 #'5.3%4'$2 4 4.) *'8
4 "3$4' A = B� <$. *'4 "3$4'9 "'#%4' 0% �$������%&
�
 ���
�����
��
9
/5* ) +�F$ "' 0"/H 3$4 43 : 3+/4 " &/$/*/ �
�����
� (��
�����
���

9
('&$/*.#'!.� 5/ &/$/*/01 5 * 4/).$ 34/-/)"1F 5/+1,*1551 A∗ 4 5/+1,*15519
#')'""1F /5* ) +�FI.0. 3//$"/G ".�0. 0"/H 3$4' S . /-/#"'6' 01F 6 * #

Π(A,S) = 〈A | S 〉.

�$"/G ". *'4 "3$4' 3+/4 4 $'&.0 /-*'#/0 #')'""/; 5/+1,*155 Π(A,S)
/5* ) +� $3� 3+ )1FI.0 /-*'#/0�

C���� (�����
����� $�����������
��9 /$4 6'FI.0 /5* ) +�FI 01 3//$8
"/G ".F A = B9 "'#%4' $3� +F-/; 5 * :/) 4.)'

UAV → UBV,

,) U . V ] 5*/.#4/+2"% 3+/4' 4 '+('4.$ A�
������
 (�����
�����
 $�����������
��
 "'#%4'F$3� 5 * :/)% 4.)'

UBV → UAV.

� )'+2" ;G 0 #'5.32 P → Q -1) $ /-/#"'6'$29 6$/ ����� Q $������
�� 
�
����� P � $���&�% ������ (�����
������ $�����������
� *'330'$*.4' 0/; 5/8
+1,*155%�

���



§2� �*/-+ 0' 4%4/).0/3$. )+� 5/+13.3$ 0 �1X


4' 3+/4' P . Q 4 '+('4.$ A "'#%4'F$3� (��
�����
���
 � $������$$�
Π(S)9  3+. +.-/ P � Q9 +.-/ 31I 3$41 $ ! 5/6&' X+ 0 "$'*"%: 5* /-*'#/4'".;
4.)'

P � P0 → P1 → · · · → Pk � Q

L#'5.3%4' $3� P = Q 4 Π(S)M�
�6 4.)"/9 /5* ) + ""/ $'&.0 /-*'#/0 /$"/G ". X&4.4'+ "$"/3$. ��������

���� 3 /5 *'!. ; 10"/H ".� 3+/49 $� �  3+. P1 ≡ Q1 . P2 ≡ Q29 $/ P1P2 ≡ Q1Q2�
<+ 0 "$'0. 5/+1,*155% Π(A,S) �4+�F$3� &+'33% X&4.4'+ "$"/3$. [X]9 3/8

3$/�I. .# 43 : 3+/49 X&4.4'+ "$"%: 3+/41 X 4 /5* ) + ""/0 4%G 30%3+ �
�/+1,*155' Π(A,S) 5* )3$'4+� $ 3/-/; 0"/H 3$4/ 43 : &+'33/4 X&4.4'+ "$8
"/3$. 3 '33/!.'$.4"/; /5 *'!. ;9 /5* ) + ""/; *'4 "3$4/0 [X] · [Y ] � [XY ]�
� $*1)"/ 5/"�$29 6$/ X$/ /5* ) + ". &/** &$"/9 $� � * #1+2$'$ " #'4.3.$ /$
4%-/*' 5* )3$'4.$ + ; X . Y &+'33/4 X&4.4'+ "$"/3$.�

�6 4.)"/9  3+. )/-'4.$2 & 0"/H 3$41 A "/41F /-*'#1FI1F b9 ' & 3//$8
"/G ".�0 *'4 "3$4/ 4.)' b = W 9 ,) W ] 3+/4/ 4 '+('4.$ A9 $/ 5/+16.$3�
"/4/ #')'". $/; H 5/+1,*155%� �'&H /6 4.)"/9 6$/ )4' #')'".� 5/+1,*155
Π1(A,S1) . Π2(A,S2) /5* ) +�F$ /)"1 . $1 H 5/+1,*15519  3+. /". 1)/4+ 8
$4/*�F$ 13+/4.F�

�%��� ������
�� 
� S2 ��$������ +�����
��, � Π1 
 �%��� ������
�� 
� S1

��$������ +�����
��, � Π2�
�3+. 0"/H 3$4' A . S &/" 6"%9 $/ #')'". 5/+1,*155% Π(A,S) 0/H $ -%$2

#'5.3'"/ 4 4.) 

〈 a1, . . . , an | A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉.
�6 4.)"/9 6$/9 )+� $/,/ 6$/-% 5/+1,*155' 3  ).".! ; -%+' ,*155/;9 )/3$'8

$/6"/ 6$/-% 4 " ; .0 +.32 /-*'$"% X+ 0 "$% )+� 43 : 5/*/H)'FI.:� P')'". 
,*155 3 5/0/I2F /-*'#1FI.: . /5* ) +�FI.: 3//$"/G ".; /31I 3$4+� $3�
3+ )1FI.0 /-*'#/0�

� )'""/01 .3:/)"/01 '+('4.$1

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} (3)

)/-'4+� $3� '+('4.$ K)4/;".&/4K9 "'#%4' 0%: /-*'$"%0. 3$ 5 "�0. /-*'#1F8
I.:9

A−1 = { a−1
1 , a−1

2 , . . . , a−1
i , . . .}.

�/+16 ""/ /-_ )." ". "'#%4' $3� ���$$���� '+('4.$/0� 
+� /- 35 6 ".�
$/,/9 6$/-% -1&4% a−1

i -%+. /-*'$"%0. )+� -1&4 ai 5*. #')'".. +F-/; ,*155%
3 /-*'#1FI.0. L�M .35/+2#1F$3� $'& "'#%4' 0% 
�
�
������ �$������%&
�
���
�����
�9 .0 FI. 4.)

a−1
i ai = 1, aia

−1
i = 1. (4)


+� #')'".� ,*155% & $*.4.'+2"%0 3//$"/G ".�0 L�M )/-'4+�F$3� /5* ) 8
+�FI. 3//$"/G ".� 4 ,*155/4/0 '+('4.$ 9 &/$/*% 4 )'""/0 3+16' 43 ,)'

���
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0/H"/ #'5.3'$2 4 4.) *'4 "3$4

Ai = 1 (i = 1, 2, . . . , m). (5)

�'& &'& )/-'4+ ". /-*'$"%: 3$ 5 " ; /-*'#1FI.: . $*.4.'+2"%: 3//$"/G 8
".; /)"/#"'6"/ /5* ) +� $3� #')'". 0 0"/H 3$4' 5/*/H)'FI.: L�M9 $/ /-%6"/
,/4/*�$ / ,*155 G9 #')'""/; 5/*/H)'FI.0. L�M . /5* ) +�FI.0. 3//$"/G 8
".�0. L�M9 &/$/*'� /-/#"'6' $3� 6 * #

〈〈 a1, a2, . . . , an | A1 = 1, A2 = 1, . . . , Am = 1 〉〉.
�//$4 $3$41FI. $*.4.'+2"%0 3//$"/G ".�0 L�M X+ 0 "$'*"% 5* /-*'#/8

4'".�
Ua−1

i aiV → UV . Uaia
−1
i V → UV (6)

"'#%4'F$3� �����&��
��
 -1&4 ai . a−1
i 9 ' /-*'$"% .0 5* /-*'#/4'".� ]

��
�����
 X$.: -1&4�
�+/4/ X "'#%4' $3� �������

���9  3+. /"/ " 3/) *H.$ 4:/H) ".; 5/)8

3+/4 4.)' aia
−1
i .+. 4.)' a−1

i ai� �6 4.)"/9 4 +F-/; ,*155 5*/.#4/+2"/ 3+/4/
0/H"/ 5* /-*'#/4'$2 4 *'4"/  01 " 3/&*'$.0/ 3+/4/9 .35/+2#1� $/+2&/ 5* 8
/-*'#/4'".� LEM�

�'5/0".09 6$/ X+ 0 "$'0. ,*155% G �4+�F$3� &+'33% X&4.4'+ "$"%: 3+/4
4 ,*155/4/0 '+('4.$ 9 &/$/*% /)"/#"'6"/ /5* ) +�F$3� +F-%0 34/.0 5* )8
3$'4.$ +|0�

�3+.
X � aσ1

i1
aσ2

i2
. . . a

σk−1

ik−1
aσk

ik
,

,) σj = ±1 (j = 1, 2, . . . , k)9 $/ �����

X−1 � a−σk
ik

a
−σk−1

ik−1
. . . a−σ2

i2
a−σ1

i1

"'#%4' $3� ����
��� � �����X� �6 4.)"/9 3+/4'X .X−1 /5* ) +�F$ 4#'.0"/
/-*'$"% X+ 0 "$% ,*155%�

�3+. 0"/H 3$4/ /5* ) +�FI.: 3//$"/G ".; L�M 513$/9 $/ 0% 5/+16' 0 ����
�����% ���$$� 3 5/*/H)'FI.0. L�M� �"' /-/#"'6' $3� 6 * # Fn� O.3+/ n "'8
#%4' $3�   �������

�������� ���$�������
� ������
�� ���� ��� $������$$9 3(/*01+.*/4'""'�
�� �1X 4 �D�� ,/)1 [��?\9 3/3$/.$ 4 3+ )1FI 0�

���
��

� �����

�# $������%&
" ��� $��
�������" $������$$� Π 
 �%�
��! ���! ���� U 
 V � �� �����
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X"/0 )410� ,/)'0. *'"  4 *'-/$ [�?�\� � ."/,)'  I "'#%4'F$ $�������"
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�*/-+ 01 *'4 "3$4' 0/H"/ 3$'4.$2 . )+� &'H)/; 5/+1,*155% .+. ,*155%
4 /$) +2"/3$.� �*. X$/0 0% 5/+16.0 ���
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�/" 6"/9 �� 
X" . �� �1X " 5* )5/+','+.9 6$/ .3&/0%; '+,/*.$0 0/H $ " 
31I 3$4/4'$2� �". 5*/3$/ 3$'4.+. #')'61 5/3$*/ ".� '+,/*.$0' )+� * G ".�
4'H"/; 5*/-+ 0%9 34�#'""/; 3 1".4 *3'+2"%0 35/3/-/0 #')'".� 5/+1,*155
. ,*155� �/+  $/,/9 5/�4.4G. 3� $/+2&/ 4 3 * )." ZZ 4 &' )/&'#'$ +23$4'
" *'#* G.0/3$. X$.: 5*/-+ 0 /&'#'+.32 " /H.)'""%0. )+� G.*/&/,/ &*1,'
0'$ 0'$.&/4�

� �D�� ,/)1 ���� �'*&/4 [�D\ . <� �/3$ [���\ " #'4.3.0/ )/&'#'+. ��&��
���
���
� ������� �$���������! $������$$ � ��������
��" $�������" ������
��
����� <$/ -%+ 5 *4%; 4 .3$/*.. 0'$ 0'$.&. 5*.0 * " *'#* G.0/; 5*/-+ 8
0%9 &/$/*'� -%+' 3(/*01+.*/4'"' #')/+,/ )/ 5/�4+ ".� 4 0'$ 0'$.& $/68
"/,/ /5* ) + ".� 5/"�$.� '+,/*.$0'� �*.4 ) 0 .#+/H ""/ 4 *'-/$ [�\ )/8
&'#'$ +23$4/ X$/,/ * #1+2$'$'9 31I 3$4 ""/ -/+  5*/3$/ 9 6 0 /*.,."'+2"% 
)/&'#'$ +23$4' 3'0.: '4$/*/4� �"/ /3"/4'"/ "' )/&'#'""/; 4%G " *'#* G.8
0/3$. 5*/-+ 0% /3$'"/4&. )+� 0'G."% �2F*.",' T0�

�'330/$*.0 5*/.#4/+2"1F 0'G."1 �2F*.",' T 3 4" G".0 '+('4.$/0 AT =
{ a0, a1, . . . , an }9 '+('4.$/0 4"1$* "".: 3/3$/�".; QT = { q0, q1, . . . , qm } . 5*/8
,*'00/; PT � �/ X$/; 5*/,*'00 PT  3$ 3$4 ""%0 /-*'#/0 5/3$*/.0 &/" 6"/
/5* ) + ""1F 5/+1,*1551 S(T )9 #')'""1F 0"/H 3$4/0 /-*'#1FI.: X+ 0 "$/4

{ a0, a1, . . . , an, q0, q1, . . . , qm, h }

. " &/$/*%0 0"/H 3$4/0 /5* ) +�FI.: 3//$"/G ".; R(S(T ))9 &/$/*'� 3$*/8
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@@� �3+. &/0'")' PT (i, j) .0  $ 4.) qiaj → qrL9 $/ 4&+F6' 0 43 3//$"/G 8

".� 4.)' atqiaj = qrataj 5*. t = 0, . . . , n .  I /)"/ 3//$"/G ". hqiaj = hqra0aj �
@@@� �3+. &/0'")' PT (i, j) .0  $ 4.) qiaj → qrR9 $/ 4&+F6' 0 43 3//$"/G 8

".� 4.)' qiataj = atqraj 5*. t = 0, . . . , n .  I /)"/ 3//$"/G ". qiajh = ajqra0h�
@W� �*/0 $/,/9 )/-'4.0 4 R(S(T ))  I hq0h = q0 . 43 3//$"/G ".� 4.)'
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�'H)/; &/"(.,1*'!.. X � E1qiE2 0'G."% T 3$'4.0 4 3//$4 $3$4. 3+/4/

hE1qiE2h9 &/$/*/ -1) 0 "'#%4'$2 ������ ���
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����# ����� �
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�� ������
�� hXh = q0�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 0'G."' �2F*.",' T 9 "'6'4 *'-/$'$2 4
&/"(.,1*'!.. X9 6 * # &/" 6"/ 6.3+/ $'&$/4 *'-/$% /3$'"/4.$3�9 $� � .0  $8
3� &/" 6"'� ! 5/6&' &/"(.,1*'!.; X9 X19 X29 � � � �9 Xk−19 Xk9 /&'"6.4'FI'�3�
#'&+F6.$ +2"/; &/"(.,1*'!. ; Xk� �/,)' 5/ + 00 ��� .0  0 5/3+ )/4'$ +28
"/3$2 X+ 0 "$'*"%: 5* /-*'#/4'".; 5/+1,*155% S(T )

hXh→ hX1h→ hX2h→ . . .→ hXk−1h→ hXkh,

,) hXkh .0  $ 4.) hZ1q0Z2h� �35/+2#1� /5* ) +�FI. 3//$"/G ".� .# @W8;
,*155%9 5/+16' 09 6$/ 4 5/+1,*155 S(T ) 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/ hXh = q0�

�* )5/+/H.0 $ 5 *29 6$/ 4 5/+1,*155 S(T ) 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/ hXh =
q0� <$/ #"'6.$9 6$/ 31I 3$41 $ ! 5/6&' X+ 0 "$'*"%: 5* /-*'#/4'".;

hXh � Y0 → Y1 → Y2 → . . .→ Yk−1 → Yk � q0. (1)

�6 4.)"/9 4 &'H)/ 3+/4/ Yj .# 5/3+ )/4'$ +2"/3$. L�M 4:/).$ $/+2&/ /)"'
q8-1&4'� �'330/$*.0 &*'$6';G1F ! 5/6&1 X+ 0 "$'*"%: 5* /-*'#/4'".; 4.)'
L�M9 #'&'"6.4'FI1F3� 3+/4/09 3/) *H'I.0 q0�

hXh � Y0 → Y1 → Y2 → . . .→ Yr−1 → Yr � Z1q0Z2. (2)

� 5* /-*'#/4'".�: L�M /5* ) +�FI. 3//$"/G ".� 5/+1,*155% S(T ) .# @W8;
,*155% " .35/+2#1F$3�� �/X$/01 4 L�M 43 3+/4' �4+�F$3� 3+/4'0. �/3$'�

�/&'H 09 6$/ 4 ! 5/6& L�M 43 5* /-*'#/4'".� + 4% � 
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" $'&� �13$2

Yt → Yt+1 (3)

 3$2 3'0/ 5/3+ )"  5*'4/ X+ 0 "$'*"/ 5* /-*'#/4'". 4 L�M� �/,)' t+ 1 < r
. #' 5* /-*'#/4'". 0 L�M )/+H"/ 3+ )/4'$2 + 4/ 5* /-*'#/4'". 

Yt+1 → Yt+2. (4)
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P'0 $.09 6$/ +F-'� &/" 6"/ /5* ) + ""'� 5/+1,*155' 4&+')%4' $3� 4 5/+18
,*15519 #')'""1F )410� 5/*/H)'FI.0. X+ 0 "$'0. . &/" 6"%0 6.3+/0 /5* 8
) +�FI.: 3//$"/G ".;� 
+� 5*/.#4/+2"/,/ 3+/4' W 4 '+('4.$ {a1, . . . , an}
/-/#"'6.0 6 * #W ∗ 3+/4/ 4 )41-1&4 ""/0 '+('4.$ {a, b}9 5/+16 ""/ .# 3+/4'
W #'0 "/; &'H)/; -1&4% ai "' 3+/4/ abai+1bi+1� � ,&/ 5*/4 *.$29 6$/ /$/-*'8
H ". 

ϕ : W →W ∗

�4+� $3� .#/0/*("%0 4+/H ". 0 5/+1,*155%

Π = 〈 a1, . . . , an | A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉.
4 5/+1,*1551

Π∗ = 〈 a, b | A∗
1 = B∗

1 , . . . , A
∗
m = B∗

m 〉,
$� � )+� +F-%: )41: 3+/4 W 4 '+('4.$ {a1, . . . , an} 4 *"' X&4.4'+ "$"/3$2

U =
Π
V ⇐⇒ U∗ =

Π∗ V
∗.

�/X$/01  3+. )+� 5/+1,*155% Π 5*/-+ 0' *'4 "3$4' 3+/4 " *'#* G.0'9 $/ /"'
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ac = ca, ad = da, bc = cb, bd = db, ce = eca, de = edb, cca = ccae,
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ggff = ffgg, fgggff = gfffgg, ffggffffgg = ffggffffgge,

eggff = ffe, efgggff = gffe,
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5*/.#4/+2"/; &/" 6"/ /5* ) + ""/; 5/+1,*155% 4 5/+1,*1551 3 5�$2F /5* 8
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〈 a1, . . . , an | A1 = B1, . . . , Am = Bm 〉

$������$$� Π ��
�� ������� 
� ���� Ai 
 Bi +i = 1, . . . , m, �� ������ ���!#

� Π 3 !�$���� $������$$��

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 ϕ ] 3F*_ &$.4"%; ,/0/0/*(.#0 5/+1,*155%
Π "' 3 -�� 
+� /-*'#1FI ,/ X+ 0 "$' aj "';) $3� $'&/ 3+/4/ Vj(a1, . . . , an)9
6$/

aj =
Π
ϕ(Vj(a1, . . . , an)) =

Π
Vj(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)).

�'& &'& )+."' &'H)/,/ .# 3+/4 Ai . Bi Li = 1, . . . , mM " 0 "2G )41:9 $/ Vj

] X$/ -1&4'� �/X$/01 /$/-*'H ". ϕ .")1!.*1 $ "' 0"/H 3$4 /-*'#1FI.:
{a1, . . . , an} 5/)3$'"/4&1 σϕ� P"'6.$9 σn!

ϕ = id� �/X$/01 . ϕn! = id9 #"'6.$9 ϕ ]
-. &!.�� �
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0%; 3.04/+ . #'5.3%4'$2 4 /-/#* 4' 01F �6 ;&1 "/4%; 3.04/+�

�/H"/ 36.$'$29 6$/ 1 0'G."% �2F*.",' .0  $3� 15*'4+�FI  13$*/;3$4/9
&/$/*/ 4 &'H)%; 0/0 "$ 4* 0 ". "':/).$3� 4 /)"/0 .# ���
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,) D1, . . . , Dk ∈ {L, S, R }�
�*. X$/0 &'H)/01 "'-/*1 qi 〈aj1, . . . , ajk
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4��
 � 
���&
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 ������
 ��
���
�
�������� ���
�� *�%�
��� T
��!��

�� � ���
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�M "' l8/; L1 ≤ l ≤ kM + "$ 4%5/+"� $3� &/0'")'
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T 4/ 0"/H 3$4/ QT × (AT × {L, S,R})k

δT : (QT \ {q0})×Ak
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�# � ������
�
� ��$�����
� ����" �������,K�

O * # �∗T -1) 0 /-/#"'6'$2 * (+ &3.4"/ 9 $*'"#.$.4"/ #'0%&'". /$"/G 8
".� �T 9 $� � #'5.32 KT �∗T LT -1) $ 3+1H.$2 3/&*'I ". 0 )+� 1$4 *H) ".�
K���
�� *�%�
��� T 
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�� 3/3$/�". 0 0'G."% �2F*.",'�

O$/-% 3 k8+ "$/6"/; 0'G."/; �2F*.",' T 34�#'$2 '+,/*.$0 AT 9 5* /-*'8
#1FI.; L5 * *'-'$%4'FI.;M 3+/4' 4   4" G" 0 '+('4.$ AT 4 3+/4' 4 $/0
H '+('4.$ 9 " /-:/).0/ /5* ) +.$29 &'& *'#0 I'F$3� .3:/)"% )'""% L'*8
,10 "$%M . &'& 36.$%4' $3� * #1+2$'$� �'5*.0 *9 0/H"/ 36.$'$29 6$/ .3:/)"% 
)'""% *'#0 I'F$3� "' 5 *4/; + "$ 9 ' * #1+2$'$ 36.$%4' $3� 3 k8/; + "$%�
�*. X$/0 0/H"/ 5* )130/$* $29 6$/-% 3/) *H'". 5 *4/; + "$% " 0 "�+/329
."(/*0'!.� 3 "  +.G2 36.$%4'+'32� � X$/0 3+16' 5 *41F + "$1 0/H"/ 4%8
) +.$2 . "'#4'$2 �!����" ���
�"� �)"'&/ )+� "'G.: -+.H';G.: ! + ; X$/ " 
5/$* -1 $3�9 $'& &'& 0% *'330/$*.0 +.G2 4/5*/3%9 34�#'""% 3 *'35/#"'4'".8
 0 �#%&/4�

�13$2 L ] 5*/.#4/+2"%; �#%& 4 '+('4.$ Σ9 $� � L ⊆ Σ∗�
k8+ "$/6"'� 0'G."' �2F*.",'

T = 〈AT , QT , PT , q0, q1 〉
������
��� �#%& L 4 '+('4.$ Σ9  3+.

�M Σ ⊆ AT \ {a0}9
�M )+� +F-/,/ 3+/4' w 4 '+('4.$ Σ�
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〈 q0 a0wa0, q0 a0, . . . , q0 a0 〉,
0'G."' �2F*.",' T 6 * # &/" 6"/ 6.3+/ G',/4 5 * ;) $ 4 #'&+F6.$ +2"1F
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〈 q0 a0a1a0 . . . a0, u2q0 aj2v2, . . . , ukq0 ajk
vk 〉,
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〈 q1 a0wa0, q1 a0, . . . , q1 a0 〉 �∗T 〈 q0 a0a1a0 . . . a0, u2q0 aj2v2, . . . , ukq0 ajk
vk 〉,

-M  3+. w /∈ L9 $/9 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!..

〈 q0 a0wa0, q0 a0, . . . , q0 a0 〉,
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〈 q1 a0wa0, q1 a0, . . . , q1 a0 〉 �∗T 〈 q0 a0a0a0 . . . a0, u2q0 aj2v2, . . . , ukq0 ajk
vk 〉.
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,'9 .0 F$ *'#* G.0% 5*/-+ 0% 4:/H) ".� . 4 3.+1 $ #.3' O *6' ] �2F*.",'
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T = 〈AT , QT , PT , q0, q1 〉.
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T = 〈AT , QT , PT , q0, q1 〉
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〈 u1q0 aj1v1, u2q0 aj2v2, . . . , ukq0 ajk
vk 〉,
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〈 q1 a0wa0, q1 a0, . . . , q1 a0 〉 �∗T 〈 u1q0 aj1v1, u2q0 aj2v2, . . . , ukq0 ajk
vk 〉,

-M  3+. w /∈ L9 $/9 "'6'4 *'-/$'$2 4 &/"(.,1*'!..

〈 q0 a0wa0, q0 a0, . . . , q0 a0 〉,

0'G."' �2F*.",' T ".&/,)' " /3$'"/4.$3��
�+'33 �#%&/4 4 '+('4.$ Σ9 ���.������< L���
������< M *'#+.6"%0.

0'G."'0. �2F*.",'9 ] X$/ &+'33 43 : * &1*3.4"/ 5 * 6.3+.0%: �#%&/4 4 X$/0
'+('4.$ �

�'H"%0. :'*'&$ *.3$.&'0. *'35/#"'4'".� �#%&' L 4 '+('4.$ Σ 0'G."/;
�2F*.",' T �4+�F$3� )4 (1"&!.. ] ��������� �������
� tT,Σ(n) . �����
�
��� �������
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+ "$/6"/; 0'G."/; �2F*.",' T ] X$/ 0'&3.0'+2"/ 6.3+/ $'&$/4   *'-/$%
"' 43 4/#0/H"%: "'6'+2"%: &/"(.,1*'!.�: 4.)'

〈 q0 a0wa0, q0 a0, . . . , q0 a0 〉,

,) w ] 5*/.#4/+2"/ 3+/4/ 4 '+('4.$ Σ )+."% " -/+  n9 )/ 5*.:/)' 4
#'&+F6.$ +2"/ 3/3$/�". q0�

T�����
�� ���6
���� sT,Σ(n) *'35/#"'4'".� �#%&' L 4 '+('4.$ Σ k8
+ "$/6"/; 0'G."% �2F*.",' T ] X$/ 0'&3.0'+2"/ 6.3+/ �6  & "'   + "$':9
&/$/*% -%+. *'330/$* "% 3//$4 $3$41FI.0. ,/+/4&'0. 4 :/)   *'-/$% "'
43 4/#0/H"%: "'6'+2"%: &/"(.,1*'!.�: 4.)'

〈 q0 a0wa0, q0 a0, . . . , q0 a0 〉,

,) w ] 5*/.#4/+2"/ 3+/4/ 4 '+('4.$ Σ )+."% " -/+  n9 )/ 5*.:/)' 4
#'&+F6.$ +2"/ 3/3$/�". q0�

� ,&/ 5/"�$29 6$/ )+� +F-/,/ n 4%5/+"� $3� " *'4 "3$4/

sT,Σ(n) ≤ tT,Σ(n).
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#'5.3.9 .0 FI. 3� "' k + "$': 0/) +.*1 0/; 0'G."% �2F*.",'9 ' /3$'+28
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"/ 4* 0�9 #'0&"1$/ /$"/3.$ +2"/ $ /* $.&/ 0"/H 3$4 ""%: /5 *'!.; /-_ ).8
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4/+�FI.; 5/ 5*/.#4/+2"/01 "'$1*'+2"/01 6.3+1 n /5* ) +.$29 �4+� $3� +.
/"/ "/0 */0 " &/$/*/; 0'G."% �2F*.",' T 9 . 4 3+16' 5/+/H.$ +2"/,/ /$8
4 $' 4/33$'"/4.$2 3'01 0'G."1 �2F*.",' T 9 $� �   4" G".; AT . 4"1$* "".;
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�� q0010 . . . 0 }.
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� &'6 3$4 5/3+ )" ; 0/H"/ 4#�$2 &/05/#.!.F 0'G."% �2F*.",' M . 3+ 8
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q1010 . . . 0 |�
T

q0000 . . . 0,
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O * # L /-/#"'6.0 0"/H 3$4/ 43 : 4%5/+".0%: (/*01+ �/,.&. 4%3&'#%8
4'".;� �/,)' L ⊆ Σ∗ . " $*1)"/ 5/"�$29 6$/ ���� L $�
������

 ������
NP L 3+. Φ ] 4%5/+".0'� (/*01+' �/,.&. 4%3&'#%4'".;9 $/ K&/*/$&.0 3 *8
$.(.&'$/0K9 5/)$4 *H)'FI.0 5*."')+ H"/3$2 (/*01+% Φ �#%&1 L9 0/H $
3+1H.$2 +F-/; "'-/* .3$.""/3$"%: #"'6 ".; 4:/)�I.: 4 X$1 (/*01+1 5*/5/8
#.!./"'+2"%: 5 * 0 ""%:9 "' &/$/*/0 (/*01+' Φ .3$.""'M�

�/&'H 09 6$/ $������� �!�����
� ��� $��
��������� ����� 
� ������ NP
$��
���
����� ����
�� � $������� ��$���
���

 ��� ������ ���
�
 ������
�����
"# 
��� � $������� �!�����
� � ���� L�

�13$2 L ] 5*/.#4/+2"%; �#%&9 5*/-+ 0' 4:/H) ".� 4 &/$/*%; * G' $3�
#' 5/+."/0.'+2"/ 4* 0� p(n) " &/$/*/; " ) $ *0.".*/4'""/; /)"/+ "$/6"/;
0'G."/; �2F*.",' T 9 .0 FI ; 4" G".; '+('4.$

AT = { a0, a1, . . . , am },

��D



�� ! 4# NP�*�	7&)' , NP�5%�&)' 5�%6�'+)

4"1$* "".; '+('4.$
QT = { q0, q1, . . . , qs }

. (1"&!.F 5 * :/)/4

δ : QT \ {q0} × At −→ P (QT ×AT × {L, S, R }).
�/ 6.3$/ $ :".6 3&.0 5*.6."'0 .3$.""/3$"% #"'6 ".� -1) 0 /-/#"'6'$2

" 6 * # = . �9 ' 6 * # � . ?�

+� 5*/.#4/+2"/,/ "'$1*'+2"/,/ 6.3+' p 6 * # U(A1, . . . , Ap) /-/#"'6.0 3+ 8

)1FI1F (/*01+1

(A1 ∨ . . . ∨ Ap) & &
1≤i<j≤p

(¬Ai ∨ ¬Aj).

�3"/9 6$/
��� $��
��������� ������ 〈ε1, . . . , εp〉 
�

����
��! ������
" ������
��

U(ε1, . . . , εp) = 1 ��$������ 
���� 
 
����� 
����# ����� ��"��
�� ��
��
����
��� �
��� i0 
����# �
� εi0 = 1�

�6.$' 09 6$/ �6 ;&. + "$% 0'G."% �2F*.",' T #'"10 */4'"% 3+ 4' "'8
5*'4/ " /$*.!'$ +2"%0. ! +%0. 6.3+'0.� 
+� /5.3'".� *'-/$% 0'G."% �2F8
*.",' T 0% -1) 0 .35/+2#/4'$2 5*/5/#.!./"'+2"% 5 * 0 ""% � �)"'&/ -1) 0
.: /-/#"'6'$2 $'&.0 /-*'#/09 6$/-% /-+ ,6.$2 5/".0'". 30%3+' 5*/4/).0%:
5/3$*/ ".; ] 40 3$/ " 3&/+2&/ K/- #+.6 ""/,/K /-/#"'6 ".� An 0% -1) 0 .38
5/+2#/4'$2 /-/#"'6 ".� H〈i, t〉9 C〈i, j, t〉 . S〈j, t〉9 30%3+ &/$/*%: -1) $ �3 "
5/#H �

�M �/3$*/.0 (/*01+1 A9 3/) *H'$ +2"/ 1$4 *H)'FI1F9 6$/ � �����" ���
���
 ������
 0 ≤ t ≤ p(n) ���
�� *�%�
��� T ���������
 � 
�����

 ���
�� ���"�� ���
�� 
+� 5/3$*/ ".� (/*01+% A *'330/$*.0 36 $"/ 0"/H 3$4/
5*/5/#.!./"'+2"%: 5 * 0 ""%:

{H〈i, t〉 | i, t = 0, 1, 2, . . .}.
�/) *H'$ +2"/ .3$.""/3$2 5 * 0 ""/; H〈i, t〉 /#"'6' $9 6$/ � �����
 ������

t ���
�� *�%�
��� T ���������
 ���"�� � ������� i�

�/+',' 0

At � U(H〈0, t〉, H〈1, t〉, . . . , H〈p(n), t〉), A� A0 &A1 & . . . &Ap(n).

�3+. 0% 36.$' 09 6$/ &'H)'� 5*/5/#.!./"'+2"'� 5 * 0 ""'� .0  $ )+.8
"1 �9 $/ )+."' (/*01+% A  3$2 O(p3(n))�

�3+. H 36.$'$29 6$/ &'H)'� 5*/5/#.!./"'+2"'� 5 * 0 ""'� H〈k, t〉 .0  $
)+."1 1 + 1 + log k + 1 + log t + 19 $� � O(log p(n))9 $/ )+."' (/*01+% A  3$2
O(p4(n))� � X$/0 3+16' 6.3+' k . t #')'F$3� 4 )4/.6"/; 3.3$ 0 � �'&/" !9
 3+. 6.3+' k . t #')'$2 4 1"'*"/; 3.3$ 0 9 $� � &'& 3+/4' 3//$4 $3$4 ""/ )+." k
. t 4 /)"/-1&4 ""/0 '+('4.$ {|}9 $/ &'H)'� 5*/5/#.!./"'+2"'� 5 * 0 ""'�
H〈k, t〉 -1) $ .0 $2 )+."1 1+1+k+1+t+19 $� � O(p(n))9 . 4"/42 )+."' (/*01+%
A  3$2 O(p4(n))�

��?



§1� NP85/+"/$' 5*/-+ 0% 4%5/+".0/3$. )+� +/,.&. 4%3&'#%4'".;

�'& &'& "'3 ."$ * 31 $ 5/+."/0.'+2"'� 34/).0/3$29 $/ 4 )'+2" ;G 0 )+�
15*/I ".� 36.$' 09 6$/ &'H)'� 5*/5/#.!./"'+2"'� 5 * 0 ""'� .0  $ )+."1 ��
� 5*/$.4"/0 3+16' "')/ +.G2 )/-'4+�$2 0"/H.$ +2 p(n)�

�M �/3$*/.0 (/*01+1 B9 3/) *H'$ +2"/ 1$4 *H)'FI1F9 6$/ � �����" ���
���
 ������
 0 ≤ t ≤ p(n) ������ ���"�� ���
� ������

 � 
�����

 ��
�
�
����� 
+� 5/3$*/ ".� (/*01+% B *'330/$*.0 36 $"/ 0"/H 3$4/ 5*/5/#.8
!./"'+2"%: 5 * 0 ""%:

{C〈i, j, t〉 | i, j, t = 0, 1, 2, . . .}.

�/) *H'$ +2"/ .3$.""/3$2 5 * 0 ""/; C〈i, j, t〉 /#"'6' $9 6$/ � �����
 ������
�
 t � ���"�� � ������� i ������

�� �
���� aj �������� �����

� ���
��
*�%�
��� T �

�/+',' 0
Bi,t � U(C〈i, 0, t〉, C〈i, 1, t〉, . . . , C〈i,m, t〉).

�/) *H'$ +2"/ (/*01+' Bi,t 1$4 *H)' $9 6$/
Ki�� ���
�� ���
� � �����
 ������
 t ������

 � 
�����

 ��
� �
����

�������� �����

� ���
�� T K�
�'5/0".09 6$/

AT = { a0, a1, . . . , am },
,) AT ] 4" G".; '+('4.$ 0'G."% T �

�3"/9 6$/ )+."' (/*01+% Bi,t  3$2 O(1)�
�/+',' 0

B � &
0≤i≤p(n)
0≤t≤p(n)

Bi,t.

�'5/0".09 6$/
QT = { q0, q1, . . . , qs },

,) QT ] 4"1$* "".; '+('4.$ 0'G."% T �
�3+. 0% 36.$' 09 6$/ &'H)'� 5*/5/#.!./"'+2"'� 5 * 0 ""'� .0  $ )+.8

"1 �9 $/ )+."' (/*01+% B  3$2 O(p2(n))� �*. )*1,.: 5* )5/+/H ".�: )+."'
(/*01+% B  3$2 O(p3(n))�

�M �/3$*/.0 (/*01+1 C9 3/) *H'$ +2"/ 1$4 *H)'FI1F9 6$/ � �����" ���
���
 ������
 0 ≤ t ≤ p(n) ���
�� *�%�
��� T ��!��

�� � 
�����

 �
����� ���
������ ���
���

� 
+� 5/3$*/ ".� (/*01+% C *'330/$*.0 36 $8
"/ 0"/H 3$4/ 5*/5/#.!./"'+2"%: 5 * 0 ""%:

{S〈k, t〉 | k, t = 0, 1, 2, . . .}.

�/) *H'$ +2"/ .3$.""/3$2 5 * 0 ""/; S〈k, t〉 /#"'6' $9 6$/ � �����
 ������

t ���
�� *�%�
��� T ��!��

�� � ���
���

 qk�

�/+',' 0

Ct � U(S〈0, t〉, S〈1, t〉, . . . , S〈s, t〉), C � C0 & C1 & . . . & Cp(n).

���
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�3+. 0% 36.$' 09 6$/ &'H)'� 5*/5/#.!./"'+2"'� 5 * 0 ""'� .0  $ )+."1 �9
$/ )+."' (/*01+% C  3$2 O(p(n))� �*. )*1,.: 5* )5/+/H ".�: )+."' (/*01+%
C  3$2 O(p2(n))�

�M �/3$*/.0 (/*01+1 D9 3/) *H'$ +2"/ 1$4 *H)'FI1F9 6$/ � �����" ���
���
 ������
 0 ≤ t ≤ p(n) ����
 
����

��� ������
��� �� ����� ���
����" ���
�
�

�/+',' 0

D � &
0≤i,t≤p(n)

0≤j≤m

Di,j,t,

,) 

Di,j,t � (H〈i, t〉 ∨ (C〈i, j, t+ 1〉 ≡ C〈i, j, t〉)),
,) X ≡ Y ] X$/ (X ∨ Y )&(X ∨ Y )�

R/*01+' Di,j,t 3/) *H'$ +2"/ 1$4 *H)' $9 6$/
�
��

�, � �����
 ������
 t ������� ���������
 ���"�� � ������� i#

�
��

�, � ���"�� � ������� i � �����
 ������
 t+ 1 ��$
��� j�" �
���� 
����

 
����� 
����# ����� � ���"�� � ������� i � �����
 ������
 t ��$
��� j�"
�
�����

�'& &'& (/*01+' A 1$4 *H)' $9 6$/ 4 &'H)%; 0/0 "$ 4* 0 ". ,/+/4&'
/-/#* 4' $ 4 $/6"/3$. /)"1 �6 ;&19 ' (/*01+' B 1$4 *H)' $9 6$/ 4 &'H)%;
0/0 "$ 4* 0 ". &'H)'� �6 ;&' 3/) *H.$  )."3$4 ""%; 3.04/+9 $/ (/*01+' D
1$4 *H)' $9 6$/ 4 &'H)%; 0/0 "$ 4* 0 ". 0/H $ .#0 ".$23� 3/) *H.0/ " 
-/+  6 0 /)"/; �6 ;&. L/-/#* 4' 0/;M�

�3+. 0% 36.$' 09 6$/ &'H)'� 5*/5/#.!./"'+2"'� 5 * 0 ""'� .0  $ )+.8
"1 �9 $/ )+."' (/*01+% D  3$2 O(p2(n))� �*. )*1,.: 5* )5/+/H ".�: )+."'
(/*01+% D  3$2 O(p3(n))�

�M �/3$*/.0 (/*01+1 E 9 3/) *H'$ +2"/ 1$4 *H)'FI1F9 6$/ � �����" ���
���
 ������
 t �����%&�� ����
����	
� K ���
�� *�%�
��� T $������
��

� 
���&�" $���!����# ����������� ����	
�" $���!���� δ ���
�� *�%�
��
�� T �

�-/#"'6.0 6 * # Eijkt ).#_F"&!.F 3+ )1FI.: 1$4 *H) ".;�
'M 4 0/0 "$ 4* 0 ". t ,/+/4&' " /-/#* 4' $ &+ $&1 3 "/0 */0 i9
-M 4 0/0 "$ 4* 0 ". t &+ $&' 3 "/0 */0 i " 3/) *H.$ 3.04/+ 3 "/0 */0 j9
4M 4 0/0 "$ 4* 0 ". t 0'G."' �2F*.",' T " "':/).$3� 4 3/3$/�".. 3 "/8

0 */0 k9
,M 3+ )1FI'� &/"(.,1*'!.� 0'G."% �2F*.",' T 5/+16' $3� .# $ &1I ;

5 * :/)/09 *'#* G ""%0 (1"&!. ; 5 * :/)/4 δ 0'G."% �2F*.",' T �
�/,)'

E = &
1≤k≤s
0≤j≤m

1≤i,t≤p(n)

Eijkt,

���



§1� NP85/+"/$' 5*/-+ 0% 4%5/+".0/3$. )+� +/,.&. 4%3&'#%4'".;

,) 

Eijkt = ¬H〈i, t〉 ∨ ¬C〈i, j, t〉 ∨ ¬S〈k, t〉 ∨
∨

〈qα,aβ ,Dγ〉∈δ(qk ,aj)
(C〈i, β, t+ 1) &S〈α, t+ 1〉&H〈i+ γ, t+ 1〉),

,) 
D−1 = L, D0 = S, D+1 = R.

�'& &'& T ] " ) $ *0.".*/4'""'� 0'G."' �2F*.",'9 $/ 0"/H 3$4/ δ(qk, aj)
0/H $ 3/) *H'$2 " 3&/+2&/ "'-/*/4 〈qα, aβ, Dγ〉9 /)"'&/ .: 6.3+/ /,*'".6 ""/
#'4.3�I ; +.G2 /$ 0'G."% T &/"3$'"$/;� �/X$/01 " $*1)"/ 5*/4 *.$29 6$/
 3+. 0% 36.$' 09 6$/ &'H)'� 5*/5/#.!./"'+2"'� 5 * 0 ""'� .0  $ )+."1 �9 $/
)+."' (/*01+% E  3$2 O(p2(n))� �*. )*1,.: 5* )5/+/H ".�: )+."' (/*01+%
E  3$2 O(p3(n))�

EM �/ 5*/.#4/+2"/01 3+/41 W = aj1 . . . ajn 4/ 4" G" 0 '+('4.$ 0'G."%
T 5/3$*/.0 (/*01+1 F 9 3/) *H'$ +2"/ 1$4 *H)'FI1F9 6$/ � ��������" ���
���
 ������
 0 ���
�� ��!��

�� � ��������" ����
����	

 ] K� $����! n
���"��! ���
� ���$������
�� ����� W # � ��
������ p(n)− n ����� $��
� +�
�
! ���$������
�� $��
�" �
���� a0,# ������� ��!��

�� � ��������� ���
��
��

 q1 
 ���������
 ����% $����% ���"��K

F = &
1≤i≤n

C〈i, ji, 0〉& &
n<i≤p(n)

C〈i, 0, 0〉&S〈1, 0〉&H〈1, 0〉.

� 4"/42 " $*1)"/ 5*/4 *.$29 6$/  3+. 0% 36.$' 09 6$/ &'H)'� 5*/5/#.!./8
"'+2"'� 5 * 0 ""'� .0  $ )+."1 �9 $/ )+."' (/*01+% E  3$2 O(p(n))� �*.
)*1,.: 5* )5/+/H ".�: )+."' (/*01+% E  3$2 O(p2(n))�

�M �/3$*/.0 (/*01+1 G9 3/) *H'$ +2"/ 1$4 *H)'FI1F9 6$/ � ����
���"
�����
 ������
 t ≤ p(n) ���
�� *�%�
��� T $�
��� � ����%�

�����%
����
����	
%�

G = S〈0, p(n)〉.
�-/#"'6.0 6 * # Ψ(W ) &/"_F"&!.F 5/3$*/ ""%: (/*01+

A&B& C&D& E &F &G.


+."' (/*01+% Ψ(W )  3$2 O(p4(n))� �/ .3:/)"/01 3+/41 W ������� Ψ(W )
�
��

�� �� $��
���
������ ������

�) +'""% 4 :/) 5/3$*/ ".� (/*01+% Ψ(W ) 5/�3" ".� 5/&'#%4'F$9 6$/
35*'4 )+.4' X&4.4'+ "$"/3$2

����� W $�
������

 ����� L(T )# $�
�
������� ����
���
�
�������"
���
��" *�%�
��� T 
���� 
 
����� 
����# ����� ������� Ψ(W ) ��$���
���

�'&.0 /-*'#/09 $������� �!�����
� � $��
�������" ���� 
� ������ NP
$��
���
����� ����
�� � $������� ��$���
���

 ��� ������ C��
�
 ������
�����
" L)+� -1+ 4%: (1"&!.;M� �

���
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�'5/0".09 6$/ (/*01+' F "':/).$3� 4 ���7%��

���" ���������" �����
L��RM9  3+. /"' .0  $ 4.)

(A1 & . . . &Am),

,) &'H)'� (/*01+' Ai �4+� $3� X+ 0 "$'*"/; ).#_F"&!. ;9 $� � .0  $ 4.)

(Aα1
1 ∨ . . . ∨ Aαn

n ),

5*.6 0 αj ∈ {−1, 0, 1} Lj = 1, . . . , nM . A−1
j ] X$/ /$*.!'". Aj 5 * 0 ""/; Aj 9

A1
j ] X$/ 5*/3$/ 3'0' 5 * 0 ""'� Aj9 ' A0

j ] X$/ 513$/ 3+/4/9 $� � 4 X$/0 3+16' 
5 * 0 ""'� Aj 5*/3$/ /$31$3$41 $�

�'H)'� 5 * 0 ""'� Aj .   /$*.!'". Aj "'#%4'F$3� �

�������
R/*01+' 4.)'

(Aα1
1 ∨ . . . ∨ Aαn

n ),

$� � ).#_F"&!.� +.$ *'+/49 "'#%4' $3� (�����
����" �
�7%��	
�"9 ' (/*01+'
4.)'

(Aα1
1 & . . . &Aαn

n ),

$� � &/"_F"&!.� +.$ *'+/49 "'#%4' $3� (�����
����" ���7%��	
�"�
�'&.0 /-*'#/09 &/"_F"&$.4"'� "/*0'+2"'� (/*0' ] &/"_F"&!.� X+ 0 "8

$'*"%: ).#_F"&!.;�

4/;3$4 ""%0 5/"�$. 0 �4+� $3� 5/"�$. �
�7%��

���" ���������" ����

�� L
�RM ] ).#_F"&!.. X+ 0 "$'*"%: &/"_F"&!.;�
�3+. 5*. X$/0 &'H)'� X+ 0 "$'*"'� )._F"&!.�

(Aα1
1 ∨ . . . ∨ Aαn

n )

3/) *H.$ " -/+  k +.$ *'+/49 $/ (/*01+' F "':/).$3� 4 k����7%��

���"
���������" ����� Lk8��RM�

�������� k������
������2 �� $��
�������" �������# ��!���&�"�� �
k�:9@# 
�����
�� �$�����

�# ��$���
�� �
 ����


� ���� ���� �������� 3���$���
���

 �����
�� NP�$����"�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �* H) 43 ,/ 5/&'H 09 6$/ &'H)'� .# 5/3$*/ ""%:
4 :/) )/&'#'$ +23$4' 5* )%)1I ; $ /* 0% (/*01+ A9 B9 C9 D9 E 9 F . G +.-/
1H "':/).$3� 4 ��R9 +.-/ 0/H $ -%$2 5* /-*'#/4'"' 4 ��R9 5*.6 0   )+."'
14 +.6.$3� " -/+  6 0 4 C *'#9 ,) C ] " &/$/*'� &/"3$'"$'�

R/*01+' U "':/).$3� 4 ��R9 5/X$/01 4 ��R "':/)�$3� . (/*01+% A9 B
. C�

R/*01+% F . G "':/)�$3� 4 ��R�

+� 5* /-*'#/4'".� (/*01+% D 4 ��R 4/35/+2#1 03� X&4.4'+ "$"/3$2F

(Z ∨ (X ≡ Y )) ∼ ((Z ∨ X ∨ Y ) & (Z ∨ X ∨ Y )).

���



§1� NP85/+"/$' 5*/-+ 0% 4%5/+".0/3$. )+� +/,.&. 4%3&'#%4'".;

P'0 $.09 6$/

|((Z ∨ X ∨ Y ) & (Z ∨ X ∨ Y ))| ≤ 2 · |(Z ∨ (X ≡ Y ))|.

�/X$/01 5/3+ 5* /-*'#/4'".� (/*01+%D 4 ��R   )+."' 14 +.6.$3� " -/+  
6 0 4 )4' *'#'�


+."' &'H)/; (/*01+% Eijkt #'4.3.$ +.G2 /$ *'330'$*.4' 0/; 0'G."%
�2F*.",'9 $/6"  /$   (1"&!.. 5 * :/)/4� P"'6.$9 0/H"/ 5* /-*'#/4'$2 (/*8
01+1 E 4 ��R $'&9 6$/   )+."' 14 +.6.$3� 4 5/3$/�""/ 9 " #'4.3�I  /$
n = |W | 6.3+/ *'#�

�%5/+".4 1&'#'""% 5* /-*'#/4'".�9 0% 5* /-*'#1 0 (/*01+1 Ψ(W ) 4
��R Ψ′(W ) . 5*. X$/0   )+."' 14 +.6.$3� 4 5/3$/�""/ 9 " #'4.3�I  /$
n 6.3+/ *'#�

�/&'H 09 6$/ 5*/-+ 0' 4%5/+".0/3$. (/*01+ 4 ��R 5/+."/0.'+2"/ 34/8
).0' & 5*/-+ 0 3������
�������

�/&'H 09 6$/ 5*. p ≥ 4 (�����
����� �
�7%��	
�

(X1 ∨ X2 ∨ . . . ∨ Xp),

��� X1# � � � # Xp 3�

�����# ��$���
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� ��$���
��
���7%��	
�

(X1 ∨ X2 ∨ Y1) & (X3 ∨ Y1 ∨ Y2) & (X4 ∨ Y2 ∨ Y3) & . . .

& (Xp−2 ∨ Yp−4 ∨ Yp−3) & (Xp−1 ∨ Ap ∨ Yp−3),

,) Y19 � � � 9 Yp−3 ] "/4% 5 * 0 ""% �

/&'H 09 6$/ ����� 〈ε1, . . . , εp〉 ������
" �

������ A1# � � � # Ap ��$�����


(�����
����% �
�7%��	
%

(A1 ∨ A2 ∨ . . . ∨ Ap)


���� 
 
����� 
����# ����� ��"��
�� 
��
� ������
� α1# � � � # αp−3 ����!
$��������! Y1# � � � # Yp−3# �
� �����

〈ε1, . . . , εp, α1, . . . , αp−3〉

��$�����
 �������

(X1 ∨ X2 ∨ Y1) & (X3 ∨ Y1 ∨ Y2) & (X4 ∨ Y2 ∨ Y3) & . . .

& (Xp−2 ∨ Yp−4 ∨ Yp−3) & (Xp−1 ∨ Xp ∨ Yp−3).

�3+. "'-/* 〈ε1, . . . , εp〉 #"'6 ".; +.$ *'+/4 X19 � � � 9 Xp 4%5/+"� $ X+ 0 "8
$'*"1F ).#_F"&!.F

(X1 ∨ X2 ∨ . . . ∨ Xp),

���



�� ! 4# NP�*�	7&)' , NP�5%�&)' 5�%6�'+)

$/ "';) $3� $'&/ i9 6$/ Xi = 1� �/+',' 0 Yj = 1 5*. j ≤ i − 2 . Yj = 0 j >
i−2� � $*1)"/ 5/"�$29 6$/ 5/3$*/ ""%; "'-/* #"'6 ".; 5 * 0 ""%: 4%5/+"� $
(/*01+1

(X1 ∨ X2 ∨ Y1) & (X3 ∨ Y1 ∨ Y2) & (X4 ∨ Y2 ∨ Y3) & . . .

& (Xp−2 ∨ Yp−4 ∨ Yp−3) & (Xp−1 ∨ Xp ∨ Yp−3)

L.3$.""/3$2 43 : X+ 0 "$'*"%: ).#_F"&!.; &*/0 (Xi ∨ Yi−2 ∨ Yi−1) /- 35 8
6.4' $3� 4%-/*/0 #"'6 ".; 5 * 0 ""%: Y19 � � � 9 Yi−39 ' .3$.""/3$2 X$/; ).#_8
F"&!.. 3+ )1 $ .# *'4 "3$4' Xi = 1M�


+� )/&'#'$ +23$4' /-*'$"/,/ 1$4 *H) ".� 5* )5/+/H.09 6$/ "'-/*

〈ε1, . . . , εp, α1, . . . , αp−3〉

4%5/+"� $ (/*01+1

(X1 ∨ X2 ∨ Y1) & (X3 ∨ Y1 ∨ Y2) & (X4 ∨ Y2 ∨ Y3) & . . .

& (Xp−2 ∨ Yp−4 ∨ Yp−3) & (Xp−1 ∨ Xp ∨ Yp−3).

�3+. α1 = 09 $/ ε1 = 1 +.-/ ε2 = 1�
�3+. αp−3 = 19 $/ εp−1 = 1 +.-/ εp = 1�
�3+. α1 = 1 . αp−3 = 09 $/ "';) $3� $'&/ i L1 ≤ i ≤ p − 4M9 6$/ αi = 1 .

αi+1 = 0�
�# *'4 "3$4'

(εi+2 ∨ αi ∨ αi+1) = 1

3+ )1 $9 6$/ εi+2 = 1� �/X$/01 "'-/* 〈ε1, . . . , εp〉 #"'6 ".; +.$ *'+/4 X19 � � � 9 Xp

4%5/+"� $ X+ 0 "$'*"1F ).#_F"&!.F

(X1 ∨ 2 ∨ . . . ∨Xp).

�%5/+".4 1&'#'""% 5* /-*'#/4'".�9 0% 5* /-*'#1 0 (/*01+1 Ψ′(W )9 ' #"'8
6.$ . .3:/)"1F (/*01+1 Ψ(W )9 4 �8��R Φ3(W )9 . 5*. X$/0   )+."' 14 +.8
6.$3� 4 5/3$/�""/ 9 " #'4.3�I  /$ n = |W | 6.3+/ *'#�

�) +'""% 4 :/) 5/3$*/ ".� (/*01+ 5/�3" ".� 5/&'#%4'F$9 6$/ 35*'4 )8
+.4' X&4.4'+ "$"/3$2

����� W $�
������

 ����� L(T )# $�
�
������� ����
���
�
�������"
���
��" *�%�
��� T # 
���� 
 
����� 
����# ����� ������� Ψ3(W ) ��$���
�
���

�'&.0 /-*'#/09 $������� �!�����
� � $��
�������" ���� 
� ������ NP
$��
���
����� ����
�� � $������� �8��R 4%5/+".0/3$. )+� (/*01+ �/,.&.
4%3&'#%4'".;� �

�'H"%0 )/5/+" ". 0 & )/&'#'""/; $ /* 0 3+1H.$ 3+ )1FI'� $ /* 0'�


� ���� ���� �������� ����$���
���

 $��
���
����� ������
���

��E



§2� �+/H"/3$2 * G ".� 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'4" ".;

�/3$*/ ". 5/+."/0.'+2"/,/ '+,/*.$0' 0/H $ -%$2 /3"/4'"/ "' 3+ )1F8
I.: )41: ('&$':�

�M .# 5 * 0 ""%: x19 � � � 9 xn 0/H"/ 5/3$*/.$2 +.G2 4n2 X+ 0 "$'*"%: ).#_8
F"&!.; 4.)' (xα

i ∨ xβ
j )9

�M  3+. ". xn9 ". xn " 4:/)�$ 4 (/*01+% A . B9 $/ (/*01+'

(xn ∨ A) & (xn ∨ B)

4%5/+".0' $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' 4%5/+".0' (/*01+'

(A ∨ B).

<$/ 5/#4/+� $ 4/5*/3 / 4%5/+".0/3$. "'-/*' X+ 0 "$'*"%: ).#_F"&!.; 4.)'
(xα

i ∨ xβ
j ) /$ 5 * 0 ""%: x19 � � � 9 xn 5/+."/0.'+2"/ 34 3$. 3 4/5*/31 / 4%5/+8

".0/3$. "'-/*' X+ 0 "$'*"%: ).#_F"&!.; $'&/,/ H 4.)'9 "/ /$ 5 * 0 ""%:
x19 � � � 9 xn−1� �*/)/+H'� '"'+/,.6"%0 /-*'#/09 0% )/;) 0 )/ 4/5*/3' / 4%8
5/+".0/3$. "'-/*' X+ 0 "$'*"%: ).#_F"&!.; 4.)' (xα

i ∨ xβ
j ) /$ 5 * 0 ""%:

x1 . x29 . 43 X$/ 0/H"/ 4%5/+".$2 #' 5/+."/0.'+2"/ 4* 0��

��� ���*��!�3  �2���" !�!��& ����5��0

) �
����5

� X$/0 5'*',*'( -1) $ 13$'"/4+ "' NP85/+"/$' " &/$/*%: 5*/-+ 0 '+, -8
*%� �'6" 0 0% 3 )/3$'$/6"/ 5*/3$%: ('&$/4 ] 13$'"/4.0NP�$����
� $������
������
���

 �
�
�� �
��"��! �������
" � �
���! �# 6 +95C �$�������, 

� 	���! ���
�
	�
�����! �
���! +9SC �$�������,� �*."')+ H"/3$2 5 *4/;
#')'6. &+'331 NP /6 4.)"'9 ' 5*."')+ H"/3$2 4$/*/; -1) $ 13"'"/4+ "' 5/#8
H �

�/&'H 09 6$/ � �����" 
� (

! $������ $��
���
����� ����
�� $�������
�8�����������U�

�*/5/#.!./"'+2"% 5 * 0 ""% -1) 0 /-/#"'6'$2 6 * # X19 � � � 9 Xn . $�)�
�'330/$*.0 5*/.#4/+2"1F ��R 4.)'

m

&
i=1

ϕi, ϕi = ∨
j∈Ai

X
εi,j

j

,) εi,j ∈ {−1, 1}9 &'H)/ 0"/H 3$4/ Ai 3/3$/.$ .# $* : X+ 0 "$/49 X1
j ] X$/ Xj 9

' X−1
j ] X$/ ¬Xj �
�.$ *'+1 Xj 3/5/3$'4.0 5 * 0 ""1F xj 9 ' +.$ *'+1 ¬Xj ] 5 * 0 ""1F x−1

j �
� $*1)"/ 5/"�$29 6$/ �������

m

&
i=1

ϕi, ϕi = ∨
j∈Ai

X
εi,j

j

��$���
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� 
���
 �����
� � ���
�
	�
�����!
	���! �
���! �����%&�� �
�
��� �
��"��! �������
"

m

&
i=1

Σ
j∈Ai

x
εi,j

j − yi = 1 &
n

&
j=1

xj + x−1
j = 1.

���



�� ! 4# NP�*�	7&)' , NP�5%�&)' 5�%6�'+)

�'& &'& 5*. +F-/0 i 4%5/+"� $3� " *'4 "3$4/

Σ
j∈Ai

x
εi,j

j ≤ 3,

$/ 0/H"/ 36.$'$29 6$/ 4%5/+"�F$3� " *'4 "3$4' 0 ≤ yi ≤ 2� �/X$/01 �������

m

&
i=1

ϕi, ϕi = ∨
j∈Ai

X
εi,j

j

��$���
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� 
���
 �����
� � �
���! � 
 6 ������
%&�� �
�
��� �
��"��! �������
"

m

&
i=1

Σ
j∈Ai

x
εi,j

j − (y0,i + y1,i) = 1 &
n

&
j=1

xj + x−1
j = 1.


/3$'$/6"/ " /H.)'""%0 �4+� $3� 3+ )1FI.; ('&$� ������
������ $���
����� ��
�%
�� NP�$�����
# ���� ���
 ����
� �
�
��� �
��"��! �������
�
" ������
�
��
� ���� �
��"��� �������
�� P' X$.0. 5*/-+ 0'0. #'&* 5.8
+.32 "'#4'".� KS +/6.3+ ""%; *F&#'&K . K?8�8*F&#'&K�

R��������

�
 �:����2 �� $��
��������� �������
% �
��

a1 x1 + . . . + an xn = b,

��� a1# � � � # an 
 b 3 	���� �
���# �$�����

�# 
���
 �
 ��� ���
�
	�
������
	����
������� �����
��

0�/��:����2 �� $��
��������� �������
% �
��

a1 x1 + . . . + an xn = b,

��� a1# � � � # an 
 b 3 	���� �
���# �$�����

�# 
���
 �
 ��� �����
� � �
���!
�# 6�

�$0 $.09 6$/ 4/5*/3 / *'#* G.0/3$. 4 ! +%: 6.3+': 5*/.#4/+2"/,/ 1*'48
" ".� 4.)'

a1 x1 + . . . + an xn = b,

,) a19 � � � 9 an . b ] ! +% 6.3+'9 &'& :/*/G/ .#4 3$"/ .# &1*3' K�+, -*'K9
* G' $3� #' 5/+."/0.'+2"/ 4* 0��


� ���� ���� �������� 0�/��:���� �����
�� NP�$����"�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �/&'H 09 6$/ ��$��� � ������
���

 � �
���! �#
6 $��
�������" �
�
��� Ax = b �
��"��! �������
" $��
���
����� ����
�
� ��$���� � ������
���

 � �
���! �# 6 ������ �
��"���� �������
� �
��

a1 x1 + . . . + an xn = c,

,) a19 � � � 9 an . c ] ! +% 6.3+'�

���



§2� �+/H"/3$2 * G ".� 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'4" ".;

�'330/$*.0 3.3$ 01 Ax = b +." ;"%: 1*'4" ".; 3 0'$*.! ; *'#0 *'m×n�
�-/#"'6.0 6 * # A19 � � � 9 Am 3$*/&. 0'$*.!% A9 ' 6 * # b19 � � � 9 bm ] &/05/" "$%
4 &$/*' b�

�13$2 E ] X$/ "'.-/+2G  '-3/+F$"/ #"'6 ". X+ 0 "$/4 0'$*.!% A .
4 &$/*' b�


+� 4 &$/*' x 3 &/05/" "$'0. ? . � 35*'4 )+.4' X&4.4'+ "$"/3$2

A1 · x = b1 & . . . & Am · x = bm ⇐⇒
(A1 + (2nE)A2 + (2nE)2A3 + . . . + (2nE)m−1Am) · x =

b1 + (2nE)b2 + (2nE)2b3 + . . . + (2nE)m−1bm.

<$/ #'4 *G' $ )/&'#'$ +23$4/ $ /* 0%� �
�'330'$*.4' 0'� #')'6' /3$' $3� NP85/+"/;9  3+. )'H 36.$'$29 6$/ 43 

&/X((.!. "$% 1*'4" ".�

a1 x1 + . . . + an xn = b

5/+/H.$ +2"%�
�'330/$*.0 1*'4" ". 3 ! +%0. &/X((.!. "$'0. 4.)'

a1 x1 + . . . + an xn = b,

,) b ≥ 0� � # /,*'".6 ".� /-I"/3$. 0/H"/ 36.$'$29 6$/ a1 > 09 � � � 9 ap > 09
ap+1 < 09 � � � 9 an < 0� �'330'$*.4' 0/ 1*'4" ". *'4"/3.+2"/ 1*'4" ".F

a1x1 + . . . apxp + (−ap+1)(−xp+1 + 1) + . . . + (−an)(−xn + 1) =

b + (−ap+1) + . . . + (−an).

�/3+ )"  1*'4" ". .0  $ * G ". 4 6.3+': ?9 � $/,)' . $/+2&/ $/,)'9
&/,)' .0  $ * G ". 4 6.3+': ?9 � 3+ )1FI  1*'4" ". 3 5/+/H.$ +2"%0.
&/X((.!. "$'0.

a1y1 + . . . apyp + (−ap+1)yp+1 + . . . + (−an)yn = b + (−ap+1) + + . . . (−an).

�*/-+ 0' *'#* G.0/3$. 4 6.3+': ?9 � 5*/.#4/+2"/,/ +." ;"/,/ 1*'4" ".�
4.)'

a1 x1 + . . . + an xn = b,

,) a19 � � � 9 an . b ] "'$1*'+2"% 6.3+'9 "/3.$ "'#4'". ������ �� .������
��
9� .+. ������ �� .������ �:����� � NP8$*1)"/3$2 X$/; #')'6. -%+'
.35/+2#/4'"' �� � *&+/0 . �� Y ++0'"/0 5*. *'#*'-/$& /)"/,/ .# 5 *4%:
'+,/*.$0/4 G.(*/4'".� 3 /$&*%$%0 &+F6/0�

�* H) 43 ,/ /$0 $.09 6$/ 4 /)"/0 6'3$"/0 3+16' 4/5*/3 / *'#* G.0/3$.
4 6.3+': ?9 � *'330'$*.4' 0/,/ +." ;"/,/ 1*'4" ".� $*.4.'+2"/ *'#* G.0�
� 62 .) $ / $'& "'#%4' 0/0 ����<��������:D�� �:������ �'&/ "'#4'". 

��D



�� ! 4# NP�*�	7&)' , NP�5%�&)' 5�%6�'+)

#'&* 5.+/32 #' #')'6 ; / *'#* G.0/3$. 4 6.3+': ?9 � 5*/.#4/+2"/,/ +." ;"/,/
1*'4" ".� 4.)'

a1 x1 + . . . + an xn = b,

,) a19 � � � 9 an . b ] "'$1*'+2"% 6.3+'9 1)/4+ $4/*�FI. 13+/4.F

i∑
j=1

aj < ai+1, i = 1, . . . , n− 1.

� ,&/ 5/"�$29 6$/ 5*. n > 1 4%-/* #"'6 ".� xn /5* ) +� $3� 13+/4.�0.�  3+.
an ≤ b9 $/ xn = 19 '  3+. an > b9 $/ xn = 0� � 5*. n = 1 4/5*/3 * G' $3�
$*.4.'+2"/�

� '+,/*.$0 � *&+' ] Y ++0'"' �������
 ��:� 4&+F6' $ 4 34/; 3/8
3$'4� 34 *:4/#*'3$'FI1F 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 a19 � � � 9 an "'$1*'+2"%: 6.3 +9
"'$1*'+2"% 6.3+' M 9 t . t−1 $'&. 9 6$/

n∑
j=1

aj < M, t · t−1 ≡ 1 (modM).

J������
 ��:� ] X$/ 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 r19 � � � 9 rn /3$'$&/4 /$ ) + ".�
6.3 + t · a19 � � � 9 t · an "' 6.3+/ M �

T.(*/0 3+/4' ε1 . . . εn9 ,) &'H)/ εi ] X$/ ? .+. �9 3+1H.$ 6.3+/ r

r = r1ε1 + . . . + rnεn.


+� *'3G.(*/4'".� /-+')'$ +F #'&*%$/,/ &+F6' )/3$'$/6"/ * G.$2 3+ )1F8
I1F #')'61 / 34 *:4/#*'3$'FI 0 *F&#'& 

a1 x1 + . . . + an xn = b,

,) b ] X$/ /3$'$/& /$ ) + ".� 6.3+' r · t−1 "' 6.3+/ M �
�+,/*.$0 G.(*/4'".� � *&+' ] Y ++0'"' "'G + 5*'&$.6 3&. 5*.0 " 8

".�9 -%+ #'5'$ "$/4'" 4 *�) 3$*'"9 /)"'&/ K5*/) *H'+3�K 0 "  ) 3�$. + $
] 4 &/"! �D�?8: ,/)/4 /" -%+ 4#+/0'"� �' H 16'3$2 5/3$.,+' . *�) )*1,.:
'+,/*.$0/4 G.(*/4'".�9 /3"/4'""%: "' #')'6 /- 1&+')& *'"!'� � 4)'4'�32
4 5/)*/-"/3$.9 5/�3".09 6$/ :/$� #')'6' /- 1&+')& 5*/.#4/+2"/,/ *F&#'&' .
�4+� $3� NP8$*1)"/;9 $'&/4/; 0/H $ " -%$2 5/)#')'6'9 .35/+2#1 0'� 4 '+,/8
*.$0 G.(*/4'".� � *&+' ] Y ++0'"'9 $'& &'& 4 " ; *'330'$*.4' $3� -/+  
1#&.; &+'33 1*'4" ".; ] +." ;"% 1*'4" ".� 4.)'

r1x1 + . . . + rnxn = r,

,) 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 r19 � � � 9 rn &/X((.!. "$/4 ] X$/ 5/3+ )/4'$ +2"/3$2
/3$'$&/4 /$ ) + ".� 6.3 + t·a19 � � � 9 t·an "' 6.3+/M 9 5*.6 0 5/3+ )/4'$ +2"/3$2
a19 � � � 9 an �4+� $3� 34 *:4/#*'3$'FI ;� �/H"/ X$/ 4%*'#.$2 . 5/8)*1,/019 $��
�������
������
� a1# � � � # an ��
�
��� �
 �����
� �
��� t−1 · r1# � � � # t−1 · rn

�D?



§2� �+/H"/3$2 * G ".� 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'4" ".;

�� �
��� M �����
�� ����!������
�%&�"� �*. $'&/; (/*01+.*/4& 1H $*1)8
"/ "') �$23�9 6$/ .35/+2#1 0'� /,*'".6 ""'� 5/)#')'6' �4+� $3� )/3$'$/6"/
$*1)"/;�

�3$'"/4.0 NP85/+"/$1 5*/-+ 0% R��������

�
 �:���� �


� ���� ���� NP�$����" �����
�� ������ �$�������
� $� $��
���������
�������
% �
��

a1 x1 + . . . + an xn = b,

��� a1# � � � # an 
 b 3 	���� �
���# 
���
 �
 ��� ���
�
	�
������ 	����
�������
�����
��

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �/9 6$/ *'330'$*.4' 0'� #')'6' "':/).$3� 4 &+'33 
NP9 -1) $ 13$'"/4+ "/ 5/#H �

�/&'H 09 6$/ � ��" $��
���
����� ����
�� $������� ������
���

 � �
��
��! �# 6 $��
��������� �������
� � ��
��������
 ��(��
	
��
��
�

�'330/$*.0 1*'4" ". 

a1 x1 + . . . + an xn = b

3 "'$1*'+2"%0. &/X((.!. "$'0.�
�3+. b > a1 + . . . + an9 $/ *'330'$*.4' 0/ 1*'4" ". " .0  $ * G ".� 4

6.3+': ?9 ��
�*. b = a1 + . . .+ an $'&/ * G ".  3$2�
�3$' $3� *'30/$* $2 3+16';9 &/,)' b < a1 + . . .+ an�
�-/#"'6.0 6 * # s "'.0 "2G  "'$1*'+2"/ 6.3+/ $'&/ 9 6$/

a1 + . . .+ an < 2s,

$� � s = [log2(a1 + . . .+ an)] + 1�
�'330/$*.0 1*'4" ". 

(20 + 23nsa1) · u1 + (23s + 23nsa2) · u2 + . . .

. . . + (23(i−1)s + 23isai) · ui + . . .

(23(n−1)s + 23nsan) · un +

(20 + 2(3n+1)sa1) · v1 + (23s + 23(n+1)sa2) · v2 + . . .

. . . + (23(i−1)s + 2(3i+1)sai) · vi + . . .

(23(n−1)s + 2(3n+1)san) · vn =

20 + 23s + . . . + 23(i−1)s + . . . + 23(n−1)s + 23nsb + 2(3n+1)s(A− b),
,) A = a1 + . . . + an�

�/&'H 09 6$/ �������
�

a1 x1 + . . . + an xn = b

�D�



�� ! 4# NP�*�	7&)' , NP�5%�&)' 5�%6�'+)


���
 �����
� � �
���! �# 6 
���� 
 
����� 
����# ����� $��
������� �����
���
� 
���
 ���
�
	�
������ �����
��

�3+. "'-/* (α1, . . . , αn) 6.3 + ?9 � �4+� $3� * G ". 0 5 *4/,/ 1*'4" ".�

a1 x1 + . . . + an xn = b,

"'-/*
(α1, . . . , αn, 1− α1, . . . , 1− αn)

�4+� $3� " /$*.!'$ +2"%0 ! +/6.3+ ""%0 * G ". 0 4$/*/,/ 1*'4" ".� L)'H 
 ,/ ?9 �8* G ". 0M�


+� )/&'#'$ +23$4' /-*'$"/; .05+.&'!.. 5* )5/+/H.09 6$/ "'-/* " /$*.8
!'$ +2"%: ! +%: 6.3 +

(α1, . . . , αn, β1, . . . , βn)

�4+� $3� * G ". 0 4$/*/,/ 1*'4" ".�9 $� 4%5/+" "/ *'4 "3$4/

(20 + 23nsa1) · α1 + (23s + 23nsa2) · α2 + . . .

. . . + (23(i−1)s + 23isai) · αi + . . .

(23(n−1)s + 23nsan) · αn +

(20 + 2(3n+1)sa1) · β1 + (23s + 23(n+1)sa2) · β2 + . . .

. . . + (23(i−1)s + 2(3i+1)sai) · βi + . . .

(23(n−1)s + 2(3n+1)san) · βn =

20 + 23s + . . . + 23(i−1)s + . . . + 23(n−1)s + 23nsb + 2(3n+1)s(A− b).

�-/#"'6.0 6 * # L + 41F 6'3$2 5* )%)1I ,/ *'4 "3$4'9 ' 6 * # R ]  ,/ 5*'41F
6'3$2�

�")1&!. ; 5/ i )/&'H 09 6$/ αi + βi = 1�

+� )/&'#'$ +23$4' *'4 "3$4' α1 + β1 = 19 5 * ;)� & 3*'4" ".F 5/

mod 23s9 5/+16.0
α1 + β1 ≡ 1 ( mod 23s).

�3+. α1 + β1 �= 19 $/ α1 + β1 > 23s9 6$/ )' $ " *'4 "3$4/

L ≥ (20 + 23nsa1)α1 + (20 + 2(3n+1)sa1)β1 >

(20 + 23nsa1)(α1 + β1) > 23s + 23ns · 23s > R,

6$/ 5*/$.4/* 6.$ *'4 "3$41 L = R�
�* )5/+/H.09 6$/ 1H )/&'#'"% *'4 "3$4'

α1 + β1 = 1 & . . . & αi−1 + βi−1 = 1.

� * ;)� & 3*'4" ".F 5/ mod 23is9 5/+16.0

23(i−1)s(αi + βi) ≡ 23(i−1)s ( mod 23is).

�D�



§2� �+/H"/3$2 * G ".� 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'4" ".;

P"'6.$9
αi + βi ≡ 1 ( mod 23s).

�3+. αi + βi �= 19 $/ αi + βi > 23s9 6$/ 5/ $/; H 3: 0 )' $ 5*/$.4/* 6.4/ 
" *'4 "3$4/ L > R�

P"'6.$9 4%5/+" "% *'4 "3$4'

α1 + β1 = 1 & . . . & αn + βn = 1,

5/X$/01 "'-/* " /$*.!'$ +2"%: ! +%: 6.3 +

(α1, . . . , αn, β1, . . . , βn)

�4+� $3� ?9�8* G ". 0 4$/*/,/ 1*'4" ".� . 4%5/+" "/ *'4 "3$4/

23ns(a1α1 + . . . + anαn) + 2(3n+1)s(a1β1 + . . . + anβn) =

23nsb + 2(3n+1)s(A − b).

P'0 ".4 βi "' 1− αi9 5/+16.0

23ns(1 − 2s)(a1α1 + . . . + anαn) = 23ns(1 − 2s)b,

a1α1 + . . . + anαn = b.

�'&.0 /-*'#/0 "'-/* (α1, . . . , αn) 6.3 + ?9 � �4+� $3� * G ". 0 5 *4/,/
1*'4" ".�� �

�+.H';G ; "'G ; ! +2F �4+� $3� )/&'#'$ +23$4/ 5*."')+ H"/3$. &+'331
NP *'330/$* ""%: 4%G 5*/-+ 0 )+� ! +/6.3+ ""%: 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'48
" ".;�

�* )4'*.$ +2"/ 5*.4 ) 0 " &/$/*% " /-:/).0% )+� )'+2" ;G ,/ .#+/8
H ".� ('&$%9 /$"/3�I. 3� & 3.3$ 0'0 +." ;"%: " *'4 "3$4� �#16 ". 3.3$ 0
+." ;"%: " *'4 "3$4 /)".0 .# 5 *4%: 4%5/+".+ " 0 !&.; 0'$ 0'$.& 
 *0'"
�."&/43&.; L��E� ] �D?DM 4 &/"! Z@Z 4 &'� �0 -%+ 5/+16 " *�) (1")'0 "8
$'+2"%: * #1+2$'$/4 4 X$/; /-+'3$.�

� *4/ 1$4 *H) ". 9 &/$/*/ "'0 5/$* -1 $3� ] X$/ 
������ � �����
�
�!
������
��! �
�
�� �
��"��! �������
"�

�13$2 A = ||aij|| ] 0'$*.!' *'#0 *' m× n9 b = [b1, . . . , bm] ] 4 &$/*83$/+- !
4%3/$% m9 c = (c1, . . . , cn) ] 4 &$/*83$*/&' )+."% n 3 X+ 0 "$'0. .# 5*/.#4/+28
"/,/ 5/+� F 9 ' d ] X+ 0 "$ X$/,/ 5/+��


� ���� ���� 4��
 ������ �����
� ������
��" �
�
��� �
��"��! �������
�
" Ax = b � $��� F �����
�� �����
�� �������
� cx = d# 
� ���
�� (c, d)
$����
��
� � �
�� �
��"��" ����
��	

 �
��� ��
�
	� (A, b)�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �-/#"'6.0 6 * # r *'", 0'$*.!% A� �# *'4"/3.+28
"/3$. 3.3$ 0

Ax = b .

(
A
c

)
· x =

(
b
d

)

�D�



�� ! 4# NP�*�	7&)' , NP�5%�&)' 5�%6�'+)

3+ )1 $ 3/45') ". .: 0"/,//-*'#.; * G ".;9 ' #"'6.$9 . 3/45') ". 5*/3$8
*'"3$4 V . U * G ".; 3//$4 $3$41FI.: /)"/*/)"%: 3.3$ 0

Ax = 0 .

(
A
c

)
· x =

(
0
0

)
.

�/3+ )"  4+ 6 $ *'4 "3$4/ *'",/4

r = rank A = rank

(
A
c

)
.

�# 3/40 3$"/3$. 3.3$ 0

Ax = b .

(
A
c

)
· x =

(
b
d

)

5/ $ /* 0 �*/" & *' ] �'5 ++. 5/+16' 0 *'4 "3$4'

r = rank A = rank (A, b),

r = rank

(
A
c

)
= rank

(
A b
c d

)
.

P"'6.$9

r = rank (A, b) = rank

(
A b
c d

)
.

�/X$/01 3$*/&' (c, d) �4+� $3� +." ;"/; &/0-."'!. ; 3$*/& 0'$*.!% (A, b)� �
�-/#"'6.0 6 * # K 5/+ *'!./"'+2"%: Q .+. ) ;3$4.$ +2"%: 6.3 + R�
�' 0"/H 3$4 Kn 4 &$/*/483$/+-!/4 4%3/$% n 44 ) 0 /$"/G ". 6'3$.6"/,/

5/*�)&' ≥9 5/+','��

b = [b1, . . . , bn] ≥ c = [c1, . . . , cn] ⇐⇒ b1 ≥ c1 & . . . & bn ≥ cn.

�"'+/,.6"%0 /-*'#/0 44/).$3� /$"/G ". 6'3$.6"/,/ 5/*�)&' ≥ . "' 0"/H 8
3$4 Kn 4 &$/*/483$*/& )+."% n�

� &$/* d "'#%4' $3� ���
�
	�
������9  3+. d ≥ 09 ,) 0 ] ������" 4 &8
$/*� 
*1,.0. 3+/4'0.9 4 &$/* d ���
�
	�
���� $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)'
���
�
	�
����� ��� ��� ���$����
��

�13$2 A = ||aij|| ] 0'$*.!' *'#0 *' m×n9 ' b = [b1, . . . , bm] ] 4 &$/*83$/+- !
4%3/$% m 3 X+ 0 "$'0. .# 5/+� K�

�'330/$*.0 ��$��� � ������
���

 �
�
��� �������
" Ax = b � ���
�
�
	�
�����! �
���! 
� $��� K9 $� � 4/5*/3 / *'#* G.0/3$. 3.3$ 0% 1*'4" ".;
. " *'4 "3$4

a11x1 + . . . + a1nxn = b1

. . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn = bm

x1 ≥ 0 & . . . & xn ≥ 0.

�D�



§2� �+/H"/3$2 * G ".� 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'4" ".;

�1) 0 36.$'$29 6$/ *'330'$*.4' 0'� 3.3$ 0' 3/40 3$"'9 $� � 4%5/+"� $3� 13+/8
4. �*/" & *' ] �'5 ++. *'4 "3$4' *'",/4

rank A = rank (A|b).


/&'H 0 435/0/,'$ +2"% + 00%9 &/$/*% 5/#4/+�$ "'0 /! ".$2 4 +.6."1
"'.0 "2G ,/ * G ".� *'330'$*.4' 0/; 3.3$ 0%� �/H"/ 36.$'$29 6$/ �
���

��
�
	� A �
��"�� �����
�
��9 5/X$/01 m ≤ n . ���� ��
�
	� A ����� m�
� 3+16' 9 &/,)' m = n9 * G ". 3.3$ 0% Ax = b  )."3$4 ""/ . 0/H $ -%$2 "';8
) "/ +.-/ 0 $/)/0 
'133'9 +.-/ 5/ (/*01+'0 �*'0 *'� �"$ * 3 5* )3$'4+� $
3+16';9 &/,)' m < n�


+� 5*/.#4/+2"/; -'#% B = {A(j1), . . . , A(jm)} 3.3$ 0% 3$/+-!/4 0'$*.!% A9
$� � )+� +F-%:   m = rank A +." ;"/ " #'4.3.0%: 3$/+-!/49 /5* ) +� $3�
���
���� 
�
 �$����� �����
�9 &/$/*/ 3$*/.$3� 3+ )1FI.0 /-*'#/0�

3.3$ 0' Ax = b #'0 "� $3� *'4"/3.+2"/;  ; 3.3$ 0/;

A(j1)xj1 + . . . A(jm)xjm = b − Σ
j �=j1,...,jm

A(j)xj ,

&/$/*1F #'5.G 0 4 4.) 

B[xj1 , . . . , xjm] = b − Σ
j �=j1,...,jm

A(j)xj .

� * G ". .0  $ 4.)

[xj1 , . . . , xjm] = B−1(b − Σ
j �=j1,...,jm

A(j)xj).

�/X$/01
xj1 = c1 + Σ

j �=j1,...,jm

c1jxj

. . . . . .

xjm = cm + Σ
j �=j1,...,jm

cmjxj.

� * 0 ""% xj 5*. j �= j1, . . . , jm "'#%4'F$3� ���������
 5 * 0 ""%0.9 '
/3$'+2"% ] ���
����
� �/+','� *'4"%0. "1+F 34/-/)"% 5 * 0 ""% . 4%8
6.3+�� 3 .35/+2#/4'". 0 5* )%)1I.: *'4 "3$4 #"'6 ".� -'#.3"%: 5 * 0 "8
"%:9 5/+16.0 ���
���� 
�
 �$����� �����
��

����� �� 4��
 �
�
��� �
��"��! �������
"

a11x1 + . . . + a1nxn = b1

. . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn = bm

��� $���� K ������
�� � ���
�
	�
�����! �
���!# 
� � ��� 
���
�� ���
�
�
	�
������ ���
���� +�$�����, �����
��

�D�



�� ! 4# NP�*�	7&)' , NP�5%�&)' 5�%6�'+)

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �-/#"'6.0 6 * # (α1, . . . , αn) �����
� ������
�
����
��" �
�
��� � ���
�
	�
�����! �
���! 
� $��� K � ��
�����
� ���������
�
���� ������! ���$����
� �3+. 43 αi Li = 1, . . . , nM *'4"% "1+F9 $/ b = 0 .
*'330'$*.4' 0/ "1+ 4/ * G ". /)"/*/)"/; 3.3$ 0% ] /5/*"/ �

O$/-% " 3&/+2&/ 15*/3$.$2 /-/#"'6 ".� - # /,*'".6 ".� /-I"/3$. 0/H"/
36.$'$29 6$/ 4 * G ".. /$+.6"% /$ "1+� 5 *4% k &/05/" "$9 ' /3$'+2"% *'4"%
"1+F� P"'6.$ α1 > 09 � � � 9 α1 > k� �/,)' 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

α1 · A(1) + . . . + αk ·A(k) = b

�������# �
� �
���	� A(1)# � � � # A(k) ��
�
	� A �
��"�� �����
�
��� �* )8
5/+/H.0 5*/$.4"/ 9 513$2 β19 � � � 9 βk ] /$+.6"%; /$ "1+ 4/,/ "'-/* ) ;3$4.8
$ +2"%: 6.3 + $'&/;9 6$/

β1 · A(1) + . . . + βk · A(k) = 0.

� # /,*'".6 ".� /-I"/3$. 0/H"/ 36.$'$29 6$/ β1 �= 0 . )'H β1 > 0�
� # /,*'".6 ".� /-I"/3$. 0/H"/ 36.$'$29 6$/ βk · (αk)

−1 ] ��
�����
"
(�����
 3* ). 6.3 +

β1 · (α1)
−1, . . . , βk · (αk)

−1.

�'& &'&
0 < β1 · (α1)

−1 ≤ βk · (αk)
−1,

$/ βk · (αk)
−1 > 0� �/ αk > 09 5/X$/01 . βk > 0�

�'330/$*.0 *'4 "3$4'

b = b − 0 =

k

Σ
i=1

αi · A(i) − (
k

Σ
i=1

βi · A(i)) · (βk)
−1 · αk =

k

Σ
i=1

A(i) · (αi − βi · (βk)
−1 · αk).

�/+',' 0 γi = αi − βi · (βk)
−1 · αk�

P'0 $.09 6$/ γk = αk − βk · (βk)
−1 ·αk = 09 5/X$/01 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

b =
k−1

Σ
i=1

A(i) · γi.

�*/0 $/,/

γi = αi − βi · (βk)
−1 · αk = αi · (1 − (αi)

−1 · βi · (βk)
−1 · αk) ≥ 0.

�/,)' "'-/* (γ1, . . . , γk−1, 0, 0, . . . , 0) ] * G ". *'330'$*.4' 0/; 3.3$ 0% 4 " /$8
*.!'$ +2"%: ) ;3$4.$ +2"%: 6.3+': 3 -/+2G.0 6.3+/0 "1+ 4%: &/05/" "$9
6 0 * G ". (α1, . . . , αn)� O$/ 5*/$.4/* 6.$ 5* )5/+/H ".F (α1, . . . , αn) ] ���
���
� ������
�
�����" �
�
��� � ���
�
	�
�����! ��"�
�

�����! �
��
��! � ��
�����
� ��������� �
���� ������! ���$����
� �/X$/01 �
���	�
A(1)# � � � # A(k) ��
�
	� A �
��"�� �����
�
���

�DE



§2� �+/H"/3$2 * G ".� 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'4" ".;

.�$���
� �
���	� A(1)# � � � # A(k) �� ���� �
�
��� �
��	��� O$/-% " 
13+/H"�$2 /-/#"'6 ".�9 0/H"/ 36.$'$29 6$/ 5/+16 ""1F -'#1 /-*'#1F$ 5 *8
4% m 3$/+-!/4� �'4 "3$4/

α1 · A(1) + . . . + αk ·A(k) + 0 · A(k+1) + . . . + 0 · A(m) =

b − 0 · A(m+1) − . . . − 0 · A(n)

5/&'#%4' $9 6$/ (α1, . . . , αn) ] -'#.3"/ L/5/*"/ M * G ". *'330'$*.4' 0/; 3.8
3$ 0% 4 " /$*.!'$ +2"%: 6.3+': .# 5/+� K� �

�'330/$*.0 3.3$ 01 +." ;"%: " *'4 "3$4

a11x1 + . . . + a1nxn ≤ b1

. . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn ≤ bm

(1)

"') 5/+ 0 K9 &/$/*1F -1) 0 #'5.3%4'$2 4 4.) Ax ≤ b�
�4 ) 0 "/4% 5 * 0 ""% y19 � � � 9 ym . *'330/$*.0 3.3$ 01 +." ;"%: 1*'48

" ".;
a11x1 + . . . + a1nxn + y1 = b1

. . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn + ym = bm

(2)

"') 5/+ 0 K9 &/$/*1F -1) 0 #'5.3%4'$2 4 4.) 

(A, Em) ·
(
x
y

)
= b.

� ,&/ 5/"�$29 6$/ ���
����
����	 c ����
� n �����
�� �����
�� �
�
��
�� ��������
� +6, 
���� 
 
����� 
����# ����� ��"��
�� ���
�
	�
�����"

���
����
����	 d ����
� m 
���"# �
� ���
����
����	

(
c
d

)
�����
�� ���

���
�� �
�
��� �������
" L�M� <$/ 5/#4/+� $ ����

 ��$��� � ������
���


�����" �
�
��� ��������
� � ��$���� � ��&��
�����

 ���
�
	�
������� ���
���
� � ����
���" �
�
��� �
��"��! �������
"�

�3+. &'H)/ * G ". "') 5/+ 0 K 3.3$ 0% +." ;"%: " *'4 "3$4
Ax ≤ b �4+� $3� * G ". 0 " *'4 "3$4' cx ≤ d9 $/ " *'4 "3$4/ cx ≤ d "'8
#%4' $3� �����
�
�� 3.3$ 0% +." ;"%: " *'4 "3$4 Ax ≤ b�

� ,&/ 5/"�$29 6$/  3+. 4 &$/* c �4+� $3� +." ;"/; &/0-."'!. ; 3 " /$*.8
!'$ +2"%0. &/X((.!. "$'0. 3.3$ 0% 3$*/& 0'$*.!% A9 $/ " *'4 "3$4/ cx ≤ 0
�4+� $3� 3+ )3$4. 0 3.3$ 0% " *'4 "3$4 Ax ≤ 0� �5*'4 )+.4/ . /-*'$"/ 
1$4 *H) ". 9 &/$/*/ "'#%4' $3� $ /* 0/; �."&/43&/,/�


� ���� ��� !&��% �
%�'$� 4��
 ��������
�� cx ≤ 0 �����
�� �����
�
��
�
�
��� ��������
� Ax ≤ 0# 
� ���
�� c �����
�� �
��"��" ����
��	
�" �
���
�
	�
������
 ��(��
	
��
��
 �
�
��� �
��� ��
�
	� A�

�D�



�� ! 4# NP�*�	7&)' , NP�5%�&)' 5�%6�'+)


/&'H 0 435/0/,'$ +2"1F + 001�

����� �� 4��
 ��������
�� cx ≤ 0 �����
�� �����
�
�� �
�
��� ��������
�⎛
⎜⎜⎝

A1

. . .
Am−1

Am

⎞
⎟⎟⎠ · x ≤ 0



c = λ1A1 + . . . + λmAm,

$�
��� λ1, . . . , λm−1 ≥ 0 
 λm < 0# 
� ��������
�� cx ≤ 0 �����
�� �����
�
��
�
�
��� ��������
� ⎛

⎝ A1

. . .
Am−1

⎞
⎠ · x ≤ 0.

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 α ] * G ". 5/3+ )" ; 3.3$ 0% " *'4 "3$4�
�3+. Amα ≤ 09 $/ α ] * G ". .3:/)"/; 3.3$ 0% " *'4 "3$49 5/X$/01 α ≤ 0�

�3+. H Amα > 09 $/ 4"/42

cα = λ1A1α + . . . + λm−1Am−1α + λmAmα ≤ 0.

�
. � � � � � 
 � � � � 
 � � $ /* 0% �."&/43&/,/� �/&'H 09 6$/ 1*'4" ". 
cx = 0 �4+� $3� 3+ )3$4. 0 3.3$ 0% 1*'4" ".; Ax = 0�

�3+. Ad = 09 $/ . A(−d) = 09 5/X$/01 Ad ≤ 0 . A(−d) ≤ 09 ' #"'6.$9
cd ≤ 0 . c(−d) ≤ 09 3+ )/4'$ +2"/9 cd = 0� P"'6.$9 4 &$/* c �4+� $3� +." ;"/;
&/0-."'!. ; 3.3$ 0% 3$*/& 0'$*.!% A

c = λ1A1 + . . . + λmAm.

�3$' $3� 5/&'#'$29 6$/ 4 &$/* c �4+� $3� +." ;"/; &/0-."'!. ; � ���
�
�
	�
������
 ��(��
	
��
��
 3.3$ 0% 3$*/& 0'$*.!% A�

�3+. A ] "1+ 4'� 0'$*.!'9 $/ c = 09 . 1$4 *H) ". /6 4.)"/�
�13$2 A ] " "1+ 4'� 0'$*.!'� 
/&'#'$ +23$4/ 5*/4 ) 0 .")1&!. ; 5/ 6.3+1

m " *'4 "3$4 4 3.3$ 0 �
�*. m = 1 3.3$ 0' Ax ≤ 0 5*.".0' $ 4.)

a11x1 + . . . + a1nxn ≤ 0.

� # /,*'".6 ".� /-I"/3$. 0/H"/ 36.$'$29 6$/ a11 �= 0�

c = λ1A1 = λ1(a11, . . . , a1n).

�3+. a11 > 09 $/ 4 &$/* (−1, 0, . . . , 0)9 �4+�FI.;3� * G ". 0 3.3$ 0% " *'8
4 "3$4 Ax ≤ 09 -1) $ * G ". 0 .   3+ )3$4.� cx ≤ 09 5/X$/01 λ1a11 ≥ 09
#"'6.$ λ1 ≥ 0�

�D�



§2� �+/H"/3$2 * G ".� 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'4" ".;

�3+. a11 < 09 $/ 4 &$/* (1, 0, . . . , 0)9 �4+�FI.;3� * G ". 0 3.3$ 0% " *'8
4 "3$4 Ax ≤ 09 -1) $ * G ". 0 .   3+ )3$4.� cx ≤ 09 5/X$/01 λ1a11 ≤ 09 #"'6.$9
λ1 ≥ 0�

�* )5/+/H.09 6$/ 1$4 *H) ". )/&'#'"/ )+� 5*/.#4/+2"%: /)"/*/)"%:
3.3$ 0 +." ;"%: " *'4 "3$4 3 " -/+  6 0 m− 1 " *'4 "3$4'0.�

�'330/$*.0 3.3$ 01 +." ;"%: " *'4 "3$4 Ax ≤ 09 ,) A ] 0'$*.!' *'#0 *'
m× n�

�3+. " *'4 "3$4/ cx ≤ 0 �4+� $3� 3+ )3$4. 0 X$/; 3.3$ 0%9 $/

c = λ1A1 + . . . + λmAm = (λ1, . . . , λm)A.

�* ). 43 : *'4 "3$4 1&'#'""/,/ 4.)'9 *'330/$*.0 *'4 "3$4/ 3 "'.-/+2G.0 6.38
+/0 t " /$*.!'$ +2"%: &/X((.!. "$/4 λi� � # /,*'".6 ".� /-I"/3$. 0/H"/
36.$'$29 6$/ " /$*.!'$ +2"% 5 *4% t &/X((.!. "$/4 λi9 $� �

λ1 ≥ 0 & . . . & λt ≥ 0.

�3+. t = m9 $/ 1$4 *H) ". )/&'#'"/�
�* )5/+/H.09 6$/ t < m� �/+',' 0

g = λ1A1 + . . . + λtAt + λmAm.

�/&'H 09 6$/ " *'4 "3$4/ gx ≤ 0 �4+� $3� 3+ )3$4. 0 3.3$ 0% " *'4 "3$4
Ax ≤ 0�

�3+. Aγ ≤ 09 $/ cγ ≤ 0� �*/0 $/,/

(c− g) · γ = Σ
t<i<m

λi(Aiγ) ≥ 0,

5/X$/01 g · γ = c · γ + (g − c) · γ ≤ 0�
�/

g = λ1A1 + . . . + λtAt + 0At+1 + . . . + 0Am−1 + λmAm,

#"'6.$9 5/ 5* )%)1I ; + 00 9 " *'4 "3$4/ gx ≤ 0 �4+� $3� 3+ )3$4. 0 3.3$ 0%
" *'4 "3$4 ⎛

⎝ A1

. . .
Am−1

⎞
⎠ · x ≤ 0.

�/ .")1&$.4"/01 5* )5/+/H ".F )+� " &/$/*%: " /$*.!'$ +2"%: 6.3 + δ19
� � � 9 δm−1 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

g =
m−1

Σ
i=1

δiAi.

�/+16' 0 *'4 "3$4'

c = (c− g) + g = Σ
t<i<m

λi(Aiγ) +
m−1

Σ
i=1

δiAi =

δ1A1 + . . . + δtAt +

(λt+1 + δt+1)At+1 + . . . + (λm−1 + δm−1)Am−1 + 0Am,

�DD
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&/$/*% )'F$ 5* )3$'4+ ". 4 &$/*' c 4 4.) +." ;"/; &/0-."'!.. 3$*/& 0'$8
*.!% A 3 -/+  6 0 t " /$*.!'$ +2"%0. &/X((.!. "$'0.� O$/ 5*/$.4/* 6.$
4%-/*1 6.3+' t� P"'6.$ t = m� �

�+ )1FI'� $ /* 0' )' $ &*.$ *.; " 3/40 3$"/3$. 3.3$ 0% +." ;"%: " *'8
4 "3$4�


� ���� ��� !#��,���' ��
 ���
,� 
,� 
�
,�� ����'�>( �������
,�$�
 
�
��� �
��"��! ��������
� Ax ≤ b ��������
�� 
���� 
 
����� 
����# ���
��� �����%&�� �
�
��� �
��"��! �������
"

(
At

bt

)
· y =

⎛
⎜⎜⎝

0
. . .
0
−1

⎞
⎟⎟⎠


���
 ���
�
	�
������ �����
��

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �* )5/+/H.09 6$/ λ ] " /$*.!'$ +2"/ * G ". 
5/3+ )" ; 3.3$ 0%� �/,)' At ·λ = 09 bt ·λ = −1� �3+. c ] * G ". 3.3$ 0% +." ;8
"%: " *'4 "3$4 Ax ≤ b9 $/ A ≤ b9 ctAt ≤ bt9 ctAtλ ≤ btλ9 6$/ )' $ 5*/$.4/* 6. 
0 ≤ −1�

�* )5/+/H.09 6$/ 3.3$ 0' +." ;"%: " *'4 "3$4 Ax ≤ b " 3/40 3$"'�
�4 ) 0 4 *'330/$* ". 435/0/,'$ +2"1F /)"/*/)"1F 3.3$ 01 " *'4 "3$4

B · y = (A,−b) ·
(

x
xn+1

)
≤ 0.

�13$2 c = [c1, . . . , cn, cn+1] ] 5*/.#4/+2"/ * G ". X$/; 3.3$ 0% " *'4 "3$4�
�3+. -% 4%5/+"�+/32 " *'4 "3$4/ cn+1 > 09 $/ 4 &$/*

[c1/cn+1, . . . , cn/cn+1]

-%+ -% * G ". 0 " 3/40 3$"/; 3.3$ 0% +." ;"%: " *'4 "3$4 Ax ≤ b� �/X$/01
cn+1 ≤ 09 $� � " *'4 "3$4/

0 x1 + . . . + 0 xn + xn+1 ≤ 0

�4+� $3� 3+ )3$4. 0 3.3$ 0% " *'4 "3$4

(A,−b) ·
(

x
xn+1

)
≤ 0.

�/ $ /* 0 �."&/43&/,/ "';)1$3� $'&. " /$*.!'$ +2"% 6.3+' λ19 � � � 9 λm9
)+� &/$/*%: 4%5/+"� $3� *'4 "3$4/

(0, . . . , 0, 1) =
m

Σ
i=1

Diλi,

�??



§2� �+/H"/3$2 * G ".� 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'4" ".;

,) D19 � � � 9 Dm ] X$/ 3$*/&. 0'$*.!% D = (A, −b)9 $� � *'4 "3$4/

(
At

−bt
)
· λ =

⎛
⎜⎜⎝

0
. . .
0
1

⎞
⎟⎟⎠ ,

' #"'6.$9 . *'4 "3$4/

(
At

bt

)
· λ =

⎛
⎜⎜⎝

0
. . .
0
−1

⎞
⎟⎟⎠ .

�+ )/4'$ +2"/9 λ19 � � � 9 λm ] ���
�
	�
������ �����
� �
�
��� �
��"��!
�������
" (

At

bt

)
· y =

(
0
−1

)
.

�
�13$2 A = ||aij|| ] ! +/6.3+ ""'� 0'$*.!' *'#0 *' m × n9 ' b = [b1, . . . , bm]

] ! +/6.3+ ""%; 4 &$/*83$/+- ! 4%3/$% m� �4 ) 0 /-/#"'6 ".�

C = max
1≤i≤m
1≤j≤n

|aij|, D = max
1≤i≤m

|bi|, C1 = (mC)m+1.

����� �� 4��
 x = (x1, . . . , xn) 3 ���
���� �����
� �
�
��� �
��"��! �����
���
" Ax = b# 
� $�
 �%��� j = 1, . . . , xn ��$�����
�� ��������
��

|xj | ≤ m!Cm−1D.

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �4/-/)"% 5 * 0 ""% 4 -'#.3"/0 * G ".. *'4"%
"1+F9 5/X$/01 )+� ".: " *'4 "3$4/ /6 4.)"/�

�'#.3"% 5 * 0 ""% /5* ) +�F$3� *'4 "3$4/0

[xj1 , . . . , xjm] = B−1b.

�'330/$*.0 0'$*.!1 B = ||bts||� �'5/0".09 6$/ B−1 = 1/det(B) · ||Bst||� �'& &'&
Bst ] X$/ 0."/* 5/*�)&' m− 1 0'$*.!% B9 $/

|Bst| ≤ (m− 1)! · Cm−1.

�/ det(B) ≥ 19 5/X$/01 .# *'4 "3$4'

xjt = 1/det(B) ·
m

Σ
s=1

Bst · bs
5/+16' 0

|xjt| ≤ 1/det(B) ·
m

Σ
s=1
|Bst| · |bs| ≤

m · (m− 1)! · Cm−1 ·D = m! · Cm−1 ·D.
�

�?�
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����� �� .�� ���
������
���	�� u1# � � � # up ����
� m � 	����
�������

���$����
��
# �� $�����!���&
�
 $� �����% �
��� E# �����%&
� �����
�
(��
�����
��;

6, ��&��
��%
 ���
�
	�
������ ��"�
�

������ �
��� α1# � � � # αp# �� ���
������ ���%# ��� ��
���! ��$������ ������
��

α1u1 + . . . + αpup = 0;

�, ��&��
��%
 ���
�
	�
������ 	���� �
��� α1# � � � # αp# �� $�����!����
&
� �
��� (mE)m+1 
 �� ��� ������ ���%# ��� ��
���! ��$������ ������
��

α1u1 + . . . + αpup = 0;

<, �� ��&��
���
 ���
�����
���	� h ����
� m � ��"�
�

������
 ����
$����
��
 
�����# �
� $�
 �%��� j +j = 1, . . . , p, pj = ht · uj > 0#

=, �� ��&��
���
 ���
�����
���	� h ����
� m � 	����
 ���$����
��
#
�� $�����!���&
�
 $� �����% �
��� (mE)m+1# 
�����# �
� $�
 �%��� j +j =
1, . . . , p, pj = ht · uj ≥ 1�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �/" 6"/9 .# �M 3+ )1 $ �M�
�/&'H 09 6$/ .# �M 3+ )1 $ �M�
�13$2 )+� " /$*.!'$ +2"%: ) ;3$4.$ +2"%: 6.3 + α19 � � � 9 αp9 .# &/$/*%:

" 43 *'4"% "1+F9 4%5/+" "/ *'4 "3$4/

α1u1 + . . . + αpup = 0.

� # /,*'".6 ".� /-I"/3$. 0/H"/ 36.$'$29 6$/ αp > 0�
�'4 "3$4/

(α1/αp) · u1 + . . . + (αp−1/αp) · up−1 = −up

/#"'6' $9 6$/ ! +/6.3+ ""'� +." ;"'� 3.3$ 0'

x1 · u1 + . . . + xp−1 · up−1 = −up

.0  $ * G ". 4 " /$*.!'$ +2"%: ) ;3$4.$ +2"%: 6.3+':� �/,)' 4 3.+1 )41:
5* )%)1I.: + 00 1 X$/; 3.3$ 0% .0  $3� -'#.3"/ * G ". 4 " /$*.!'$ +2"%:
*'!./"'+2"%: 6.3+': γ19 � � � 9 γp−1�

� -'#.3"/0 * G ".. 34/-/)"% 5 * 0 ""% *'4"% "1+F9 ' -'#.3"% 5 * 8
0 ""% /5* ) +�F$3� *'4 "3$4/0

[γj1, . . . , γjm] = B−1(−up).

�'330/$*.0 0'$*.!1 B = ||bts||� �'5/0".09 6$/ B−1 = 1/det(B) · ||Bst||�

γjt = −
m

Σ
i=1

Btiupi/det(B).

�'& &'& Bst ] X$/ 0."/* 5/*�)&' m− 1 0'$*.!% B9 $/

|Bst| ≤ (m− 1)! · Em−1.

�?�



§2� �+/H"/3$2 * G ".� 3.3$ 0 +." ;"%: 1*'4" ".;

�/X$/01

|
m

Σ
i=1

Btiupi| ≤ m! · Em ≤ (mE)m.

�*/0 $/,/
|det(B)| ≤ m! ·Em ≤ (mE)m.

�/+',' 0 γjt = ajt/|det(B)|� �'& &'& γjt ≥ 09 $/ . ajt ≥ 0� �*.6 0 ajt , |det(B)| ≤
(mE)m� 
+� 34/-/)"%: 5 * 0 ""%: xj 5/+',' 0 γj = aj/|det(B)|9 ,) aj = 0�

�'4 "3$4/
γ1 · u1 + . . . + γp−1 · up−1 = −up

)' $ $* -1 0/ *'4 "3$4/

a1 · u1 + . . . + ap−1 · up−1 + |det(B)| · up = 0.

�/&'H 09 6$/ .# �M L.+. .# �M 3+ )1 $ �M�
�13$2 31I 3$41F$ $'&. " /$*.!'$ +2"% 6.3+' α19 � � � 9 αp9 6$/ 4%5/+" "/

*'4 "3$4/
α1u1 + . . . + αpup = 0.

�* )5/+/H.09 6$/ 31I 3$41 $ 4 &$/*83$/+- ! h 4%3/$% m 3 ) ;3$4.$ +2"%8
0. &/05/" "$'0. $'&/;9 6$/ 5*. +F-/0 j Lj = 1, . . . , kM� pj = ht · vj > 0� �/,)'
5/+16' 0 " *'4 "3$4'

0 = ht ·
k

Σ
i=1

αi · ui =
k

Σ
i=1

αi · (ht · ui) > 0.

�/+16 ""/ 5*/$.4/* 6. 5/&'#%4' $9 6$/ .# �M L.+. .# �M 3+ )1 $ �M�
�/ H 3'0/ *'331H) ". 5/&'#%4' $9 6$/ .# �M 3+ )1 $ �M� �/" 6"/9 .# �M

3+ )1 $ �M�
�3$' $3� 5/&'#'$29 6$/ .# �M 3+ )1 $ �M .+. �M�
�* )5/+/H.09 6$/ 4%5/+" "/ �M9 $� � " 31I 3$41 $ 4 &$/*'83$/+-!' h 4%3/8

$% m 3 ! +%0. &/05/" "$'0.9 " 5* 4/3:/)�I.0. 5/ 0/)1+F 6.3+' (mE)m+19
$'&/,/9 6$/ 5*. +F-/0 j Lj = 1, . . . , pM pj = ht · uj ≥ 1�

�/&'H 09 6$/ " 3/40 3$"' 3.3$ 0' +." ;"%: " *'4 "3$4

p

&
j=1

ht · uj ≥ 1.

<$' 3.3$ 0'9 .0 FI'� 4.)9

p

&
j=1

(h1, . . . , hm) · [u1j, . . . , umj] ≥ 1,

������
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� 
���
 ���
�
	�
������ �����
� �
�
�
��� �
��"��! �������
"

p

&
j=1

(h+
1 − h−1 , . . . , h+

m − h−m) · [u1j, . . . , umj] − yj = 1.

�?�
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� 3.+1 4%G )/&'#'""%: + 00 1 5/3+ )" ; 3.3$ 0% .0  $3� " /$*.!'$ +2"/ 
* G ". $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' 1 "  .0  $3� " /$*.!'$ +2"/ -'#.3"/ 
L/5/*"/ M * G ". � �'#.3"/ * G ". 0/H $ -%$2 "';) "/ 3+ )1FI.0 /-*'#/0�

4%) +� 0 5/):/)�I. -'#.3"% 3$/+-!% . 3//$4 $3$41FI. .0 -'#.3"% 
5 * 0 ""% 9

" -'#.3"% L34/-/)"% M 5 * 0 ""% /-"1+� 09
.# 5/+16 ""/; 3.3$ 0% 5/ 5*'4.+1 �*'0 *' "':/).0 #"'6 ".� -'#.3"%:

5 * 0 ""%:�
�/X$/01 1 5/3+ )" ; 3.3$ 0% .0  $3� " /$*.!'$ +2"/ *'!./"'+2"/ * G 8

". 

h+
1 = a+

1 /d, h
−
1 = a−1 /d, . . . , h

+
m = a+

m/dh
−
m = a−m/d,

y1 = b−1 /d, . . . , yp = b−p /d,

4 &/$/*/0 6.3+.$ +. " /$*.!'$ +2"% . " 5* 4/3:/)�$ 6.3+' m!Em9 ' /-I.;
#"'0 "'$ +2 d 1)/4+ $4/*� $ " *'4 "3$4'0 1 ≤ d ≤ m!Em� �/,)' 5*. +F-/0
j Lj = 1, . . . , mM 4%5/+"� $3� " *'4 "3$4/

|a+
j − a−j | ≤ m!Em.

�*/0 $/,/ 4%5/+" "% . 43 " *'4 "3$4'

p

&
j=1

(a+
1 − a−1 , . . . , a+

m − a−m) · [u1j , . . . , umj ] ≥ d ≥ 1,

6$/ 5*/$.4/* 6.$ 5* )5/+/H ".F / 4%5/+" ""/3$. �M�

P"'6.$9 " 3/40 3$"' . 3.3$ 0' +." ;"%: " *'4 "3$4
p

&
j=1

ut
j · h ≤ −1�

� 3//$4 $3$4.. 3 &*.$ *. 0 " 3/40 3$"/3$. 3.3$ 0 +." ;"%: " *'4 "3$4
3.3$ 0' +." ;"%: 1*'4" ".;⎛

⎜⎜⎝
u11 . . . u1p

. . . . . . . . .
um1 . . . ump

−1 . . . −1

⎞
⎟⎟⎠ · y =

⎛
⎜⎜⎝

0
. . .
0
−1

⎞
⎟⎟⎠

.0  $ ���
�
	�
������ �����
� (α1, . . . , αp)�
P"'6.$9 4%5/+"�F$3� *'4 "3$4'

α1 · u1 + . . . + αp · up = 0, α1 + . . . + αp = 1.

�/X$/01 �M 4%5/+" "/� �


� ���� ���� 4��
 �
�
��� �
��"��! �������
"

a11x1 + . . . + a1nxn = b1

. . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn = bm

�?�
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� 	����
 ��(��
	
��
��
 
���
 ���
�
	�
������ 	����
������� �����
�#

� ��� 
���
 
 ���
�
	�
������ 	����
������� �����
�# ��� ���$����
�
��
����� �� $�����!���
 �
���

M = n · (mC)2m+3 · (D + 1),

���

C = max
1≤i≤m
1≤j≤n

|aij|, D = max
1≤i≤m

|bi|.

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �13$2 (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n ) ] ���
�
	�
������ 	����
��

������ �����
� (
�" �
�
��� � ��
������" �����" ���$����
�
�3+. 43 &/05/" "$% X$/,/ * G ".� " 5* 4/3:/)�$ C1 = (mC)m+19 $/ )/8

&'#%4' 0/ 1$4 *H) ". 35*'4 )+.4/�
�* )5/+/H.09 6$/ " &/$/*% &/05/" "$% X$/,/ * G ".� -/+2G C1� � #

/,*'".6 ".� /-I"/3$. 0/H 0 36.$'$29 6$/ 5 *4% p &/05/" "$ -/+2G C19 '
/3$'+2"% " 5* 4/3:/)�$ X$/,/ 6.3+'� �-/#"'6.0 3$/+-!% 0'$*.!% A 6 * #
u19 � � � 9 un�

�/#0/H"% )4' 3+16'��
�M �1I 3$41F$ " /$*.!'$ +2"% ! +% 6.3+' α19 � � � 9 αp9 " 5* 4/3:/)�I. 

6.3+' C1 = (mC)m+1 . " 43 *'4"% "1+F9 )+� &/$/*%: 4%5/+" "/ *'4 "3$4/

α1u1 + . . . + αpup = 0.

�/,)' (x
(0)
1 − α1, . . . , x

(0)
p − αp, x

(0)
p+1, . . . , x

(0)
n ) ] ���
�
	�
������ 	����
�����

��� �����
� (
�" �
�
��� � ������" �����" ���$����
9 6 0 1 * G ".�
(x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n )9 6$/ 5*/$.4/* 6.$ 3) +'""/01 5* )5/+/H ".F�

�M � 31I 3$41F$ " /$*.!'$ +2"%: ! +%: 6.3 + α19 � � � 9 αp9 " 5* 4/3:/)�8
I.: 6.3+' (mC)m+1 . " 43 : *'4"%: "1+F9 )+� &/$/*%: 4%5/+" "/ *'4 "3$4/

α1u1 + . . . + αpup = 0.

�/,)' 4 3.+1 5* )%)1I ; + 00% 31I 3$41 $ 4 &$/*83$/+- ! h 4%3/$% m 3 ! 8
+%0. &/05/" "$'0.9 " 5* 4/3:/)�I.0. 5/ 0/)1+F 6.3+' (mC)m+19 $'&/;9 6$/
5*. +F-/0 j Lj = 1, . . . , pM ht · uj ≥ 1�

�# *'4 "3$4' Ax(0) = b 5/+16' 0 *'4 "3$4/

p

Σ
j=1

ht · uj · x(0)
j = ht · b −

n

Σ
j=p+1

ht · uj · x(0)
j .

�# " *'4 "3$4 ht · uj ≥ 1 . " /$*.!'$ +2"/3$. x
(0)
j Lj = 1, . . . , pM 3+ )1 $ " *'8

4 "3$4/
p

Σ
j=1

x
(0)
j ≤

p

Σ
j=1

ht · uj · x(0)
j ,

�?�
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' #"'6.$9 . " *'4 "3$4'

p

Σ
j=1

x
(0)
j ≤ ht · b −

n

Σ
j=p+1

ht · uj · x(0)
j ≤

mC1D + (n− p)mCC2
1 ≤ M.

P"'6.$9 ������ ���$����
� �����
� (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n ) �� $�����!��

 �
��� M �

�

"���
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M = n · (mC)2m+3 · (D + 1),
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j∈A1

x
−ε1j

j y1 b . . . b
∏

j∈Am

x
−εmj

j ym = (ab)n (a2b)m−1 a2,

,) 3+ 4' . 35*'4' -1&4' b .0  $ 5/ n +m− 1 4:/H) ".;�
�-/#"'6.0 + 41F 6'3$2 5/3+ )" ,/ 1*'4" ".� 6 * #

w(x1, . . . , xn, b),

' 5*'41F ] 6 * # g(a, b)�
[������
�

w(x1, . . . , xn, b) = g(a, b)


���
 �����
� � Π2 
���� 
 
����� 
����# ����� � Π2 ������
�� �
�
���
�������
"

w(x1, . . . , xn, y) = g(a, b) & y = b,

' 5/3+ )"�� 3.3$ 0'9 4 34/F /6 * )29 4 3.+1 + 00% ��� *'4"/3.+2"' 1*'4" ".F

w2(x1, . . . , xn, y) y
2 = g2(a, b) b2.

�$'&9 �� A���� �?�>� ���� 
,� ��- � 3�%� �>
%��>����' $��
���
�
����� ������� � $������� ������
���

 � Π2 �������
" �
�� L}M�

<$/ #'4 *G' $ )/&'#'$ +23$4/ $ /* 0%� �

B�������� �� � /* 0' 35*'4 )+.4' . )+� +F-/; 34/-/)"/; 5/+1,*155% Πn 3
n /-*'#1FI.0. 5*. n ≥ 2#

B�������� �� �3$ 3$4 ""/ *'330/$* $2 . )+� 5/+1,*155% Π1 = 〈 a 〉 4/5*/3
/ *'#* G.0/3$. 1*'4" ".; 4.)'

w(x1, . . . , xn) = g(a).

� ,&/ 5/"�$29 6$/ 4/5*/3 / *'#* G.0/3$. 4 Π1 1*'4" ".� 4.)'

w(x1, . . . , xn, a) = g(a)

$��
���
����� ����

�� & * G ".F 4 " /$*.!'$ +2"%: ! +%: 6.3+': 1*'4" 8
".� 4.)'

c1 x1 + . . . + cn xn = b,

,) c19� � � 9 cn9 b ] " /$*.!'$ +2"% ! +% 6.3+'9 "/ �������� 5/3+ )" ; #')'6.
3+ )1 $ 36.$'$2 6.3+/

L =
n∑

i=1

ci + b,

���
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' " 6.3+/

L1 =
n∑

i=1

� log ci �+ �b�,

&'& X$/ /-%6"/ ) +' $3� 5*. .33+ )/4'".. 4/5*/3' / *'#* G.0/3$. 4 "'$1*'+28
"%: .+. ! +%: 6.3+': +." ;"%: 1*'4" ".; . .: 3.3$ 0� �*. X$/0  3$ 3$4 ""/
36.$'$29 6$/ 5*. +F-/0 i� 0 < ci ≤ b� � [E�\ )/&'#'"/9 6$/ 5*. X$.: 5* )5/8
+/H ".�: 4/5*/3 / *'#* G.0/3$. 4 " /$*.!'$ +2"%: ! +%: 6.3+': 1*'4" ".�
4.)'

c1x1 + . . . + cn xn = b

0/H"/ * G.$2 #' 4* 0� O(nb). P"'6.$ 4/5*/3 / 31I 3$4/4'".. 4 Π1 * G ".� 1
1*'4" ".�

w(x1, . . . , xn, a) = g(a)

* G' $3� #' $��
���
������ ����� �


|w(x1, . . . , xn, a)| + |g(a)|.

� 34�#. 3 X$.0 ."$ * 3"/ /$0 $.$29 6$/ #')'6' *'#* G.0/3$. 4 Π1 3.3$ 0
4.)'

m

&
i=1

wi(x1, . . . , xn) = gi(a)

$'&H �4+� $3� NP85/+"/; #')'6 ;�

/&'#'$ +23$4/ X$/,/ ('&$' 3*'#1 3+ )1 $ .# )/&'#'$ +23$4' 5* )%)1I ;

$ /* 0%9  3+. 435/0".$29 6$/ �������

n

&
i=1

∨
j∈Ai

X
εij

j

��$���
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� �
�
���

m

&
i=1

∏
j∈Ai

x
−εij

j · yi = a2 &
n

&
j=1

xj x
−1
j = a
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 �����
� � Π1#

B�������� �� �*. +F-/0 (.&3.*/4'""/0 n #')'6' *'#* G.0/3$. 4 Π2 1*'48
" ".; 4.)'

w(x1, . . . , xn, a, b) = g(a, b) (∗∗)
+ H.$ 4 &+'33 P� � 6'3$"/3$.9 X$/ 4 *"/ )+� 1*'4" ".� 4.)' L}M#

� 3'0/0 ) + 9  3+. x0
19� � � 9 x

0
n ] * G ". 1*'4" ".� L}}M9 $/ 5*. +F-/0 i

L1 ≤ i ≤ nM x0
i ] $������� ����� g(a, b)�

�3+.
L = |w(x1, . . . , xn, a, b)| + |g(a, b)|,

���
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$/ |g(a, b)| ≤ L9 5/X$/01 6.3+/ 5/)3+/4 3+/4' g(a, b) 0 "2G L29 #"'6.$9 31I 8
3$41 $ 0 "  6 0 L2n "'-/*/4 3+/4 g19� � � 9 gn $'&.:9 6$/ 5*. +F-/0 i L1 ≤ i ≤ nM
gi ] 5/)3+/4/ 3+/4' g(a, b)�

�'& &'&
w(x0

1, . . . , x
0
n) � g(a, b),

$/

|w(x0
1, . . . , x

0
n)| ≤ L .

n∑
i=1

|x0
i | ≤ L,

5/X$/01 4 &'6 3$4 5* $ ") "$/4 "' * G ". 1*'4" ".� L}}M 3+ )1 $ 5*/4 *�$2
+.G2 $'&. "'-/*% g19� � � 9 gn 5/)3+/4 3+/4' g(a, b)9 )+� &/$/*%:

n∑
i=1

|gi| ≤ L . |w(g1, . . . , gn)| ≤ L.

<$. *'331H) ".� . )'F$ 5/+."/0.'+2"%; 5*. (.&3.*/4'""/0 n '+,/*.$0
)+� 4%�3" ".�9 .0  $ +. 1*'4" ". L}}M * G ". 4 Π29 -/+  $/,/9 X$/$ H 
'+,/*.$0 5/#4/+� $ . "';$. 43 * G ".� 1*'4" ".� L}}M #' 5/+."/0.'+2"/ 
4* 0� L5*. (.&3.*/4'""/0 nM�

�'� NP7������ � �,��&� 
 ��� �� ( ���
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*.. ,*'(/4� �*. /$-/* 0'$ *.'+' 0% *1&/4/)3$4/4'+.32 5*."!.5/0 ] 5*/) 8
0/"3$*.*/4'$29 &'& 51$ 0 5/+."/0.'+2"/; 34/).0/3$.9 /$5*'4+��32 /$ NP8
$*1)"/; 5*/-+ 0%9 0/H"/ 13$'"'4+.4'$2 NP8$*1)"/3$2 43 "/4%: . "/4%:
5*/-+ 0 '"'+/,.6"/ $/019 &'& 4 &+'33.6 3&/; $ /*.. '+,/*.$0/49 /$5*'4+��32
/$ #')'6.9 '+,/*.$0.6 3&'� " *'#* G.0/3$2 &/$/*/; 1H 13$'"/4+ "'9 51$ 0
+834 ) ".� 0/H"/ 13$'"'4+.4'$2 '+,/*.$0.6 3&1F " *'#* G.0/3$2 43 "/8
4%: . "/4%: #')'6� �/" 6"/9 0% ". 4 &/ ; 0 * " 5* $ ")1 0 "' &'&1F8+.-/
5/+"/$1 /:4'$' 0'$ *.'+' .# X$/; /-G.*" ;G ; /-+'3$.� �*. .#+/H ".. )/&'8
#'$ +23$4 0% /5.*'+.32 "' .3$/6".&.9 1&'#'""% 4 35.3& +.$ *'$1*% 4 &/"! 
5/3/-.��

O * # G = (V,E) -1) 0 /-/#"'6'$2 " /*. "$.*/4'""%; ,*'( 3 0"/H 3$4/0

4 *G." V . 0"/H 3$4/0 * - * E9 ' 6 * #
→
G = (

→
V ,

→
E) ] /*. "$.*/4'""%; ,*'(

3 0"/H 3$4/0 4 *G."
→
V . 0"/H 3$4/0 )1,

→
E�

C����2 *�����
�� $� $��
��������� ����� G 
 ��
��������� �
��� k
�$�����

�# ������

 �
 ���� G $����" $������ �� k ����
��!�
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� V ����� G = (V,E)
�������
�� 
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���
� ��� ����
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�6����� �����
2 *�����
�� $� $��
��������� �����
G 
 ��
��������� �
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 � �� �*."')+ H"/3$2 5*/-+ 0% C���� &+'331 NP
/6 4.)"'� �/&'H 09 6$/ 5*/-+ 0' ,����
������ 5/+."/0.'+2"/ 34/).0' &
5*/-+ 0 C���� �

�'330/$*.0 5*/.#4/+2"1F (/*01+1 F 4 ��R

F = A1 & . . . &Am.

�/3$*/.0 5/ F ,*'( G(F )9 4 *G."'0. &/$/*/,/ -1)1$ 5'*% 〈xε
i , j〉9 ,) �

����

xε
i �!��

 � (�����
����% �
�7%��	
% Aj Lxi ] X$/ 5 * 0 ""'�9 ε ∈ {−1, 1}9
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i ] X$/ ¬xiM�
/���
�� 〈xε

i , j〉 
 〈xδ
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/)"/01 $'&/01 +.$ *'+1 4 &'H)/; X+ 0 "$'*"/; &/"_F"&!..� �# 5/3$*/ ".�
,*'(' 3*'#1 3+ )1 $9 6$/ 3//$4 $3$41FI. m 4 *G." 4 ,*'( G(F ) /-*'#1F$
m8&+.&1�

�* )5/+/H.09 6$/ 4 ,*'( G(F ) .0  $3� m8&+.&' 〈xε1
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, j1〉9 � � � 9 〈xεm
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, jm〉�

�/+','� αi1 = ε19 � � � 9 αim = εm . 5*/.#4/+2"%0 /-*'#/0 4%-.*'� #"'6 ".�
/3$'+2"%: 5 * 0 ""%:9 5/+16.0 )+� (/*01+% F 4%5/+"�FI.; "'-/* α19 � � � 9
αn� �
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 � �� � 5*/-+ 0 ������	
���� ������	. 5/+."/0.8
'+2"/ 34/).0' 5*/-+ 0' C���� 9 &/$/*'� 0/H $ -%$2 5 * (/*01+.*/4'"' &'&
5*/-+ 0' .#/0/*("/3$. 5/+"/,/ ,*'(' Ck "' k 4 *G."': " &/$/*/01 5/),*'(1
,*'(' G� �

�$0 $.09 6$/ 4/5*/3 / 3+/H"/3$. 3+ )1FI ; )/3$'$/6"/ -+.#&/; #')'6. 4
"'3$/�I  4* 0� /3$' $3� /$&*%$%0�

������	��� ���	��2
�� ���� ������ G1 = (V1, E1) 
 G2 = (V2, E2) 
�����
�� �$�����

�# 
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������ �
 ��
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 � �� �*."')+ H"/3$2 5*/-+ 0% ,����
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&+'331 NP /6 4.)"'�

�/&'H 09 6$/ $������� C���� $��
���
����� ����
�� � $������� ,���
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�� ��������� �/ 5*/.#4/+2"/01 " /*. "$.*/4'""/01 ,*'(1G = (V,E)
5/3$*/.0 " /*. "$.*/4'""%; ,*'( G = (V,E)9 �4+�FI.;3� ��$�����
�� ,*'8
(' G = (V,E) )/ 5/+"/,/ ,*'(' "' 0"/H 3$4 4 *G." V 9 $� �  3+. v . u ] )4 
*'#+.6"% 4 *G."%9 $/ /". 4 ,*'( G = (V,E) 3/ )."�F$3� * -*/0 $/,)' .
$/+2&/ $/,)'9 &/,)' /". 4 ,*'( G = (V,E) " -%+. 3/ )." "% * -*/0�
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(V,E)9 $/ ".&'&. )4 *'#+.6"% 4 *G."% X$/,/ 5/)0"/H 3$4' 4 ,*'( G =
(V,E) " 3/ )." "% * -*/09 #"'6.$9 )+� +F-/,/ * -*' ,*'(' G = (V,E) /)"' .#
 ,/ &/"! 4%: 4 *G." " 5*."')+ H.$ 5/)0"/H 3$41 V19 $� � 5*."')+ H.$ 5/)8
0"/H 3$41 V \V1� �/X$/01 5/)0"/H 3$4/ V \V1 0"/H 3$4' 4 *G." V /-*'#1 $
4 ,*'( G = (V,E) 4 *G.""/ 5/&*%$. �
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3$4/ V \ V1 0"/H 3$4' 4 *G." V /-*'#1 $ 4 ,*'( G = (V,E) 4 *G.""/ 5/8
&*%$. � �/&'H 09 6$/ 5/)0"/H 3$4/ V1 0"/H 3$4' 4 *G." V /-*'#1 $ &+.&1
4 ,*'( G = (V,E)� �* )5/+/H.0 5*/$.4"/ 9 513$2 4 *G."% v . u X$/,/ 5/)8
0"/H 3$4' V1 4 ,*'( G = (V,E) " 3/ )." "% * -*/0� �/,)' 4 *G."% v . u 4
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→
E)9 6$/ � ����� G 
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→
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/-/#"'6' 0 6 * # eij � �'& &'& *'330'$*.4' $3� " /*. "$.*/4'""%; ,*'(9 $/
eij = eji� �%- * 0 k ����! �
������ a19 � � � 9 ak�


+� 5/3$*/ ".� 0"/H 3$4'
→
V 4 *G." ,*'('

→
G 3/5/3$'4.0 &'H)/01 "/4/8

01 3.04/+1 ai /)"1 4 *G."19 &/$/*1F -1) 0 /-/#"'6'$2 $ 0 H 3.04/+/0 ai�
�'H)/01 * -*1 eij ,*'(' G 3 &/"! 4%0. 4 *G."'0. vi . vj 3/5/3$'4.0 6 $%* 
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G
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<$. * -*' 40 3$ 3 *'"  5/3$*/ ""%0. * -*'0. /-*'#1F$ 5/+"%; "'-/*
→
E

* - * ,*'('
→
G�

���
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�3$' $3� )/&'#'$29 6$/ � ����� G 
���
�� ����
���� $����

� � k ����

�
���
 
���� 
 
����� 
����# ����� � ��
��

�������� �����
→
G = (

→
V ,

→
E)


���
�� ���
��
���� 	
���
�* )5/+/H.09 6$/ 4 *G."% v19 � � � 9 vk /-*'#1F$ 4 ,*'( G 4 *G.""/ 5/8

&*%$. �

+� &'H)/,/ i Li = 1, . . . , kM �������
� ����� ei1# � � � # eiti �$
��� �����# ���


���� 
�	
���
�� ����
�� vi�
�'330/$*.0 !.&+

a1 → [v1, e11, 0], [v1, e11, 0] → [v1, e11, 1],

[v1, e11, 1] → [v1, e12, 0], [v1, e12, 0] → [v1, e12, 1],

. . .

[v1, e1t1 , 0] → [v1, e1t1 , 1], [v1, e1t1 , 1] → a2,

a2 → [v2, e21, 0], [v2, e21, 0] → [v2, e21, 1],

[v2, e21, 1] → [v2, e22, 0], [v2, e22, 0] → [v2, e22, 1],

. . .

[v2, e2t2 , 0] → [v2, e2t2 , 1], [v2, e2t2 , 1] → a3,

. . .

ak → [vk, ek1, 0], [vk, ek1, 0] → [vk, ek1, 1],

[vk, ek1, 1] → [vk, ek2, 0], [vk, ek2, 0] → [vk, ek2, 1],

. . .

[vk, ektk , 0] → [vk, ektk , 1], [vk, ektk , 1] → a1.

�/3$*/ ""%; !.&+ " 5*/:/).$ 6 * # 4 *G."% ,*'('
→
G9 5/3$*/ ""% 5/ 35.38

&'0 * - * )+� 4 *G." vj 5*. j > k�
�'330/$*.0 4 *G."1 vj 5*. j > k .  ; ."!.) "$"/ * -*/ e�

� ,*'( 
→
G .0 F$3� )4 4 *G."% [vj, e, 0] . [vj , e, 1]9 " 4:/)�I. 4 5/3$*/ "8

"%; !.&+� �'& &'& 4 *G."% v19 � � � 9 vk /-*'#1F$ 4 ,*'( G 4 *G.""/ 5/&*%$. 9
$/ "';) $3� $'&/ i L1 ≤ i ≤ kM9 6$/ 4 *G."' vi ."!.) "$"' * -*1 e� P'0 ".0 4
*'330'$*.4' 0/0 !.&+ * -*/ [vi, e, 0] → [vi, e, 1] "' 51$2

[vi, e, 0] → [vj , e, 0], [vj , e, 0] → [vj , e, 1], [vj , e, 1] → [v1, e, 1].

�/3+ 1&'#'""%: 5* /-*'#/4'".; $����
� � �����
→
G ���
��
���� 	
���


+� )/&'#'$ +23$4' /-*'$"/,/ 5* )5/+/H.09 6$/ 4 ,*'( 
→
G .0  $3� ,'0.+28

$/"/4 !.&+�
<$/$ 51$2 0/H"/ *'#-.$2 "' k 5/)51$ ;9 "'6'+2"% . &/" 6"% 4 *G."%

&/$/*%: 5*."')+ H'$ 0"/H 3$41

{a1, a2, . . . , ak}.

���



§4� NP85/+"% 5*/-+ 0% 4 $ /*.. ,*'(/4

�-/#"'6.0 51$2 1&'#'""/,/ 4.)'9 4 )1I.; .# 4 *G."% at 4 4 *G."1 as 6 * #
Lts�

�/+16' 0 k 51$ ; Ls1s2 9 Ls2s39 � � � 9 Lsk−1sk
9 ,) s19 � � � 9 sk ] 5 * 3$'"/4&'

6.3 + 19 � � � 9 k� �"'+.# 51$. Lstst+19 4 )1I ,/ .# 4 *G."% ast 4 4 *G."1 ast+1

. " 3/) *H'I ,/ 4 &'6 3$4 5*/0 H1$/6"%: 4 *G." ap9 5/&'#%4' $9 6$/ .#
4 *G."% ast 0% 5/5')' 0 4 4 *G."1 4.)' [v, e, 0]9 ,) e ] 5 *4/ * -*/ 4 35.3& 
* - * ."!.) "$"%: 4 *G." v9 #'$ 0 0/H 0 5/3 I'$2 4 *G."% 4.)' [v, f, 0] .
[v, f, 1]9 ,) * -*/ f ."!.) "$"/ 4 *G." v . 4.)' [u, f, 0] . [u, f, 1]9 ,) * -*/
f ."!.) "$"/ 4 *G."'0 v . u� � 4 *G."1 ast+1 0/H 0 5/5'3$2 +.G2 5/ * -*1
4.)' [v, g, 1]9 ,) g ] 5/3+ )"  * -*/ 4 35.3& * - * ."!.) "$"%: 4 *G." v�
�1$.9 Lstst+19 4 )1I 01 .# 4 *G."% ast 4 4 *G."1 ast+19 3/5/3$'4.0 1&'#'""1F
4 *G."1 v9 &/$/*1F /-/#"'6.0 6 * # vst �

�/&'H 09 6$/ ����
�� vs1# � � � # vsk
������%
 � ����� G ����
���� $�����



��
�'330/$*.0 5*/.#4/+2"/ * -*/ e ,*'(' G 3 &/"! 4%0. 4 *G."'0. v . u�

�3+. [v, e, 0] ∈ Lstst+19 $/ +.-/ v9 +.-/ u 3/) *H.$3� 4 35.3& 4 *G." vs1 9 � � � 9
vsk

� �


� ���� ���� �������� 3�������
�� 9��� ��� ����
��

�������! ������
�����
�� NP�$����"�
. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �/&'H 09 6$/ $������� 3�������
�� 9��� ���
��
��

��������� ����� $��
���
����� ����
�� � $������� 3�������
��
9��� ��� ����
��

��������� ������

�� $��
��������� ��
��

��������� �����
→
G = (

→
V ,

→
E) $��
��
� ����
���



�������" ���� G = (V,E) 
���"# �
� � ��
��

�������� �����
→
G = (

→
V ,

→
E)


���
�� ���
��
���� 	
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� ���
��
���� 	
��
��
� � ����
��

�������� ����� G = (V,E)�

�/+',' 0 V =
→
V × {0, 1, 2}�

�"/H 3$4/ E * - * ,*'(' G 3/3$/.$ .# * - *9 3/ )."�FI.: 4 *G."% (v, 0)
. (v, 1)9 (v, 1) . (v, 2)� �*/0 $/,/9 4/ 0"/H 3$4/ E 4:/).$ * -*/9 3/ )."�FI  
4 *G."% (v, 2) . (u, 0) $/,)' . $/+2&/ $/,)'9 &/,)' 4 /*. "$.*/4'""/0 ,*'( 
→
G = (

→
V ,

→
E) -%+/ * -*/ v → u�

�* )5/+/H.09 6$/ 4 5/3$*/ ""/0 ,*'( G .0  $3� ,'0.+2$/"/4 !.&+� �/H8
"/ 36.$'$29 6$/ /" "'6."' $3� 3 4 *G."% 4.)' (v, 0)9 $/,)' 4$/*% &/05/" "$%
4 *G." X$/,/ !.&+' )'F$ 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 ?9 �9 �9 ?9 �9 �9 � � � 9 ?9 �9 �9 ?�

�/,)' 5/3+ )/4'$ +2"/3$2 5 * :/)/4 �9 ?9 �9 � � � 9 ?9 �9 ? )' $ ,'0.+2$/"/4

!.&+ 4 /*. "$.*/4'""/0 ,*'( 
→
G = (

→
V ,

→
E)�

� 34/F /6 * )2 5/ ,'0.+2$/"/41 !.&+1 4 /*. "$.*/4'""/0 ,*'( 
→
G = (

→
V ,

→
E)

0/H"/ 5/3$*/.$2 !.&+ 4 " /*. "$.*/4'""/0 ,*'( G9 #'0 ".4 4 " 0 &'H)/ 
* -*/ v → u "' 51$2

(v, 0), (v, 1), (v, 2), (u, 0).

�

��D
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� ���� ���� �������� A��������������� ��� ������ �����
�� NP�$���
��"�

. � � � � � 
 � � � � 
 � �� �/&'H 09 6$/ 5*/-+ 0' U������
������ 5/+.8
"/0.'+2"/ 34/).0' & 5*/-+ 0 A����������������

�/ 5*/.#4/+2"/; (/*01+ F 4 �8��R /$ n 5 * 0 ""%: x19 � � � 9 xn . 3 k X+ 8
0 "$'*"%0. ).#_F"&!.�0. F19 � � � 9 Fk #' 5/+."/0.'+2"/ 4* 0� /$ max (n, k)
5/3$*/.0 " /*. "$.*/4'""%; ,*'( G = (V,E) 3 3n + k 4 *G."'0. $'&/;9 6$/
������� F ��$���
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� ���� G = (V,E) �����
�������

� � n + 1 	��
���

�4 ) 0 n "/4%: 5 * 0 ""%: v19 � � � 9 vn� �6.$' 09 6$/ n ≥ 4�
�5* ) +� 0 0"/H 3$4/ V 4 *G." ,*'(' G = (V,E)

V = { x1, . . . , xn, x1, . . . , xn, v1, . . . , vn, F1, . . . , Fk }.

�"/H 3$4/ * - * E ,*'(' G 3/3$/.$ .# * - * 6 $%* : $.5/4�
�M 43 4/#0/H"% * -*' 4.)' {vi, vj} 5*. i �= j9
�M 43 4/#0/H"% * -*' 4.)' {vi, xj} . {vi, xj} 5*. i �= j9
�M 43 4/#0/H"% * -*' 4.)' {xi, xi} 5*. 1 ≤ i ≤ n9
�M 43 4/#0/H"% * -*' 4.)' {xi, Fj} 5*. 13+/4..9 6$/ +.$ *'+ xi " 4:/).$ 4

X+ 0 "$'*"1F ).#_F"&!.F Fj . {xi, Fj} 5*. 13+/4..9 6$/ +.$ *'+ xi " 4:/).$
4 X+ 0 "$'*"1F ).#_F"&!.F Fj �

�/&'H 09 6$/ ������� F ��$���
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� ����
G = (V,E) ����� �������

� � n+ 1 	��
���

�* )5/+/H.09 6$/ ,*'( G = (V,E) 0/H"/ *'3&*'3.$2 4 n + 1 !4 $/4� �'&
&'& ����
�� v1# � � � # vn ������%
 $����" $������ Kn �� n ����
��!9 $/ )+�
.: *'3&*'3&. " /-:/).0/ n !4 $/4� �'& &'& 4 *G."% xj . xj 30 H"% . &'H)'�
.# ".: 30 H"' 3 +F-/; .# 4 *G." vi 5*. i �= j9 $/ /)"' .# 4 *G." xj . xj $/,/
H !4 $'9 6$/ . 4 *G."' vj 9 ' )*1,'� ] "/4/,/ !4 $'9 &/$/*%; 6'3$/ "'#%4'F$
�$�	
������ !4 $/0�

�/; .# 5 * 0 ""%: xj . xj 9 &/$/*'� *'3&*'G "' 4 35 !.'+2"%; !4 $9 5*.8
34/.0 #"'6 ". ?9 ' )*1,/; ] �� �/&'H 09 6$/ X$/$ "'-/* #"'6 ".; 5 * 0 ""%:
4%5/+"� $ (/*01+1 F � �/&'H 09 6$/ �
 ���� 
� ����
� Fj �� ���������� �
�$�	
�����" 	��
� � *G."' Fj 30 H"' 3 2n− 3 .# 2n 4 *G."

x1, . . . , xn, x1, . . . , xn.

�'& &'& 5/ 5* )5/+/H ".F n ≥ 49 $/ 2n−3 > n9 5/X$/01 )+� +F-/,/ j "';) $3�
$'&/ i9 6$/ 4 *G."' Fj 30 H"' &'& 3 4 *G."/; xi9 $'& . 3 4 *G."/; xi� �/ /)"'
.# ".: 35 !.'+2"/,/ !4 $'9 5/X$/01 ����
�� Fj �� ���������� � �$�	
�����"
	��
�

�3+. 4 Fj 4:/).$ +.$ *'+ v $'&/;9 6$/ +.$ *'+ v *'3&*'G " 4 35 !.'+2"%;
!4 $9 $/ 4 *G."' Fj " 30 H"' ". 3 &'&/; 4 *G."/; /)"/,/ !4 $' 3 v9 5/X$/01
4 *G."1 Fj 0/H"/ *'3&*'3.$2 4 $/$ H !4 $9 6$/ . v� �"'6 " /-:/).0 "/8
4%; !4 $� P"'6.$9 ��� ��������
 ���! F1# � � � # Fk �� $�
�����
�� ������ 	��
�

��?



§5� �+,/*.$0.6 3&. " *'#* G.0% 5*/-+ 0% 4 /-+'3$. #'I.$% ."(/*0'!..


���� 
 
����� 
����# ����� �

������ ����� 
�� $�
$
��
� �$�	
�����"
	��
# �
� ������ �
�7%��	
� Fj ������

 
���" �

���� v# �
� �

���� v
��������� � �$�	
�����" 	��
� 
*1,.0. 3+/4'0.9 ���� G = (V,E) ����� ����
����

� � n+ 1 	��
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� $��������� ����� 
��
$�
���

� ������
� � 
 6# �
��� � �����" �
�7%��	

 Fj ���������� 
���"
�

���� v# �
� �

����� v $�
������ ������
� � +�� ��������� � �$�	
�����"
	��
,� �/3+ )"  *'4"/3.+2"/ 4%5/+".0/3$. (/*01+% F � �

� 3&/+2&/ -/+  3+/H"/ *'331H) ". 5/&'#%4' $9 6$/ )'H 5*/-+ 0'
A��������������� ���	� � U 9���� �4+� $3� NP85/+"/;�

�"'+/,.6"/ 5*/-+ 0' A��������������� )+� ,*'(/4 �4+� $3� NP85/+8
"/; 5*. +F-/0 (.&3.*/4'"/0 k ≥ 3�

� $/ H 4* 0� 5*/-+ 0' A��������������� ���	� � L 9���� 5/+."/8
0.'+2"/ *'#* G.0'�

4%-.*' 0 5*/.#4/+2"1F 4 *G."1 . 5/0 6' 0   6.3+/0 ?9 43 30 H"% 3
" ; 4 *G."% 5/0 6' 0 6.3+/0 �9 43 30 H"% 3 ".0. 5/0 6' 0 ? . $�)� �3+.
4 :/) *'3&*'3&. K4/#".&" $ &/"(+.&$K9 $� � " &/$/*1F 4 *G."1 5/$* -1 $3�
5/0 $.$2 . ?9 . �9 $/ �8*'3&*'3&' " 4/#0/H"'9  3+. /&'H1$3� �8*'3&*'G ""%0.
43 4 *G."% /)"/; &/05/" "$% 34�#"/3$.9 $/ 5 * :/).0 & )*1,/; &/05/" "$ 
. $�)�

� #'&+F6 ". /$0 $.0 5/+."/0.'+2"1F *'#* G.0/3$2 /)"/; 5*/-+ 0%9 4
/5* ) + ""/0 30%3+ -+.#&/; 5/ (/*01+.*/4& 5*/-+ 0'09 *'330/$* ""%0 4
X$/0 5'*',*'( �

V
����� 9���2 *�����
�� $� $��
��������� ����� G �$�����

�# ������
�

 �
 ���� G ("����� 	
��# 
��� 	
��# $��!���&
" $� ������� ��� �����
����� ��
� ����

�1G 3$4/4'". 5/+."/0.'+2"/,/ '+,/*.$0' 3+ )1 $ .# 3+ )1FI ,/ 1$4 *8
H) ".��

������" ���� ������

 ("����� 	
�� 
���� 
 
����� 
����# ����� �
�$��

���! ��� ����
� ��
���

�+� 
�(� ��&���!$� �� �# �2�&�� � �,��&�


 �,��!�� #�8��� ���� &�.��

� X$/0 5'*',*'( 13$'"'4+.4' $3� '+,/*.$0.6 3&'� " *'#* G.0/3$2 /)"/;
5*/-+ 0%9 34�#'""/; 3 #'I.$/; ."(/*0'!.. 5/3* )3$4/0 * '+.#'!.. ).3&* 8
!./""/; 5/+.$.&. - #/5'3"/3$.�

1�����9��

�
 ��
����� � .������
�� ����.���2

�*. /5.3'".. 5/+.$.& - #/5'3"/3$. 4 "'3$/�I  4* 0� "'.-/+2G  *'35*/8
3$*'" ". 5/+16.+. �.�K���
����K���
�� ������� �*. $'&/0 5/):/) 

��� ��$���� ����$�����

 
������	

 � ��
���

�
�������! �
�
���!
�$
����%
�� � 
���
��! ����.��� �.�K����� � ��K����� �
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<$/ 1$4 *H) ". *'330'$*.4' $3� 4 &'6 3$4 ��
��
�
 ������� �����
���� �������
�����

J�K��� )/3$15' *'330'$*.4' $3� &'& $���
���� 
���������� ��&���
� ]
3/3$'4+�FI'� &/052F$ *"/; 3.3$ 0%9 .35/+2#1 0'� )+� :*'" ".�9 /-*'-/$&.
.+. 5/+16 ".� ."(/*0'!..9 & &/$/*/; 0/H"/ /-*'$.$23� 5/ .0 ".� �'5*.0 *9
4 �et�c�w �??? 4 6.3+/ /-_ &$/4 4:/)�$ (';+%9 13$*/;3$4'9 &'"'+%9 5/6$/4% 
�I.&.9 5*/! 33% . $�)� �-_ &$ )/3$15' 4%3$15' $ 4 &'6 3$4 " ) +.0/;  ).".8
!% ."(/*0'!./""/,/ * 31*3' '4$/0'$.#.*/4'""/; 3.3$ 0%� �/*�)/& )/3$15'
31-_ &$/4 & /-_ &$'0 /5* ) +� $3� 5*'4.+'0. *'#,*'".6 ".� )/3$15'�

>.�K��� )/3$15' ] X$/ ��

���� 
���������� ��&���
�9 &/$/*'� 0/H $
#'5*'G.4'$2 * 31*3%9 .35/+2#/4'$2 .: )+� 4%5/+" ".� $ : .+. ."%: /5 *'!.;
. $�)�

/��
����"�
�
� ���7��
�� � ��7��
��
9 5*. &/$/*/0 5*/.3:/).$ 5 * "/3
."(/*0'!.. 0 H)1 ".0.9 "/3.$ "'#4'". ����.��


/3$15 *'330'$*.4' $3� &'& /5 *'!.� /#"'&/0+ ".� 3 ."(/*0'!. ; .+.   
/-*'-/$&' ] &/5.*/4'". 9 .#0 " ". 9 1".6$/H ". . $�)� �%) +�F$3�9 4 6'3$8
"/3$.9 )4 /3"/4"% /5 *'!..9 5*. 4%5/+" ".. &/$/*%: 5*/.3:/).$ 5 * "/3
."(/*0'!.. 0 H)1 31-_ &$'0. . /-_ &$'0.9 ] X$/ /5 *'!.� 6$ ".� . /5 8
*'!.� #'5.3.� �.)% )/3$15' *'#+.6"% )+� *'#"%: $.5/4 /-_ &$/4� �'5*.0 *9
)+� (';+/4 4 &'6 3$4 $.5.6"%: 5*'4 )/3$15' 4%3$15'F$ 5*'4' 6$ ".� Lm|u�M9
#'5.3. L�def|M9 4%5/+" ".� Ls�|Nxf|M . 4+') ".� L��tM�


 ;3$41FI'� 4 3.3$ 0 5/+.$.&' *'#,*'".6 ".� )/3$15'0. *'#* G' $ .+.
#'5* I' $ $ .+. ."% )/3$15% /-_ &$/4 & 31-_ &$'0� �' 3 ,/)"�G".; ) "2
G.*/&/ *'35*/3$*'" ". 5/+16.+ 0 :'".#0 &/"$*/+� . 15*'4+ ".� )/3$15/0 4
&/052F$ *"%: 3.3$ 0':9 /3"/4'""%; "' ).3&* !./""/; 5/+.$.& - #/5'3"/3$.�

1�����9��

�� .������
�� ����.���  3$2 *'#,*'".6 ". )/3$15'
0 H)1 5/.0 "/4'""%0. 31-_ &$'0. . 5/.0 "/4'""%0. /-_ &$'0.� 
+� #')'8
".� 5*'4.+ *'#,*'".6 ".� )/3$15' .35/+2#1 $3� �����9� ����.��9 3$*/&.
&/$/*/; 5/0 6 "% 31-_ &$'0.9 ' 3$/+-!% ] /-_ &$'0.� �' 5 * 3 6 ".. 3$*/&.9
5/0 6 ""/; �.�K����� S . 3$/+-!'9 5/0 6 ""/,/ ��K����� O9 "':/)�$3�
����� ����.�� �.�K���� S � ��K���. O�

Y'**.3/"9 �1#/ . �+20'" 4 �D�E ,/)1 /51-+.&/4'+. (/*0'+2"/ /5.3'". 
0'$ 0'$.6 3&/; 0/) +. )+� .33+ )/4'".� ).3&* !./""/; 5/+.$.&. - #/5'3"/8
3$.9 5/+16.4G ; "'#4'". rm�80/) +2�

rm�80/) +2 4&+F6' $ 4 3 -�
�M 36 $"/ 0"/H 3$4/ C ��K�����9
�M 36 $"/ 0"/H 3$4/ D �.�K�����9 5*. X$/0 36.$' $3�9 6$/ &'H)%; 31-_8

 &$ �4+� $3� . /-_ &$/09 $� � 0"/H 3$4/ D 31-_ &$/4  3$2 5/)0"/H 3$4/ 0"/8
H 3$4' C /-_ &$/49

�M &/" 6"/ 0"/H 3$4/ E= {r1, . . . , rn} ���� ����.��9
�M �����9. ����.�� F9 3$*/&. &/$/*/; 5/0 6 "% X+ 0 "$'0. " &/$/8

*/,/ &/" 6"/,/ 5/)0"/H 3$4' D!F$ 0"/H 3$4' D 31-_ &$/49 ' 3$/+-!% ] X+ 8
0 "$'0. " &/$/*/,/ &/" 6"/,/ 5/)0"/H 3$4' C!F$ 0"/H 3$4' C /-_ &$/49
X+ 0 "$'0. 0'$*.!% )/3$15' F �4+�F$3� 5/)0"/H 3$4' 0"/H 3$4' E 5*'4

���



§5� �+,/*.$0.6 3&. " *'#* G.0% 5*/-+ 0% 4 /-+'3$. #'I.$% ."(/*0'!..

)/3$15'� O * # F;G� H< -1) $ /-/#"'6'$23� 5/)0"/H 3$4/ 0"/H 3$4' E 5*'4
)/3$15'9 3$/�I  4 0'$*.! F "' 5 * 3 6 ".. 3$*/&.9 5/0 6 ""/; 31-_ &$/0
G . 3$/+-!'9 5/0 6 ""/,/ /-_ &$/0 H�

�"/H 3$4' C . D 0/H"/ 36.$'$2 5/$ "!.'+2"/ 36 $"%0.9 $� 4 &'H)%; 0/8
0 "$ &/" 6"%0.9 "/ 3 4/#0/H"/3$2F " /,*'".6 ""/,/ 14 +.6 ".� 6.3+' X+ 8
0 "$/4� �/) *H'$ +2"/ X$/ 0/H"/ 5/".0'$29 "'5*.0 *9 &'& 4/#0/H"/3$2 " 8
/,*'".6 ""/,/ *'3G.* ".� 6.3+' 5/+2#/4'$ + ; .+. 3/#)'".� 43 "/4%: . "/8
4%: (';+/49 5*/,*'00 . $�)� �'& &'& 31-_ &$% . /-_ &$% ] X$/ .0 "/4'""% 
31I"/3$.9 $/ 0/H"/ -%+/ -% (.&3.*/4'$2 &/" 6"%; '+('4.$ Σ . 36.$'$29 6$/
31-_ &$% . /-_ &$% ] X$/ 5*/3$/ 3+/4' 4 '+('4.$ Σ9 $� � C~D~Σ∗� �/ $'&/;
5/):/)9 4/#0/H"/9 3+.G&/0 '-3$*'&$ "�

;����9� ����.�� ] /3"/4"/; X+ 0 "$ ).3&* !./""/; 5/+.$.&. - #/5'38
"/3$.� �5*'4+ ". /31I 3$4+� $3� 51$ 0 .#0 " ".; 0'$*.!% )/3$15'9 &/$/*% 
/5* ) +�F$3� 3+ )1FI.0. G 3$2F 5*.0.$.4"%0. /5 *'$/*'0.9 ,) 6 * # F
. FI -1)1$ /-/#"'6'$23� 3//$4 $34 ""/ $ &1I'� 0'$*.!' )/3$15' . 0'$*.!'
)/3$15'9 5/+16 ""'� .# F 4%5/+" ". 0 5*.0.$.4"/,/ /5 *'$/*'9

�M HEIHJ ' LEIF 7�@(8 ] ������
� $���� ���
�$� ' � ���"�� ��
�
	� 7�@(87
4 * #1+2$'$ 4%5/+" ".� X$/,/ /5 *'$/*' 0'$*.!' F 5* /-*'#1 $3� 4 0'$*.!1
FI9 3$*/&. . 3$/+-!% &/$/*/; 5/0 6 "% $'& H 9 &'& 3$*/&. . 3$/+-!% 0'$*.!%
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[��E\ pxet| �� 2FENRIHERILFE RM R WRMLM XFJ RJLIUKHILN == �� Avh�ca kcb� 8 �D�E� 8
Wca� ��� 8 �� �?� ] ����

��E



����������

[���\ mu�et o��� sHNVJMLdH VEMFPdRWLPLIQ FX YJFVO IUHFJHILN OJFWPHKM == `tt� oufg�
8 �D��� 8 Wca� E�9 � �� 8 �� ��� ] �D��

[���\ me�w s� `EFIUHJ NURJRNIHJLiRILFE FX kELIHPQ YHEHJRIHG YJFVOM ]LIU R MFPdRWPH
]FJG OJFWPHK == Bxaa� kct�ct� oufg� AcN� 8 �D��� 8 Wca� ��9 � �� 8 �� �� ] ���

[��D\ judw�e `�9 ocwfc�w�e `�9 mc�etwct m�o� nEGHNLGRWPH IUHFJLHM� 8 C�9 �D���
Z@� D���

[��?\ jgx| `� uJFWPHK mVGHJ vHJmREGHJVEYHE dFE wHLNUHEJHLUHE ERNU YHYHWHUHE
sHYHPE == We�� A�d� oufg�8tufxd� 8 q@9 �D��� 8 � �?�

[���\ je|f�| r� mnWHJ IFOFPFYLMNUHE BEdRJLREIHE KHUJGLKHEMLFERPHJ
xREELYXRPILYoHLIHE == octufwg� oufg� �gvw� 8 �D?�� 8 Wca� �D� 8 �� � ]
����

[���\ jgch�wct `� eULE OFMLILFE REG IUH JHNFYEFILFE OJFWPHK XFJ S3 == �d|�detf� 8
�DD��

[���\ jxdetb `�o� fE NFKOVIRWPH EVKWHJM# ]LIU RE ROOPLNRILFE IF IUH
lEIMNUHLGVYMOJFWPHK == �dcN||�etbw c� kct�ct oufg|hufeNua AcNe|fv� A|d� �� 8
�D�E� 8 Wca� ��9 � �9 �� 8 �� ��? ] �E��

[���\ jxdetb `�o� eUH ]FJG OJFWPHK LE MHKLYJFVOM ]LIU NRENHPPRILFE == `tt� oufg�
8 �D�?� 8 Wca� ��� 8 �� �D� ] �?��

[���\ ANgx�� ��s� fE IUH MVWMILIVILFE OJFWPHK XFJ XJHH YJFVOM == �dcN� `h|d� oufg�
AcN� 8 �DED� 8 Wca� ��9 � �� 8 �� ��� ] ����

[��E\ ANcff i� ` MUFJI JHNVJMLdHPQ VEMFPdRWPH OJFWPHK +RWMIJRNI, == �� Avh�ca� kcb�
8 �D�E� 8 Wca� ��9 � �� 8 �� �� ] ����

[���\ ANcff s�`� ` tLELIHPQ uJHMHEIHG qLKOPH pJFVO ]LIU nEMFPdRWPH 2FE\VYRNQ
uJFWPHK == �� `ab|�du� 8 �D��� 8 Wca� D?9 � �� 8 �� ��� ] ����

[���\ ANcff ��m� `PYHWJRLNRPPQ NPFMHG YJFVOM == �dcN� `h|d� oufg� AcN� 8 �D��� 8
Wca� �� 8 �� ��� ] ����

���
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